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王 连 祥
( 中国 科学院数 学研究听

,

北京 )

摘 要

文中定量地证明 了
: r a。 。呱。 条件下的 G 函数的多项式的非平凡零 点 ( 复的或

p 一

ad ic 的 )
,

在相应 的度量下都不能用某固定代数数域的代数数
“

很好地 ” 逗近
.

并

且得到了
,

包含一组代数无关的 ` 函数的多项式
,

在某些特殊的代数点 奢上的所有

度量下的较好的下界估计
,

即把通常的阶 (相对于多项式的高的指数 )

一 ( 10 9月 (畜)八
。 、 20 9月 (夸) )

’ `刁

改遗力 一 ( i明 l明 l (I 夸) )
吕 ,

这里 H (动 是 奢的高
, 6 是任意小的正 数

.

一
、

引 言

v 。。 n j n e n 川 得到了比 F翻 。 q K明叨 更为广泛的结果
,

他给出数
a 一 。 ,

夕一 了
,

尸(
a ,

j
,

(声)
,

…
,

f
阴

印 ) )

的普通绝对值的联立下界估计
,

其中
a ,

口是某二已知复数
, 8 , 了 是某二个代数数

,

f
:

(的
,

…
,

六
、

(的 是 Si ge d 刀 函数团
,

(P
二 , x , ,

…
,

场 ) 是系数属于某代数数域的多项式
.

这种类似的

研究是 由 S e h n e id e r L̀
,
p ` 3 , 1 提出来的

.

本文目的是对于 F a
朋

。 K o H
条件下的 G 函数

,

进行类似于文献 [ 1] 的研 究
,

得到相应的某

些数的联立逼近定理
,

包括了复情形和 p 一 ad i C 情形
.

作为主要定理的推论 之一
,

我们改进了

v 。。 n 、 n

en
〔习 关于包含一组代数无关的 G 函数

,

在某些特殊代数点上的值的多项式绝对值的下

界估计的阶
.

二
、

符号
、

定义和结果

设 Z 是整数环
,

Q 是有理数域
,

C 是复数域
, K 是 C 中某个固定代数数域

,

〔尺 :
Q ] 一 d ,

0 、
是 K 中全体代数整数环

.

如果 p 是一素数
,

则 Q
。 表示 p 一 ad ic 数域

,

C
,

表示 Q
。
的 完备代

数闭包
.

为简便起见
,

{久 }
。

表示数 氏
,

的
。 一

赋值
,

也就是说
,

如果 。
} co

,

则表示 。 一 a 〔 C

一 C
, , a `

{
之

」

一 {al
,

即取
a 在 c 中的 E uc lid 绝对值 ( A

r

hc im e de
s

赋值 ) ; 如果
。

}P
,

则表示

。
。

= a , 〔 C
。

一 C
, ,

{
a 。

}
。

= }
a ,

}
。 ,

即取 a 。
在 C

, ,

中的 介
a di e 赋值 (规范化了的非 A r c h im e -

d e s

赋值
,

满足
`

I川
。 一 厂

`

)
.

如果 夸特 。 是 K 中
/

次代数数
,

它在 Z 上的极小多项式为

尸(二 ) =
。 o x r

+
。 l x 『一 `

+ 一 +
。 ; , 。 ,

` Z
, 。 。

殆 。 ,

本文 1 , 8 3 年 9 月 5 日收到
.
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则

刀 (尸 )一 m
ax

(l
。 。

I
,

}
。 ;

{
,

…
,

l
a ;

{ )

称为多项式 尸(幻 的高
,

又称 H (妇 一 H (尸) 为代数数 音的高
,

如果 夸一 。 ,

则定义 月 ( 0) 一 1
.

根据 P e r r o n 定理 (见文献 L6
,

第一章
,

马6
,

定理 15 ] )
,

我们有

{引 毛 {}到 毛 H (勃 + 1 续 ZH (妇
,

( l)

式中 }!圳 表示代数数 夸的尺度 (即这个代数数及其所有域共扼的绝对值的最 大值 )
.

显 然
,

a 。

互` o 、 ,

因此

}}
。

fl0 }簇 ZH (动
,

且 1引
。 ( l

。 。

}尹簇 l
。 。

}簇 H (妇
.

( 2 )

对任意 刀 护 O ` O 、 ,

有

l 返 }N 、 /Q ( : ) } 镇 }、 {{}: }}
J 一 ` ,

( 3 )

和
l 钱 1: 】

。

】N
、 / o ( : ) 1燕 }刀 1

:

1{: {}
“ ,

( 4 )

式中 N K/ o(
·

) 是域 K 中的范数
.

对于多项式 尸(
x , ,

…
, x 。

) ` K [
x l ,

…
高

,

记作 月 (尸 )
.

我们用幂级数

g (二 )

来定义 ` 函数
,

其中
。 。
具有性质 :

i ) 系数
。 。 〔 K

,

乃 ) 0 ,

并存在大于 1

, 与
, ,

]
,

它的系数的尺度的最大值称为该多项式的

一 艺 。 砂

的常数 c
,

使得 }}
。 。

}} ( c ` 十 ` , 石 ) 0
.

11) 存在自然数序列 , 。 , 叮1 ,

…
,

使得 宁、 a , 任 O 、 ,

0 ( 夕钱 方
,

这里 宁*

续 C h + ` , 几 ) 0
.

我们注意到 }
。 。

1
,

成 }q
。

}尹蕊 q。 成 口 +l , 乃 ) 0 ,

因此 g (幻 在 C
,

中的子圆 :
!
:
I
,
<

C 一 ’

内收敛
,

现在我们假定有一组线性微分方程组

式一 g
。

(的 + 艺 g
*

(幻 y 、
,

` 睡 `镇 ,
,

( 5 )

其中 g 为 (习 〔 K (的
.

不失一般性
,

我们可以假定 仓
*

(二 ) ` O K

(的 (见文献 [ 7 D
.

进一步
,

我

们记

y {
, ’
=

其中所有 g
, 。 ,

(。 ) ` O 、
( : )

,

夕
, *

(的 的最小公分母
,

于是

令
g

g
, 。 ,

( : ) + 万 g
; 。 , ( : ) ,

力 , 少一 。 , 1
,

2
, ,

二 ,

这里 户
, 表示 , 的第 ] 阶导数

.

我们用 丁 (的 表示所有有理函数

T (二 ) 是 O 、
〔

:

]中的一个多项式
,

使得所有 T (二 )夕
; 。
( 二 ) 〔 〔户、 [。 ]

.

~
n飞 a x ( d

e
g T ( 二 )

, d e g ( T (二 )夕, 。 (。 ) ) )
,

T ~ m
注 x

万 ,
h

(刀 ( 了 ( 之 ) )
,

月 ( T (
。
) 夕

, * ( 君 ) ) )
. ( 6 )

我们现在考虑一组 ` 函数 g ,

(幻
,

…
,

g 用 (习
,

不仅满足 ( 5 )和 ( 6 )式
,

还满足下列所谓 比朋
q -

阴
H
条件 : 存在一列自然数 b : ,

热
,

…
,

其中 么 抓 少 +l
,

(对于某 B > l )
,

使得

( b * /j ! ) T ( 。 )
’

Q
* ,

( 。 ) ` o 、 〔
二

1
,

l 簇 i 簇 咬
,

左异 l , l 簇 i 簇 。
.

( 7 )
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这组 ` 函数称为属 于函数类 G ( K, C
,

g
,

T
,

B )
.

我们得到下列结果
.

定理
.

假定 ` 函数 g
:

(幻
,

…
, 乡

二

(的 属于 G ( K
,

c ,
g

,

T
,

B )
,

井在 人 (习 上 代 数无

关
.

设 p (
x , x , ,

…
, x ,

) 是 O 、 [
x , x l ,

…
, x 。

] 中任意非零多项式
,

d e g
二

p 钱
r , d e g

二 :
.

, , :

p

毛 : .

假定 a , ,

口
,

〔 C
。

(这里
。

Ico 或
。
!户)

,

o , v 〔 K
,

并且 口
。 二 T印

。

) T ( :
) 尹 O , p ( o

, x , :

…
,

八 ) 笋 0
.

又设 6 是已知常数
,

满足 O<
。

< 1
.

那么存在只依赖于 。 , d , r , , ,

口
。

和 这些

函数 9
1

(的
,

…
, g

” 2

(的 的正常数 C 。 , C
, ,

使得对于所有满足

I了 }
.
,

<
e x r
衬一 c

、

10 二月( 丫丫 10 9 10 9 月 ( 丫 ) )
一 E ` ( , 『 ) }

,

刀 ( 了 ) ) C ; ,

其中
: 一 ( , + l )”

+ ,

十 m + z

的 y 和任意 口
,

p ,

下列不等式成立 :

m a x

{ 】a
。

一 0 {
。 ,

}尽
二

一 了
}
。 ,

lp (
a 。 , g ,

(月
。

)
,

…
,

g
” J

(口
。

) ) }
。

}

>
e x p {一 10 9 (H ( o ) H (

二
) H ( p ) ) ( 10 9 10 9月 ( 二 ) )

“

}
.

由这个定理可以得到几个直接推论
.

首先取
a 。

一 声
。 , 夕一 了

.

并用 。 /2 代替定理中的 。 ,

便得下面推论
.

推论 1
.

在定理的假定下
,

设 月
。

是方程

P (
。 ,

g
,

(。 )
,

…
,

g
,。

(二 ) ) 一 o

的非平凡零点
,

则存在只依赖于 。 , p ,

夕
, ,

和这些函数 g ,

(习
,

…
, g。 (的 的常数 C Z ,

使得对

于满足 ( s) 式和 月 ( 丫 ) ) C Z

的 了
,

有不等式

.口
。

一 二
{
。

> e x p {一 lo g H ( 二 ) ( 1
0 9 10 9刀 ( , ) )

`

}
.

推论 1
’ .

在定理的假定下
,

如果 K 中存在无限多个代数数 了 满足 ( 8 )式和 H (幼 ) c Z ,

以

及

{口
二

一 了 }
。

<
e x p {一 10 9月 (丫 ) ( l

o g lo g H ( 了 ) )
“

}
,

那么 夕
, , 9 1

(夕
。

)
,

…
,

g
,

(声
。

) 在 人 上代数无关
.

推论 2
.

在定理的假定下
,

设 a 。

是方程

P ( 。 ,

9
1

( 了 )
,

…
,

g 。 ( 了 ) ) 一 0

的零点
,

其中 丫 满足 ( s) 式
,

那么存在只依赖于 d , 丫 , p 和这些函数 g ,

(的
,

…
, g m (的 的正常

数 C : ,

使得对任意 O ,

有

}
a 。

一 口 }
。

> 月 (口)
一 C 3 .

最后
,

我们取
a :

一 日一 0 ,

月
。

一 丫 一 夸` K ,

于是得到下面有趣的结果
.

推论 3
.

假定 g ;

( 万 )
,

…
,
g

,、

( 。 ) 〔 G ( K
,

C ,
g

, 丁 , B )
,

并在 K ( 召 ) 上代数无关
,

设 p ( x l ,

…
,

八 )是 0 赶
x , ,

…
, x 们 中任意非零多项式

, deg 尸毛 5
.

又设 6 为任意已 知 常 数 。 <
。

< 1
.

那么对于满足 ( 8 )式的代数数 夸有

lp ( 9
1

(夸)
,

一
g 脚 ( 夸) ) }

。

> 刀 (互)一
,。 g , 。 g H `“ “ ,〔月 (。 )

一 ( , 。 · ;。 g 。 ( ; )。七
.

对于某些特殊的代数数 畜 (即满足 ( 8) 式 )
,

该不等式中的 H印 ) 的指数一 ( 109 10 9月 (约 )
E

比

v 兹
n

如
e n 〔5 , 的相应指数一 ( lgo H (参) / 109 109 月 (杏) )

`超 要好
.

从下面的证明过程中可以看 出
,

函

数 109 log H (妇 可以用其阶更小的函数
,

比如 109 109 … Iog H (匆 来替换
,

这时不等式 ( 8 )要作

相应的改变
.

如果用 h抢 ) 表示代数数 蟹的绝对高 (定义见文献 LS
, 9 ] )

,

则根据高与绝对高之

间的关系有
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B, ( , )刀 (方)
`

·

共 乃(杏) 蕊 召
`

(
,
」

) } I (夸)
’ /犷 ,

其中 己eg 歹一 勺 B
、

心
,

B Z

(心 是只与
犷

有关的常数
,

(见文献 [ 9
,

p 2 6 1 ] )
,

我们的这些结果

可以改换成绝对高的形式
.

三
、

定 理 的 证 明

设 。 。

= a + 占
, 。 ,

召
:

~ 7 + 占: , ,

记

月 = 10 9 (月 ( a )月 (
丫 )月 (尸 ) ) ( 1

0 9 10 9 11 ( 二 ) )
石 .

( 9 )

暇下 丫满足 ( 8 )式
,

并且

m a x
{ {占l 。

l
。 ,

l占
2 。

l
。

} <
e x p {一月全

.

( 10 )

如果我们能够证明
J

p ( a 。 ,
g

,

(口
。

)
,

一
,

g
、

(夕
。

) ) l
。

> e x p

卜 jI }
,

( 1 1 )

那么便可得到我 们的定理
,

现在叙述如下 :

1
.

设

一
况

一一刀,
、

.

脚 + 丫 1n 十 q 一 `

州
,

q )
,: 1 a x

(
, , 3 )

.

容易验证

( 。 ! )
一 ` q

,”

毛
u

成 (
,二

+ l ) q
” , ,

阳 毛
u , ; 毛

,切 ( , + 1 ) q
” ,一 ` .

我们考虑 。 个非负幂积

g
、

( 之 )
为 ,

… g
:

(
众

)
寿” , ,

O燕 人,
+ … + h

刀:

毛 q
,

h
,

) 0 ,

称它们为 G ,

(的 三 l
, ` ;

(的
,

…
, G

“

(的
.

它们满足齐次线性微分方程组

( 12 )

; 一 叉 此 (幻 y 儿 , ` 蕊 `簇 “ ·

于是得到

, l
, , 一 艺 g九

,

( : ) , *
,

( 1 3 )

其中 夕汽
,

(的 ` 0 :

(的
.

设 T *

(习 是 g九(的 的最小公分母
,

则由文献 L1 01 中引理 7 和文献

Ll l ]中的引理 7 可知
,

` l

扮 )
,

…
, G

“

(君 ) 属于 ` ( K
,

( Z C户
, g , 叮了

,

B “
)

.

根据 S ie g e l 引理 (佰jJ如参看文献 L1 2 ]中的引理 l
,

取 N =
“ : ,

M 一
u , 一 〔

。o , 2

] 一 l
,

这

里 n 是充分大的 自然数
, 〔。
是常数

,

满足 。 < 。 毛 l / 2 )
,

我们可以在 0 、
[
。
] 中构造

“

个 不全

恒等于零的多项式

以幻 一 互 气
名 八 ,

, 簇 i 成 。 ,

具有性质 :

i ) 对于 宁 ) 10 9 ( Z C ) / ( Zd l o g Z )
,

有

l了气P ) 钱 ( ZC )
只d 口一 ” , “ z 宁 ,

(的
,

…
,

尸
,`

(的 )
.

( 1斗)

这里 尸 一 护
1

11 ) 尺 (
二

) ~ 艺 p
,

(
二

) G
`

(胃 ) 满足
o r d 尺 ( : ) ) M

,

这里
o r 、 } R (二 ) 表示 R ( : ) 在

之
一 0
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处的零点阶数
.

2
.

令

R
名 +,

(
。
) 一 T *

(
。
)
了

R “ 飞

(
。
)

,

i 异 O ,

式中 时 ( B “ 了 .

由于

( `”
一 ’ R “ ’ ( ·卜篡

A 为

( ) )一

对任意 。 ,

上式的 成 满足

}左
方

!
。

毛 2
“

( Z C )
, J “ 一 , , , “ , q

( Z e )
2“ ` h + ` , , h ) 对

.

由 ( 1 5 )一 ( 1夕)式容易验证
,

对任意 。 ,

当 1
2
1

,

< ( Z C )
一 q

时
,

有

{R
,

( 二 ) }
。

< 4
“ + `

( B “

( g + l )宁T )
`一 `

( ZC )
zd一

` ” “ ’ “ 十 , q `
·

( ( ZC )叫
。

1
。

)
“ 一 ` + ’ .

进一步
,

由 ( 1 5 ) 式得到

* ,

(。 ) 一 艺 尸, ,

(君 ) 。
,

( 二 )
,

i ) ` ,

其中

尸/

一
,

( ·卜书客惠( : )
尸分一 ( · ) 了

’
( · )

`

夕`
叮 /

(· )
, ` ) 0

·

( 1 5 )

( 16 )

( 1夕)

( 18 )

( 19 )

显然
,

由 ( 7 )式可知 只
,

(的 〔 o d 刻
.

令
。 。

~ 口 (阴 ) q
, , , ~ [。

,

] +
。

(
。 一 l )宫 / 2

,

( 2 0 )

式中 丫 是常数如 ( 8)式所示
, 口 ( 、 ) 是依赖于函数 g :

(的
,

…
, g

。 ,

(幻 的常数
.

根 据文献 〔 13)

中的定理 3 ,

类似于文献 [ l们中引理 5 的证明可以得到
,

当 。
>

。 。

时
,

r 。 n k ( p
, ,

( 。 ) )
。、 * < 。

一 u ,

l 毛 尹蕊 “

并且存在
“
个不同的标号 i : ,

…
, i

“ ,

满足

O提 i ,

< … < i
。

蕊 t 十
“ ,

使得对任意
, ` 友

, 二 T (了 ) 笋 O ,

}丫 }
,

< ( Z C )
一 “ ,

有
r a n k (尸

; *
,
,

(了 ) )
: 、 *

,
,、 U

一 “
·

由 ( 1 3 )式可知
,

夕丸
/

(的 中包含 Q九(的
’

的项数不超过 八 iu
,

所以

产g
,

并且

( 2 1 )

d e g ( T *

(。 ) j口贫
, ,

(。 ) )落

}}了
* ( 。 )

’

口育
、 ,

( “ ) )日钱 , ! (
u
( g + l )宁了 )

`

( 1 + }}
z
}! )

` “

由 ( 1 4 ) 式可知
,

一+一广之十(l
一

田厂C,乙了̀、

、 ,产一、/ J一

一了̀、

n一

钱
、
、了

之

ù

r、一以hP

根据 ( 1 9) 式
,

可计算出

“̀”
函
左

,
,

( · ) ,,攫 ” “ `交·

暮(
”

丁
`

)
· ( Z c ,

Zd田 一 ’
二

’ 。

(` + ,,
·
,,,一

·
: , ’
左( ( g + 1 )守T )

` * ( 1 + 11
:

{l)
`“ g

簇
。 f B “ 。

( g + l )宁T )
’ 交 4

”

( Zc )
Zd坦 一 `” “ ` q

( l + {{
。
{1)

” + ` , “
.

( 2 2 )
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取 。~ l / 2
,

时任意小的常数 。 ,

O < 。 < I
,

我们令

宁 = [ ( 1
0 9 10 9 11 ( 丫 ) )

e ` “ 乙̀ ) ]
,

10 。 (月 (尸 )月 ( o )月 ( 二 ) )

lo g H ( 了 )

( 10 9 10 9 。 ( 了 ) )
巴 2

」
+ ,

·

( 2 3 )

( 2 4 )

显然
,

当 刀 ( 丫 ) )
e x p e x p (口 (胡 )

` /·

) 时
,

由 ( 2 0 )
,

( 2 3 )
,

( 2 4 ) 式可推 出
刀

>
。 。

.

通过简单的计

算可以验证下列各式成立 (根据 ( 9 )
,

( 22 )
,

( 2 3 )
,

( 2斗)式 )
:

n ; 10 9月 ( 二 ) 毛 2 ; 。 ( 。 十 1 )月 ( 1
0 9 20 9月 (

二 ) )
一

(告
一

旱 )
吕 ·

( 2。 )

u Z : 20 9月 (二 ) 毛
: 。 (

, ,;
+ l )

3
月 ( 1

0 9 10 9 刀 ( 二 ) )
一

(卜垫升 )
` ,

( 2 6 )

。 。 3 二
: ( 2 , 、 (m + z )

`
刀 ( 10 9月 ( 二 ) ) 一 ( 1

0 9 10 9月 ( 二 ) )
一

(告
一

弩 )
·

葱 2了、 (阴 + l )
今
月 ( ,。 9 10 9 月 ( : ) )

一

(告
一

旱 )
` ,

( 2夕)

, (一
z ) ) ( 。 ! 2

,· ` 2

) 一月 ( 1
0
9月 ( : ) )一 ( 20 9一。 ; 月 ( 二 ) ) (告

+

纂)
“ .

( 2 5 )

4
.

用多项式 叔
文 ,

g
,

(幻
,

…
,

g
,。

(幻 ) 去乘每个幂积

g
,

(幻
寿:

… g,
。

(君 )
人。 , o 镇 为,

+ … 十 乃
,

毛 q 一
; ,

h
`

) 0
,

我们便得到 阳个线性型

、

、Zj
产

O自,̀、j2.、了、、

必
;

(
x , 。

) 一 艺
c ; ,

( x ) G ,

( 。 )
, ` ( ` ( 翻 ,

其中
c : ,

( x ) 〔 O 、
[
x
]

,

并满足

d e
g (

c 了

( 、 ) ) 钱
犷 ,

H (
c , ,

(
% ) ) 蕊 H ( p )

, l 毛 i 提 。 , 1 ( j提 u
.

假定 8
,
二

,

p 满足定理的条件
,

并设
。 ,

b 分别是 e 和 了 的 Z 上的极小多项式的首项系数
,

则
a
o ` O 二 , b 了 〔 O 二 ,

( 3 1 )

并且线性型

价
l

( o
, 丫

)
,

…
,

必。
(日

, 丫 ) ( 32 )

的系数矩阵的秩为 阳 ,

于是这些线性型线性无关
.

由 ( 2 1) 式可知
,

我们还可找到 ,
个线性型

,

比如 R
; `

(
:
)

,

…
,

R , ,

( 了 )
,

和 ( 32 )式一起是线性无关的
.

我们考虑行列式

c l ,

( x ) …
: 1。

( 二 ) 必
1

(
x , z

)
c : 2

( 二 ) …
。 , “

(
、
)

` 却 l

( 劣 ) …
c ,。 。

( x ) 必留 (
x , 。

)
c 创̀ 2

(二 ) …
: 似 “

(劣 )
D (

x , z ) =
p

, : ,

1

( 之 ) … p
, , , ,`

( 。 ) R , (。 ) p
, : ,

2

( 二 ) … p
; : , “

(。 )

p
, , ,

;

( 。 ) … p
, ,。

( 二 ) R * ,

( 二 ) p , ,
,
,

(。 ) … p
: , , 。

(召 )

显然 D (
x , z ) 〔 O K [ x , 二

]
,

且 D 归
, 了 ) 笋 0

.

我们注意
,

de
g 尸、。

,

s ( “ ) 成
”

+ i * ;
·

记

△ (
x , z

) 一
a 『即乡

” ’ 十 “ : +
’ . `

+ ` , ) “ D ( x , 。
)

.

由 ( 2 )
,

( 2 2 )
,

( 3 1少
,

( 3 4 )式可计算 出

( 3 3 )

( 3 4 )
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/ 、

,
、

少
/、 .尹、
`
/

1乡八产了臼八n7几U,、J,、,j魂̀ù门乃J,
了`
了

f
、2.、
了、了
2.、-nr a x

{{
。 r 。 ,

(日) }}蕊 斗
”

刀 (尸 )刀 ( o )
· ,

m尸
X

J}b
” 十 “ g p 、

,
了

( 了 ) l!镇 4 2” 十 “ “ “
( B

叮u

( : + l ) ; T )
’ `
( ZC )

`口” “ ’ “
H (

丫 )
” + `

友“ ,

因而估计 出

}1△ ( o
,
丫 ) }! 镇

5
.

另一方面
,

行列式 △ ( x ,

月 (尸)
“

月 ( 8 )
· “

月 ( 丫 )二
+ “ + ! ` ) · :

·

( Z B C ( g + l ) 了 )
` d ’“ `”

’ “ + ` “ + ` ) `厂+ “ , “ 护 “ ` ” `

一 , r ` .

:

) 可以展成形式

, ` 。 ” p+ ( 1 1+
·

+ i 。 ) `

△ ( x , z
) 一 艺 艺 。

, , x ` : , ,

i = 0 萝= 0

其中 刀
; , 〔 O K ,

并根据 ( 2 2 )和 ( 3 0 )式
,

刀 ,

满足

: n a x

{}D
; ,

( 月 ( p )
“

H (日)
’

刀 ( , )二
+ `之+ !` ) · 。

·

( Z B C ( g + l ) T ) “
” “ ’ ” q 十 `“ + ” “ 十 ` )“ ” q十 , n “ + r ` .

我们还进一步有

△ ( a 。 ,

月
。

; “ ,

勺+(
1 1十 二

咔甲
g

一 艺 二 D ,

( o + “ 1·

)
`

( 了 + “ 2 ·

) ,

z = 0 2 = 0

一 △ ( O
, 了

) +
r ,

(日
, 丫 , 占, , , 占2 ,

)
,

这里

r r , 凡 王
.

+ ( 了土+
·

+ 止 , )尺

犷 l

(夕
,
丫

,

“ 1一 “ 2·

) 一 艺 艺 氏蕙割思卜
’ · ’ 一 “ 战“茄

·

以
,
肚 ) 车 ( 0

,
0 )

对于 。 I co
,

根据 ( l )

}

,

( 3 8 )
,

(斗O)式
,

我们得到
r l

( 8
, 了

,

占l 。 , 占2。

) 1
,

镇 m
a x

( l占
, ,

}
, ,

1a
Z 。

·

4
: 却 (

n , + ( i
:
+

·

( 1 + }}夕 }})
r ` ( l +

… 十 i
,

) g ) rn
a x

i}D
,

{!
·

2
厂“ ,

+ ” ” + “ 工+ 二
汁 ` , , :

}}
:
日)

” ’ + “ : 十
. `

+ ` 即 , “

蕊 m a x

( l占
1 ,

}
。 ,

I占
: ,

}
。

)月 (尸)
“

月 ( o )
Z r ,子

H ( 二 )
“二十 “ “ + !` ) , 、

·

( Z B C ( g + l ) 了 )
’ d ” ,讨 ’ ” “ 十 “ · + ” ` g 十 ` , 〔̀ + “ ’ “ ” “ + 8` , 十 ` , ” ` .

对于
。

IP
,

由 ( 2) 式中右边不等式容易看出
,

{
r ,

(日
, 丫 , “ 1 。 , “ 2 。

) }
。

蕊 m
o x

( {。
, 。

}
。 ,

10
2 ,

I
,

)月 ( 。 )
, `

z、 ( :
) 二

+ “ 卜U )护:
.

因此
,

根据 ( 1 0 )
,

( 2 , )一 ( 2 7 )式
,

不难验证
,

对于任意 。 ,

存在只依赖十 汀 , , n , ,
·

, 了 ,

B
,

C , g
,

T

的正常数 e ; , c 。 ,

使得当 刀 ( 了 ) 李
e x p e x p (口 ( 。 )

` /已

) 时
,

有

{
; 1

( o
, :

,

。 l , ,

。: ,

) }
。

<
。 x v (一 H + e ;

月 ( 2
0 9 一。 g刀 ( : ) )

一

(告
一

旱 )
“

)
.

(
一

、 z )

和

!{△ ( o
,
: ) 11蕊

。 x p ( e
,
刀 ( 10 9 10 9 月 ( : ) )

一

(合
一

宁 )
“

)
.

( 、 2 )

进一步
,

由 ( 3 )
,

(斗)
,

( 3 7 )
,

(斗2 )式可知
,

对任意 。 ,

有

I△ ( o
, 二 ) 一

,

> 。 x p ( 一、 e 。
月 ( 10 9 10 9 月 (

二 ) )
一

(音
一

旱 )
·

)
,

( 4 3 )

容易验证
,

如果 H ( 丫 ) )
e x p e x p ( ( C ;

+ 2口C S

)
` /` )

,

则由 ( 斗l )和 (斗3 )式推出
,

对任意 。 ,
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L、 。 , :
, 。 , , , 。 : 。

)
`

钱 1 △ ( 。
, : ) {

。 .

( 4 4 )

由 ( 3 9 )式
,

对于 。 1印
,

}△ ( a ,

尽
。

) 1
。

李 {△ ( o
, ,

)
’ 。

一 卜
,

(日
, 二 , 占

, : ,
占: :

) 1
, ,

对于 。
}P

,

{△ (日
, :

) 1
`

镇 m 。 x

( i△ ( a : ,

月
。

) {
:

」

,

{
,
·

1

(夕
,

,
, 。 , , , 。 : 。

) {
。

)
.

因此
,

根据 ( 4劝式可推出
,

对任意
。 ,

{△ ( 乡
, 二

) {
。

蕊 2 {△ (
a 。 ,

尽
,

) {
。 .

6
.

类似地
,

我们有
a ’ c ,

( a
:

) =
a 犷 c , ,

(口) +
r :

( i
, z

,

口
,
占, ,

)
,

其中对任意
。 ,

根据 ( 2 )式有

{
, :

( i
,

z
,

白 , 占
l 。

) 1
。

钱 m a x

( }占
; ,

.

}
, ,

}占
2 :

l
。

) 2
3厂

刀 (尸)刀 (夕)
尸 .

我们还有

b
“ 十 “ “ 尸, *

,

了

(口
,

) 一 b
” + `左” P

! *
,

,

( 了 ) +
r 3

(友
,

j
,
了 , 占2 ,

)
,

根据 ( 2 )
,

( 2 2 )
,

( 3 4 )式可知
,

对任意 。 ,

1
,
·

;

(左
,

z
,
二

,
占: 。

) }
,

簇 , n a x

( {占
, 。

}
。 ,

}占
2 。

{
,

)月 ( 二 )
”
“ * “

·

2” `
” 十 ’ 、 “ ’ “ ( B “ u

( g + l )宁T )
`女
( Z c )

` d ” u , q
.

于是 由 ( 3 5 )
,

( 3 6 )
,

(斗( , )一 ( 4 9 )式得到
,

对任意
。 ,

}
a r c , ,

(
a ,

) {
。

〔 2 ’ r刀 (尸)刀 (日)
” ,

l b
” + `

攻“ p ,
,
,

(尽
,

) }
:

( 月 (丫 )
” 十 “ + “ , “ ( Z B C ( g + 1 ) T )

`口” ’ ` ’ “ 十 6 (“ 十 ` , “ ` :子 , · q + ` ” .

7
.

由 (2
“ :

( 3 )
,

(斗)式容易验证
,

对任意 了 笋 O ` K ,

对任意
。 ,

有不等式

!了 }
,

) 2
一 d月 (丫 )

一 d
.

因此
,

山 ( 8 )
,

( 10 )式可知
,

对任意
“

( 4 5 )

、 J
沪、 J了、 .产

6
1/O凸浦汁

月
,连
月Z且、了、z`、

( 4 9 )

( 5 0 )

( 5 1 )

,
.

,
,

一
, .

汀
, ,

一

1 0 9 一汀
。

1
。

气 10 9 口 }
,

十 1 0 9 J I 十一
一

i 了 ; 夕

簇 10 9 1
二
l
。

+ l占
2。

}
。
2 `月 (丫 ) d 蕊 10 9 !

二
}
。

+ l

簇 止 鱼 一。 ; 月 ( 丫 ) ( 10 9 10 9 月 (
二 ) ) 一

/ 3 r , ,

2

于是 由 ( 2幼式直接可推出
,

对任意
。 ,

。
(

u
一 l ) 1

0 9 }口
。

}
。

< 一 C 。

( 。 ! 2叨 + ,

)
一 `

H ( 1
0 9 10 9 月 (

二 ) )

根据 ( 8 ) 禾11( 1 8 )式得到

(告
一 竺
箭主 ( 5 2 )

}b
” + `“ “ R 、 (月

,

) }
。

< H ( ` )
” + “ + “ , “ 4

“ + `

( B 叮

( 。 + l )宁T )
`十 “

·

( Z e )
` d ” ,` ’ “ + ` ,十 ` , q + `“ ” 一 〔” /,」’ q

}尽
。

!井
” 一 [ ” / , ,一 `一 “ .

于是根据 ( 2劝一 ( 2 7 )
,

( 5 2 )式可知
,

存在正常数 C 6 ,

使得

{。
, ,· `* · *

, 、 (夕
。

) {
。

<
。 X p ( (一 e 。

(阴 ! 2
, ,2

一 ) 一 + e s

)月 ( 10 9 zo g H ( 二 ) )
一

(告
一

号 )
·

)
.

(另 )

8
.

记

` (口
,

) 一 m a x ( l
,

{g
:

(月
。

) 1
, ,

…
,

{g 脚 (夕
,

) {
,

)
.
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我们按 (3 3 )式中右式展开行列式 △ (a。 ,
兮

,

)
,

得

△ ( a
。 ,

月
,

) 一 艺
a r

价
;

( a
。 ,

夕
,

)△
,

( a 。 ,

夕
,

) + 二 公
” , `冷R * (月

。

) “ *了a `
J

,

夕
`

)
,

式中 △ 1 ,

…
,

△
` 。 , 。

; ,

…
, 。 ,

是 △ a(
。 ,

凡 ) 的第一列各元素的代数余子式
.

由 ( 2帅
,

( 4 5 )式

可知
,

对任意 。 ,

今 }△ ( o
,
二 ) }

。

、 阳 。 ( 。 )
·

。 (口
。

)
叮 }尸( 。

。 , 、 ,

(夕
。

)
,

…
, 。

, 2

(尽
。

) ) 1
。
m a 、

}△ ( 。
。

尽
:

) 1
,

乙 公

+ 刀 m a x

走
( 5 4 )禹a

ù
"风R

根据 ( 2 5 )一 ( 2 7 )
,

( , o )
,

( , x )式
,

存在只依赖于 J
,

使得

阴 , 犷 , 了 , 召
,

e
,

g
,

T 和 G印
,

) 的正常数 C 7 ,

m a x

( 留 H (日)
r

G (口
,

)
“

}△
, ( a

, ,

口
,

) }
, , ,

1占
、 ( a ` ,

声
。

) }
,

)

毛 e x p ( e
7月 ( 10 9 xo g 月 ( , ) )

一

(告
一

号 )
`

)
.

( 5 5 )

再 由 臼 3 )
,

( 5 3 )
,

( 5斗)
,

( 5 5 ) 式得到

e X p ( 一 2、 。 5
月 ( 1

0 9 10 9 月 ( , ) )
一

(告
一

号 )
·

成
。 X p ( c 7

月 ( 1
0 9 xo g 月 ( , ) )

一

(责
一

宁 )
·

) {。 (
a , , 。工(口

:

)
,

…
, g二 (口

,

) ) 1
,

+
e x p ( ( 一 e 。

(。 ! 2 一
+ `

) 一 + c 。 + e 7

)月 ( 1
0 9 10 9月 ( , ) )

一

(告
一

争 )
￡

)
.

这时取

c 。
一 , ! 2

’ ” + `

( Zd C ,
+ C 6

+ C 7

)
,

C
’

= rn a x

(口 (柳 )
,

C 4
+ 2刁C : , C 7 ,

( 10 9 ( Z C ) / ( 2` 10 9 2 ) )
r 左 )

,

C :
=

e x p e x p ( C
` 6 / “

)
,

便得到不等式 ( 1 1 )
,

于是定理证完
.
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