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摘要 本文首先证明带加法噪声和非自治外力的二维 Navier-Stokes 方程的随机拉回指数吸引子的存

在性; 然后引进联合连续的非自治随机动力系统的随机一致指数吸引子的定义和存在性判据, 并且证

明带加法噪声和拟周期外力的二维 Navier-Stokes 方程的随机一致指数吸引子的存在性.
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1 引言

吸引子是描述无穷维动力系统渐近行为的重要工具. 在有些情形下, 全局吸引子具有有限分形维

数. 然而, 全局吸引子吸引轨道的速度通常是未知的. 它可能任意慢, 因此全局吸引子在扰动下一般是

不稳定的. 为了克服这一缺陷, Eden等 [1] 引进了自治确定动力系统的指数吸引子,它是一个具有有限

分形维数的紧的正不变集, 并且以指数速度吸引轨道. 利用不同的方法将指数吸引子推广到非自治确

定动力系统, 可以得到拉回指数吸引子 [2–6] 和一致指数吸引子 [6–11].

Shirikyan 和 Zelik [12] 首先引进了自治随机动力系统的随机指数吸引子, 并且给出了自治随机动

力系统存在随机指数吸引子的条件. Caraballo 和 Sonner [13] 改进了 Shirikyan 和 Zelik 给出的随机指

数吸引子存在性条件. Zhou [14] 引进了非自治随机动力系统的随机拉回指数吸引子, 同时建立了随机

拉回指数吸引子的存在性判据. 文献 [14] 中的随机拉回指数吸引子理论已经应用到一些随机演化方

程中, 参见文献 [14–16]. 值得注意的是, 文献 [14] 中的随机拉回指数吸引子存在性判据较文献 [12, 13]

中给出的随机指数吸引子存在性条件容易验证. 由于不存在非自治随机动力系统的随机一致指数吸引

子的概念, 受文献 [10, 14, 17, 18] 中想法的启发, 本文将给出非自治随机动力系统的随机一致指数吸引

子的定义及其存在性判据. 实际上, 我们定义了由环面和相空间生成的扩展空间上的斜积余圈 (即自
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治随机动力系统), 通过证明斜积余圈存在随机拉回指数吸引子得到了非自治随机动力系统存在随机

一致指数吸引子 (参见定理 3.1).

Navier-Stokes (NS) 方程是流体力学研究的最重要的方程之一. 本文将考虑如下具有加法噪声和

非自治外力的二维 NS 方程的随机拉回指数吸引子的存在性:

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = g(x, t) + ψ

dW (t)

dt
,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > τ,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > τ,

u(x, τ) = uτ (x), x ∈ O

(1.1)

和如下具有加法噪声和拟周期外力的二维 NS 方程的随机一致指数吸引子的存在性:

∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = g(x, σ̃(t)) + ψ

dW (t)

dt
,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O,

(1.2)

其中 O⊂R2 是具有光滑边界 ∂O的有界区域,常数 ν>0是流体的运动黏性; u(x, t)=(u1(x, t), u2(x, t))

和 p(x, t) 分别是流体的速度场和压力; W (t) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的 Brown 运动, 其中

Ω = {ω ∈ C(R,R) : ω(0) = 0}, F 是 Ω 上的紧开拓扑产生的 Borel σ- 代数, P 表示 F 上的 Wiener

测度; σ̃(t) = (xt + σ)mod(Tk), 其中 σ ∈ Tk (k- 维环面), x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk 是固定向量, 满足

x1, . . . , xk 是有理线性无关的, 即如果存在整数 l1, . . . , lk 使得
∑k
j=1 ljxj = 0, 则 lj = 0, j = 1, . . . , k;

g(x, t) 和 g(x, σ̃(t)) 是给定的满足某些假设的函数.

Wang [19] 引进了两个参数空间 Ω1 和 Ω2 上的非自治随机动力系统 (或称余圈), 参数空间 Ω1 和

Ω2 分别来源于描述非自治随机微分方程的非自治确定项和随机项对解的演化的影响, 其中初始时刻

的集合 R = (−∞,+∞)和符号空间 (参见文献 [18])都可以取作参数空间 Ω1. 在本文中, 方程 (1.1)的

解生成的非自治随机动力系统的参数空间 Ω1 是 R = (−∞,+∞), 方程 (1.2) 的解生成的非自治随机

动力系统的参数空间 Ω1 是符号空间 Tk. 为了读者方便, 后文中将简要回顾这两种不同形式的非自治

随机动力系统及相关概念.

关于确定 NS 方程 [1, 18,20–24] 或随机 NS 方程 [25–32] 的各种吸引子的研究已有很多, 但至今尚无

二维随机 NS 方程的随机拉回和一致指数吸引子的存在性结果. 本文余下内容的组织结构如下: 第 2

节证明方程 (1.1) 的随机拉回指数吸引子的存在性, 第 3 节证明方程 (1.2) 的随机一致指数吸引子的

存在性.

2 随机拉回指数吸引子的存在性

2.1 预备工作

本小节介绍一些符号和概念, 并给出连续非自治随机动力系统的随机拉回指数吸引子的存在性

判据.
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假设 (X, ∥ · ∥X) 是可分 Banach 空间, B(X) 表示其 Borel σ- 代数. 令

dh(F1, F2) = sup
u∈F1

inf
v∈F2

∥u− v∥X

是 X 的子集 F1 到 F2 的 Hausdorff 半距离, (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 是遍历度量动力系统 [30]. 称随机变量

γω 关于 {ϑt}t∈R 是缓增的, 若对任意 ϵ > 0, a.e. ω ∈ Ω, 有 lim supt→∞ e−ϵ|t||γϑtω| = 0 (参见文献 [33]).

称 X 中的随机集簇 {B(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 关于 {ϑt}t∈R 是缓增的, 如果对任意 ϵ > 0, τ ∈ R 和 a.e. ω ∈ Ω,

有 limt→−∞ eϵt∥B(τ + t, ϑtω)∥X = 0, 其中 ∥B(τ, ω)∥X = supx∈B(τ,ω) ∥x∥X .

本小节用 D(X) 表示 X 中的某些随机集簇 {D(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 组成的集合.

定义 2.1 称映射 Ψ : R+ × R× Ω×X → X 为 R 和 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 驱动的空间 X 上的连续

非自治随机动力系统, 如果

(i) Ψ(·, τ, ·, ·): R+ × Ω×X → X 是 (B(R+)×F × B(X),B(X))- 可测的;

(ii) Ψ(0, τ, ω, ·) 是 X 上的恒等映射;

(iii) Ψ(t+ s, τ, ω, ·) = Ψ(t, τ + s, ϑsω,Ψ(s, τ, ω, ·)), t, s > 0, τ ∈ R;
(iv) Ψ(t, τ, ω, ·): X → X 是连续的.

定义 2.2 称 X 的子集簇 {E(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 为 R 和 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 驱动的连续非自治随机动

力系统 {Ψ(t, τ, ω)}t>0,τ∈R,ω∈Ω 的 D(X)- 随机拉回指数吸引子, 如果存在全测集 Ω̃ ∈ F 使得对任意
τ ∈ R 和 ω ∈ Ω̃, 下面的性质成立:

(i) E(τ, ω) 是 X 中的紧集, 且关于 ω 可测;

(ii) 存在随机变量 ςω <∞ 使得 supτ∈R dimf E(τ, ω) 6 ςω, 其中

dimf E(τ, ω) = lim sup
ε→0+

lnNε(E(τ, ω))
− ln ε

是 E(τ, ω) 的分形维数, Nε(E(τ, ω)) 是在 X 中覆盖 E(τ, ω) 所需半径为 ε 的球的最小个数;

(iii) Ψ(t, τ − t, ϑ−tω)E(τ − t, ϑ−tω) ⊆ E(τ, ω), t > 0;

(iv) 存在常数 ã > 0 使得对任意 B ∈ D(X), 存在随机变量 tB(τ, ω) > 0 和 Q(τ, ω, ∥B∥X) > 0 满

足 dh(Ψ(t, τ − t, ϑ−tω)B(τ − t, ϑ−tω), E(τ, ω)) 6 Q(τ, ω, ∥B∥X)e−ãt, t > tB(τ, ω).

注 2.1 在定义 2.2中, X 中的某些随机集簇 {D(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 组成的集合 D(X)称为随机拉回

指数吸引子 {E(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 的吸引域.

在下文中, 为方便起见, 将 “a.e. ω ∈ Ω” 记为 “ω ∈ Ω”.

接下来给出可分 Banach 空间上连续非自治随机动力系统存在随机拉回指数吸引子的判据 (参见

文献 [15]).

定理 2.1 令 {Ψ(t, τ, ω)}t>0,τ∈R,ω∈Ω 是 R 和遍历度量动力系统 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 驱动的可分

Banach 空间 X 上的连续非自治随机动力系统. 假设

(H1) 存在 X 的缓增随机闭集簇 {χ̌(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 使得对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω,

(h11) χ̌(τ, ω) 的直径有界, 即 supτ∈R supu,v∈χ̌(τ,ω) ∥u− v∥X 6 Rω < ∞, 其中 Rω (独立于 τ) 是缓

增随机变量且 Rϑtω 关于 t ∈ R 连续;

(h12) χ̌(τ, ω) 关于 {ϑt}t∈R 是正不变的, 即 Ψ(t, τ − t, ϑ−tω)χ̌(τ − t, ϑ−tω) ⊆ χ̌(τ, ω), t > 0;

(H2)存在正常数 λ̂、̂δ和 t̂0,随机变量 Ĉ0(ω), Ĉ1(ω) > 0和N -维投影 PN : X → PNX (dim(PNX) =

N ∈ N) 使得对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω 和 u, v ∈ χ̌(τ, ω), 有

∥Ψ(t, τ, ω)u−Ψ(t, τ, ω)v∥X 6 e
∫ t̂0
0 Ĉ0(ϑsω)ds∥u− v∥X , ∀ t ∈ [0, t̂0], (2.1)
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∥(I − PN )(Ψ(t0, τ, ω)u−Ψ(t0, τ, ω)v)∥X 6
(
e−λ̂t̂0+

∫ t̂0
0 Ĉ1(ϑsω)ds +

δ̂

2
e
∫ t̂0
0 Ĉ0(ϑsω)ds

)
∥u− v∥X , (2.2)

其中 λ̂、̂δ、̂t0、N 与 τ 和 ω 无关;

(H3) Ĉ0(ω)、Ĉ1(ω)、̂λ、̂t0 和 δ̂ 满足
0 6 E[Ĉ1(ω)] 6

λ̂

16
, t̂0 =

8 ln 2

λ̂
> 0, 0 6 E[Ĉ2

0 (ω)],E[Ĉ0(ω)] <∞,

0 < δ̂ 6 min

{
1

16
, e

− 2

ln 3
2

(2t̂20E[Ĉ2
0 (ω)]+λ̂t̂

2
0E[Ĉ0(ω)])

}
,

其中 E 表示期望.

则连续非自治随机动力系统 {Ψ(t, τ, ω)}t>0,τ∈R,ω∈Ω 存在具有吸引域 {χ̌(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 的随机拉回指

数吸引子 {E(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω, 并且具有如下性质: 对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω,

(i) E(τ, ω) (⊆ χ̌(τ, ω)) 关于 ω 可测, 且在 X 中是紧的;

(ii) Ψ(t, τ − t, ϑ−tω)E(τ − t, ϑ−tω) ⊆ E(τ, ω), t > 0;

(iii) dimf E(τ, ω) 6
2N ln( 2

√
N

δ̂
+1)

ln 4
3

<∞;

(iv) 存在随机变量 T̃ω > 0 和缓增随机变量 b̆ω > 0 使得

dh(Ψ(t, τ, ω)χ̌(τ, ω), E(t+ τ, ϑtω)) 6 b̆ωe
−

ln 4
3

4t̂0
t
, t > T̃ω.

注 2.2 在应用中,通常将吸引域 D(X)取为 X 中的具有某些性质的随机集簇 {D(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω

的集合, 例如, 取 D(X) 为 X 的所有缓增随机集簇 {D(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 的集合. 容易证明, 如果对任

意 {D(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω ∈ D(X), 存在 T (τ, ω,D) > 0 使得 Ψ(t, τ − t, θ−tω)D(τ − t, ϑ−tω) ⊆ χ̌(τ, ω), t >
T (τ, ω,D), 则连续非自治随机动力系统 {Ψ(t, τ, ω)}t>0,τ∈R,ω∈Ω 存在 D(X)- 随机拉回指数吸引子

{E(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω, 且有定理 2.1 中的性质 (i)–(iii) 和下面的吸引性 (iv′):

(iv′) 对任意 D ∈ D(X), 存在随机变量 T̃τ,ω,D > 0 和缓增随机变量 b̆τ,ω,D > 0 使得

dh(Ψ(t, τ, ω)D(τ, ω), E(t+ τ, ϑtω)) 6 b̆τ,ω,De
−

ln 4
3

4t̂0
t
, t > T̃τ,ω,D.

最后, 给出下面两个 Hilbert 空间:

H = {u ∈ L2(O)2, ∇ · u = 0, u · n |∂O = 0}, (2.3)

V = {u ∈ H1
0 (O)2, ∇ · u = 0}, (2.4)

其中 n 为 ∂O 上的单位外法向量. 空间 H 的内积和范数分别为 (u, v) =
∑2
j=1

∫
O uj(x)vj(x)dx 和

|u| = {(u, u)}1/2. 空间 V 的内积和范数分别为 ((u, v)) =
∑2
i,j=1

∫
O
∂ui

∂xj

∂vi
∂xj

dx 和 ∥u∥ = {((u, u))}1/2.
嵌入 V ↪→ H ≡ H ′ ↪→ V ′ 是稠密和连续的. ⟨·, ·⟩ 表示 V 与 V ′ 的对偶积.

2.2 问题的提出

考虑如下二维随机非自治 NS 方程:
∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = g(x, t) + ψ

dW (t)

dt
,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > τ,
(2.5)
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赋予初边值条件 u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > τ,

u(x, τ) = uτ (x), x ∈ O.
(2.6)

函数 g(x, t) 满足如下假设:

(A) g ∈ C(O × R,R2), g(x, ·) ∈ Cb(R,H) 且 |g|2 = supt∈R |g(·, t)|2 <∞.

令 D(A) = H2(O)2 ∩ V , 定义 Stokes 算子 A : D(A) ⊂ H → H 为 Au = −P∆u, 其中 P 是从

L2(Ω)2 到 H 的 Helmholtz-Leray投影.它存在线性延拓 A : V → V ′, ⟨Au, v⟩ = ((u, v)), u, v ∈ V . 此外,

定义双线性算子 B(u, v) : V ×V → V ′, ⟨B(u, v), w⟩ = ((u ·∇)v, w) =
∑2
i,j=1

∫
O ui

∂vj
∂xi

wjdx, ∀u, v, w ∈ V.

从文献 [34, 命题 9.1] 可知 ⟨B(u, v), v⟩ = 0, ⟨B(u, v), w⟩ = −⟨B(u,w), v⟩, u ∈ H, v, w ∈ V .

假设

ψ ∈W 1,∞(O)2 ∩D(A).

根据上面的算子和记号, 可在分布意义下将 (2.5) 写为如下抽象形式:

du

dt
+ νAu+B(u, u) = g(t) + ψ

dW

dt
. (2.7)

取 Brown 运动的实现为 W (t) = W (t, ω) = ω(t), ω ∈ Ω, t ∈ R. 定义 ϑtω(·) = ω(t + ·) − ω(t),

∀ω ∈ Ω, t ∈ R, 则 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 是遍历度量动力系统. 令 z(ϑtω) = −α
∫ 0

−∞ eαs(ϑtω)(s)ds (t ∈ R)
是一维方程 dz(ϑtω) + αz(ϑtω)dt = dW (t) 的平稳解, 由文献 [33,35,36] 可知, 对任意 ω ∈ Ω, z(ϑtω) 关

于 t ∈ R 连续, 且

E(eϵ
∫ s+t
s

|z(ϑrω)|dr) 6 e
ϵt√
α , ∀ s ∈ R, ∀α3 > ϵ2 > 0, ∀ t > 0, (2.8)

E(|z(ϑsω)|r) =
Γ(1+r2 )
√
παr

, ∀ r > 0, ∀ s ∈ R, (2.9)

lim
t→±∞

|z(ϑtω)|
|t|

= lim
t→±∞

1

t

∫ t

0

z(ϑsω)ds = 0, (2.10)

lim
t→∞

e−ϵt|z(ϑ−tω)| = 0, ∀ ϵ > 0, (2.11)

其中 Γ 是 Gamma 函数.

令 v(t) = u(t)− z(ϑtω)ψ, 根据 (2.7), v(t) 满足

dv

dt
+ νAv +B(v + z(ϑtω)ψ, v + z(ϑtω)ψ) = g(t) + αz(ϑtω)ψ − νz(ϑtω)Aψ, (2.12)

∇ · v = 0, x ∈ O, t > τ. (2.13)

赋予初边值条件

v(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > τ, (2.14)

v(x, τ) = vτ (x) = uτ − z(ϑτω)ψ, x ∈ O. (2.15)

从文献 [32, 34] 可知, 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω 和 vτ ∈ H, 问题 (2.12)–(2.15) 存在唯一解 v(t, τ, ω, vτ ) ∈
C([τ,+∞], H) ∩ L2

loc([τ,+∞], V ) (∂tv ∈ L2
loc([τ,+∞], V ′)), 且 v(t, τ, ω, vτ ) 在 H 中关于 vτ 连续. 此外,
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解 v(t, τ, ω, vτ ) 是 (F ,B(H))- 可测的. 因此可以定义 R 和 (Ω,F ,P, (ϑt)t∈R) 驱动的 H 上的连续非自

治随机动力系统 φ : R+ × R× Ω×H → H:

(t, τ, ω, vτ ) → φ(t, τ, ω, vτ ) = φ(t, τ, ω)vτ = v(t+ τ, τ, ϑ−τω, vτ (ϑ−τω)),

其中 φ(0, τ, ω)vτ = vτ (ϑ−τω).

在本节余下的部分, 令 D = D(H) 是 H 中所有缓增随机集簇组成的集合, 即

D = {D : D(τ, ω) ( ̸= ∅,∀ τ ∈ R, ω ∈ Ω) 属于 H 且 e−αt|D(τ − t, ϑ−tω)|2H
t→+∞−−−−→ 0, ∀α > 0, ω ∈ Ω}.

接下来证明问题 (2.12)–(2.15) 产生的连续非自治随机动力系统 φ 存在 D- 随机拉回指数吸引子.

2.3 解的一致估计

对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω和 t > 0,令 v(r) = v(r, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω)) (r > τ − t)是 (2.12)和 (2.15)

具有初值 vτ−t(ϑ−τω) ∈ H 的解.

引理 2.1 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω 和 D ∈ D, 存在 T0 = T0(τ, ω,D) > 0 和缓增随机变量 R0(ω) > 0

(独立于 τ) 使得 (2.12) 和 (2.15) 的具有初值 vτ−t(ϑ−τω) ∈ D(τ − t, ϑ−tω) 的解满足

|v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))| 6 R0(ω), t > T0. (2.16)

证明 在 H 中取内积 ((2.12), v(r)), 可得

1

2

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 |⟨B(v + z(ϑr−τω)ψ, v + z(ϑr−τω)ψ), v⟩|+ |g(r)||v|

+ α|z(ϑr−τω)||ψ||v|+ ν|z(ϑr−τω)|∥ψ∥∥v∥. (2.17)

注意到 ⟨B(ξ, η), η⟩ = 0 和 ψ ∈W 1,∞(O)2, 有

|⟨B(v + z(ϑr−τω)ψ, v + z(ϑr−τω)ψ), v⟩|

= |⟨B(v + z(ϑr−τω)ψ, z(ϑr−τω)ψ), v⟩|

6 ∥∇ψ∥L∞(O)2 |z(ϑr−τω)| |v|2 + ∥∇ψ∥L∞(O)2 |z(ϑr−τω)|2|ψ||v|. (2.18)

令

c0 = ∥∇ψ∥L∞(O)2 + |ψ|∥∇ψ∥L∞(O)2 + ∥ψ∥+ |ψ|. (2.19)

在本节余下部分, 用 ci (i ∈ N+) 表示正常数. 由 (2.17) 和 (2.18) 可得

1

2

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 c0|z(ϑr−τω)||v|2 + c0|z(ϑr−τω)|2|v|+ |g(r)||v|

+ αc0|z(ϑr−τω)||v|+ νc0|z(ϑr−τω)|∥v∥.

根据 Young 不等式和 Poincaré 不等式 ∥v∥2 > λ1|v|2 (对于某个 λ1 > 0), 有

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 2c0|z(ϑr−τω)||v|2 + c1|z(ϑr−τω)|4 + c1|g(r)|2 + c1, (2.20)

d

dt
|v|2 + ν

2
∥v∥2 6

(
− νλ1

2
+ 2c0|z(ϑr−τω)|

)
|v|2 + c1(|z(ϑr−τω)|4 + |g(r)|2 + 1), (2.21)
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其中 c1 依赖 ν、λ1 和 ψ. 对 (2.21) 在 [τ − t, r] 上应用 Gronwall 不等式, 得

|v(r, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2 +
ν

2

∫ r

τ−t
e
∫ r
l
(2c0|z(ϑs−τω)|− νλ1

2 )ds∥v(l)∥2dl

6 e
∫ r−τ
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds|vτ−t(ϑ−τω)|2 + c2

∫ r−τ

−t
e
∫ r−τ
l

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl, (2.22)

其中 c2 依赖 ν、λ1、ψ 和 g. 取 r = τ, 可得

|v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2 6 e
∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds|vτ−t(ϑ−τω)|2

+ c2

∫ 0

−t
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl.

由 (2.9) 和 limt→±∞
1
t

∫ 0

−t |z(ϑsω)|ds = E[|z(ω)|] 知, 存在 T̃0(ω) > 0 使得
∫ 0

−t |z(ϑsω)|ds 6 2t√
πα

. 假设
2√
πα

6 νλ1

8c0
, 则

2c0

∫ 0

−t
|z(ϑsω)|ds 6

νλ1
4
t, t > T̃0(ω). (2.23)

取 T0 = T0(τ, ω,D) = min{t > T̃0(ω) | e
∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds supv∈D(τ−t,ϑ−tω) |v|

2 6 1}, 则

|v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2 6 1 + c2

∫ 0

−∞
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl

= 1 + c2K0(ω)
.
= R2

0(ω), t > T0,

其中 K0(ω) =
∫ 0

−∞ e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl. 容易验证 K0(ω) 是缓增的. 证毕.

引理 2.2 对任意 ω ∈ Ω, 令 D0(ω) = {v ∈ H : |v| 6 R0(ω)} ⊂ H, 则对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω,

存在 T1 = T1(ω,D0) > 1 和缓增随机变量 R1(ω) > 0, 使得 (2.12) 和 (2.15) 的具有初值 vτ−t(ϑ−τω)

∈ D(τ − t, ϑ−tω) 的解满足∫ τ

τ−1

∥v(s, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2ds 6 R1(ω), t > T1. (2.24)

证明 由 vτ−t(ϑ−τω) ∈ D(τ − t, ϑ−tω) 和 (2.22) 知, 对 t > 1, 有

|v(τ − 1, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2 6 e
∫ −1
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )dsR2

0(ϑ−tω)

+ c2

∫ −1

−t
e
∫ −1
l

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl. (2.25)

在 (2.22) 中取 t = 1 和 r = τ , 再由 (2.25), 可得

|v(τ)|2 + ν

2

∫ τ

τ−1

e
∫ τ
l
(2c0|z(ϑs−τω)|− νλ1

2 )ds∥v(l)∥2dl

6 e
∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )dsR2

0(ϑ−tω) + c2

∫ 0

−∞
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl. (2.26)

由于 ∫ τ

τ−1

e
∫ τ
l
(2c0|z(ϑs−τω)|− νλ1

2 )ds∥v(l)∥2dl > e−
∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds− νλ1
2

∫ τ

τ−1

∥v(l)∥2dl,
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从 (2.26) 可以推出∫ τ

τ−1

∥v(l, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2dl 6
2

ν
e
∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 +

∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )dsR2

0(ϑ−tω)

+
2c2
ν

e
∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 K0(ω).

取 T1 = T1(D0, ω) = min{t > T̃0(ω) + 1 | 2
ν e

∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 +

∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )dsR2

0(ϑ−tω) 6 1}, 故∫ τ

τ−1

∥v(l, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2dl 6 1 +
2c2
ν

e
∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 K0(ω)

.
= R1(ω), t > T1.

证毕.

下面对解在 V 中进行估计, 采用文献 [26, 29] 中的方法.

引理 2.3 对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω, 存在 T1 = T1(ω,D0) > 0 (由引理 2.2 给出) 和缓增随机变量

R2(ω) > 0, 使得 (2.12) 和 (2.15) 的具有初值 vτ−t(ϑ−τω) ∈ D0(ϑ−tω) 的解满足

∥v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥ 6 R2(ω), t > T1.

证明 旋度场 ξ = rotu = ∂x2
u1 − ∂x1

u2 满足方程

∂ξ

∂t
− ν∆ξ + (u · ∇)ξ = rotg + rotψ

dW

dt

(由 divu = 0知 rot((u · ∇)u) = (u · ∇)ξ), 赋予初边值条件 (2.6). 可以证明半范数 |rotϕ|L2(O) 等价于经

典范数 ∥ϕ∥H1(O).

令 ṽ = ξ − z(ϑtω)rotψ, 则 ṽ 满足方程

dṽ

dt
− ν∆ṽ + (u · ∇)ṽ = rotg + αz(ϑtω)rotψ − z(ϑtω)(u · ∇)rotψ + νz(ϑtω)∆rotψ.

根据边界条件知,

d

dt
|ṽ|2L2(O) + 2ν∥ṽ∥2H1(O)

= 2⟨rotg + αz(ϑtω)rotψ − z(ϑtω)(u · ∇)rotψ + νz(ϑtω)∆rotψ, ṽ⟩ν∥ṽ∥2H1(O)

+ c3(|rotg|2H−1(O) + |z(ϑtω)|2|rotψ|2H−1(O) + |z(ϑtω)|2|(v · ∇)rotψ|2H−1(O)

+ |z(ϑtω)|4|(ψ · ∇)rotψ|2H−1(O) + |z(ϑtω)|2|∆rotψ|2H−1(O)).

因此,

|ṽ(t, τ, ω, vτ (ω))|2L2(O) 6 |ṽ(s, τ, ω, vτ (ω))|2L2(O) + c3

∫ t

s

(|rotg|2H−1(O) + |z(ϑlω)|2|rotψ|2H−1(O)

+ |z(ϑlω)|2|(v(l, τ, ω, vτ (ω)) · ∇)rotψ|2H−1(O) + |z(ϑlω)|4|(ψ · ∇)rotψ|2H−1(O)

+ |z(ϑlω)|2|∆rotψ|2H−1(O))dl. (2.27)

对 (2.27) 关于 s 在 [t− 1, t] 上积分, 并应用一些基本不等式可得

|ṽ(t, τ, ω, vτ (ω))|2L2(O) 6
∫ t

t−1

|ṽ(s, τ, ω, vτ (ω))|2L2(O)ds+ c4

∫ t

t−1

(|g(l)|2 + |z(ϑlω)|2|ψ|2
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+ |z(ϑlω)|2|v(l, τ, ω, vτ (ω))|2∥ψ∥2W 1,∞ + |z(ϑlω)|4|ψ|2∥ψ∥2W 1,∞

+ |z(ϑlω)|2∥rotψ∥2H1(O))dl.

在上式中用 τ 替换 t、τ − t 替换 τ、ϑ−τω 替换 ω, 可得

|ṽ(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2L2(O)

6
∫ τ

τ−1

|ṽ(s, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2L2(O)ds+ c4

∫ τ

τ−1

(|g(l)|2 + |z(ϑl−τω)|2|ψ|2

+ |z(ϑl−τω)|2|v(l, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2∥ψ∥2W 1,∞ + |z(ϑl−τω)|4|ψ|2∥ψ∥2W 1,∞

+ |z(ϑl−τω)|2∥rotψ∥2H1(O))dl.

由于 |rotϕ|L2(O) 等价于范数 ∥ϕ∥H1(O), 因此存在常数 c5 > 0 和 c6 > 0 使得

c5∥v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2

6 c6

∫ τ

τ−1

∥v(s, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2ds+ c4

∫ τ

τ−1

(|g(l)|2 + |z(ϑl−τω)|2|ψ|2

+ |z(ϑl−τω)|2|v(l, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))|2∥ψ∥2W 1,∞ + |z(ϑl−τω)|4|ψ|2∥ψ∥2W 1,∞

+ |z(ϑl−τω)|2∥rotψ∥2H1(O))dl.

由上式、(2.24) 和 Poincaré 不等式可以推出

∥v(τ, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2

6 c6
c5

∫ τ

τ−1

∥v(s, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2ds

+ c7

∫ τ

τ−1

(1 + |z(ϑl−τω)|2 + |z(ϑl−τω)|4 + |z(ϑl−τω)|2∥v(l, τ − t, ϑ−τω, vτ−t(ϑ−τω))∥2)dl

6 c8

(
1 + max

−16s60
|z(ϑsω)|2

)
R1(ω) + c8

∫ 0

−1

(1 + |z(ϑsω)|4)ds
.
= R2

2(ω), t > T (ω,D0),

其中 c8 依赖 ν、λ1、ψ 和 g. 容易验证 R2(ω) 是缓增的, 证毕.

引理 2.4 对任意 ω ∈ Ω, 令 D1(ω) = {v ∈ V : ∥v∥ 6 R2(ω)}, 则对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω, 有

φ(t, τ − t, ϑ−τω)D0(ϑ−tω) ⊆ D0(ω) ⊂ H, t > T0(ω,D0), (2.28)

φ(t, τ − t, ϑ−τω)D0(ϑ−tω) ⊆ D1(ω) ⊂ H, t > T0(ω,D0) + T1(ω,D0). (2.29)

证明 由引理 2.1 和 2.3 可直接得到, 证毕.

2.4 随机拉回指数吸引子

对任意 ω ∈ Ω, 令 T ∗(ω) = T0(ω,D0) + T1(ω,D0). 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω 和 s > 0, 记

χ(τ − s, ϑ−sω) =
∪

t>max{T∗(ϑ−sω),T∗(ω)}

φ(t, τ − s− t, ϑ−t−sω)D0(ϑ−t−sω)

⊆ D0(ϑ−sω) ∩D1(ϑ−sω). (2.30)
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我们可以断言随机有界集簇 {χ(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 具有如下性质:

(a1) 对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω, χ(τ, ω) 在 H 中的直径以 2R0(ω) 为上界, 其中 R0(ϑtω) 关于 t ∈ R
连续.

(a2) χ(τ, ω) 在 H 中是正不变的. 实际上, 对任意 s > 0, 有

φ(s, τ − s, ϑ−sω)χ(τ − s, ϑ−sω)

=
∪

t>max{T∗(ϑ−sω),T∗(ω)}

φ(s, τ − s, ϑ−sω)φ(t, τ − s− t, ϑ−t−sω)D0(ϑ−t−sω)

=
∪

t>max{T∗(ϑ−sω),T∗(ω)}

φ(s+ t, τ − s− t, ϑ−t−sω)D0(ϑ−t−sω)

=
∪

r>max{T∗(ϑ−sω),T∗(ω)}+s

φ(r, τ − r, ϑ−rω)D0(ϑ−rω)

⊆
∪

r>T∗(ω)

φ(r, τ − r, ϑ−rω)D0(ϑ−rω)

= χ(τ, ω). (2.31)

(a3) χ(τ, ω) 是 D(H)- 拉回吸收的, 即对任意 D ∈ D(H), 存在 T̃ = T0(τ, ω,D) + T0(ω,D0)

+T1(ω,D0) 使得 φ(t, τ − t, ϑ−tω)D(τ − t, ϑ−tω) ⊆ χ(τ, ω), t > T̃ .

为证明 φ 存在随机拉回指数吸引子, 需要验证 {χ(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 满足定理 2.1 中的 (H2) 和 (H3).

对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω, t > 0 和 vjτ−t(ϑ−τω) ∈ χ(τ − t, ϑ−tω), 令

vj(r) = vj(r, τ − t, ϑ−τω, v
j
τ−t(ϑ−τω)), y(r) = v1(r)− v2(r), r > τ − t, j = 1, 2.

由 (2.31) 和 (2.30) 知,

vj(r) ∈ χ(r, ϑr−τω) ⊆ D0(ϑr−τω), |vj(r)| 6 R0(ϑr−τω), j = 1, 2. (2.32)

在 (2.30) 中取 s = τ − r, 则对任意 vj(r) ∈ χ(r, ϑr−τω), j = 1, 2, 存在 t̂ > max{T ∗(ϑr−τω), T
∗(ω)},

v̂ ∈ D0(ϑ−t̂ϑr−τω), 使得

vj(r) = φ(t̂, r − t̂, ϑ−t̂ϑr−τω)v̂ ∈ φ(t̂, r − t̂, ϑ−t̂ϑr−τω)D0(ϑ−t̂ϑr−τω), j = 1, 2,

再由 (2.30) 知,

vj(r) ∈ D1(ϑr−τω), ∥vj(r)∥ 6 R2(ϑr−τω), j = 1, 2. (2.33)

显然, 下面的方程成立:
dy

dt
+ νAy +B(v1+ z(ϑr−τω)ψ, v

1+ z(ϑr−τω)ψ)−B(v2+ z(ϑr−τω)ψ, v
2+z(ϑr−τω)ψ) = 0,

y(τ − t, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω)) = v1τ−t(ϑ−τω)− v2τ−t(ϑ−τω), r > τ − t, τ ∈ R.
(2.34)

下面的引理说明了 φ 在 χ(τ, ω) 上的 Lipschitz 连续性.

引理 2.5 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω, t > 0 和 vjτ−t(ϑ−τω) ∈ χ(τ − t, ϑ−tω), j = 1, 2, 有

|y(r, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω))|2 6 e
∫ r−τ
−t

c9(R
2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2)ds|yτ−t(ϑ−τω)|2. (2.35)

特别地,

|y(τ, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω))|2 6 e
∫ 0
−t
c9(R

2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2)ds|yτ−t(ϑ−τω)|2. (2.36)
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证明 在 H 中取内积 ((2.34), y(r)), 可得

1

2

d

dt
|y|2 + ν∥y∥2 + ⟨B(v1 + z(ϑr−τω)ψ, v

1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩

− ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, v
2 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩

= 0. (2.37)

注意到

⟨B(v1 + z(ϑr−τω)ψ, v
1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩ − ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, v

2 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩

= ⟨B(v1 + z(ϑr−τω)ψ − (v2 + z(ϑr−τω)ψ), v
1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩+ ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, v

1

+ z(ϑr−τω)ψ), y⟩ − ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, v
2 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩

= ⟨B(y, v1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩ − ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, y), y⟩

= ⟨B(y, v1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩,

由于

|⟨B(η, ξ), ϱ⟩| 6 c̃|η|1/2∥η∥1/2∥ξ∥|ϱ|1/2∥ϱ∥1/2, (η, ξ, ϱ) ∈ V × V × V, (2.38)

参见文献 [34, 命题 9.2], 因此有

|⟨B(v1 + z(ϑr−τω)ψ, v
1 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩ − ⟨B(v2 + z(ϑr−τω)ψ, v

2 + z(ϑr−τω)ψ), y⟩|

6 c̃|y|1/2∥y∥1/2∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥|y|1/2∥y∥1/2

6 c̃|y|∥y∥∥v1∥+ c̃|y|∥y∥∥z(ϑr−τω)ψ∥

6 c̃2

2ν
R2

2(ϑr−τω)|y|2 +
ν

2
∥y∥2 + c̃2∥ψ∥2

2ν
|z(ϑr−τω)|2|y|2 +

ν

2
∥y∥2

6 ν∥y∥2 + c9
2
(R2

2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|2)|y|2. (2.39)

因此, 由 (2.37) 和 (2.39) 可推出

d

dt
|y(r)|2 6 c9(R

2
2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|2)|y(r)|2. (2.40)

对 (2.40) 应用 Gronwall 不等式可得 (2.35) 和 (2.36). 证毕.

为证明 {χ(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω 满足 (2.2), 需根据 Stokes 算子 A 的性质将 (2.34) 的解分成两部分.

算子 A 的特征值序列 {λm}∞m=1 (0 < λ1 6 λ2 6 · · · → +∞) 和特征函数族 {em}∞m=1 (⊂ D(A)) 满

足 Aem = λmem, m = 1, 2, . . . , 而且 {em}∞m=1 构成 H 的标准正交基和 V 的正交基.

对给定的 m ∈ N, 令

Hm = span{e1, e2, . . . , em}, H⊥
m = span{em+1, em+2, . . .},

Pm : H → Hm, Qm : IH − Pm : H → H⊥
m, (2.41)

其中 Pm 是 m- 维正交投影. 下面的不等式是有用的 (参见文献 [37]):

|v − Pmv|2 6 1

λm
∥v − Pmv∥2, ∀ v ∈ V, m ∈ N, (2.42)
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∥Pmv∥2 6 λm|v|2, ∀ v ∈ H, m ∈ N. (2.43)

令 y(r) = y(r, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω)) 是 (2.34) 的解. 记

y1,m(r) = Pmy(r), y2,m(r) = Qmy(r),

则

y(r) = y1,m(r) + y2,m(r).

接下来估计 y2,m(r).

引理 2.6 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω, t > 0 和 m ∈ N, 存在随机变量 C0(ω) > 0, 使得对任意

vjτ−t(ϑ−τω) ∈ χ(τ − t, ϑ−tω), j = 1, 2, 有

|y2,m(τ, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω))|

= |Qmφ(t, τ − t, ϑ−tω, v
1
τ−t(ϑ−τω))−Qmφ(t, τ − t, ϑ−tω, v

2
τ−t(ϑ−τω))|

6 (e−
νλ1
2 t +H(λm)e

∫ 0
−t
C0(ϑsω)ds)|v1τ−t(ϑ−τω)− v2τ−t(ϑ−τω)|, (2.44)

其中 H(λm) = ( c10(1+
√
λm)

( 3
2νλm)

2
3

)1/2.

证明 在 H 中取内积 ((2.34), y2,m(r)), 可得

1

2

d

dt
|y2,m(r)|2 + ν∥y2,m(r)∥2 + ⟨B(v1(r) + z(ϑr−τω)ψ, v

1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

− ⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, v
2(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

= 0. (2.45)

注意到

⟨B(v1(r) + z(ϑr−τω)ψ, v
1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

− ⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, v
2(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

= ⟨B(v1(r) + z(ϑr−τω)ψ − (v2(r) + z(ϑr−τω)ψ), v
1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

+ ⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, v
1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

− ⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, v
2(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩

= ⟨B(y(r), v1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩+ ⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, y(r)), y2,m(r)⟩. (2.46)

考虑 (2.38)、(2.43) 和 Poincaré 不等式, 有

|⟨B(y(r), v1(r) + z(ϑr−τω)ψ), y2,m(r)⟩|

6 c̃|y|1/2∥y∥1/2∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥|y2,m|1/2∥y2,m∥1/2

6 2c̃2

ν
√
λ1

|y|∥y∥∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥2 +
ν
√
λ1
8

|y2,m|∥y2,m∥

6 2c̃2

ν
√
λ1

|y|∥y1,m∥∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥2 +
2c̃2

ν
√
λ1

|y|∥y2,m∥∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥2 +
ν
√
λ1
8

|y2,m|∥y2,m∥
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6 2c̃2
√
λm

ν
√
λ1

|y|2∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥2 +
8c̃4

ν3λ1
|y|2∥v1 + z(ϑr−τω)ψ∥4 +

ν

4
∥y2,m∥2

6 4c̃2
√
λm(1 + ∥ψ∥2)
ν
√
λ1

(R2
2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|2)|y|2

+
64c̃4(1 + ∥ψ∥4)

ν3λ1
(R4

2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|4)|y|2 +
ν

4
∥y2,m∥2, (2.47)

|⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, y(r)), y2,m(r)⟩|

= |⟨B(v2(r) + z(ϑr−τω)ψ, y2,m(r)), y1,m(r)⟩|

6 2c̃2

ν
|v2 + z(ϑr−τω)ψ|∥v2 + z(ϑr−τω)ψ∥|y1,m|∥y1,m∥+ ν

8
∥y2,m∥2

6 2c̃2

ν
√
λ1

∥v2 + z(ϑr−τω)ψ∥2|y|(∥y1,m∥+ ∥y2,m∥) + ν

8
∥y2,m∥2

6 2c̃2
√
λm

ν
√
λ1

∥v2 + z(ϑr−τω)ψ∥2|y|2 +
8c̃4

ν3λ1
∥v2 + z(ϑr−τω)ψ∥4|y|2 +

ν

4
∥y2,m∥2

6 4c̃2
√
λm(1 + ∥ψ∥2)
ν
√
λ1

(R2
2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|2)|y|2

+
64c̃4(1 + ∥ψ∥4)

ν3λ1
(R4

2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|4)|y|2 +
ν

4
∥y2,m∥2. (2.48)

令 c10 = 4( 4c̃
2(1+∥ψ∥2)

ν
√
λ1

+ 64c̃4(1+∥ψ∥4)
ν3λ1

). 从 (2.42) 和 (2.45)–(2.48) 可以推出

d

dt
|y2,m(r)|2 6 − νλm|y2,m(r)|2 + c10(

√
λm(R2

2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|2)

+R4
2(ϑr−τω) + |z(ϑr−τω)|4)|y(r)|2. (2.49)

对 (2.49) 在 [τ − t, τ ] 上应用 Gronwall 不等式, 并应用 (2.35) 可以推出

|y2,m(τ, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω))|2

6 e−νλmt|y2,m(τ − t)|2

+

∫ τ

τ−t
eνλm(l−τ)c10(

√
λm(R2

2(ϑl−τω) + |z(ϑl−τω)|2) +R4
2(ϑl−τω) + |z(ϑl−τω)|4)|y(l)|2dl

6 e−νλ1t|y2,m(τ − t)|2

+

∫ τ

τ−t
eνλm(l−τ)c10(

√
λm(R2

2(ϑl−τω) + |z(ϑl−τω)|2) +R4
2(ϑl−τω) + |z(ϑl−τω)|4)

× e
∫ l
τ−t

c9(R
2
2(ϑs−τω)+|z(ϑs−τω)|2)ds|yτ−t(ϑ−τω)|2dl

6 e−νλ1t|yτ−t(ϑ−τω)|2 + e
∫ 0
−t
c9(R

2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2)ds|yτ−t(ϑ−τω)|2

×
∫ 0

−t
eνλmlc10(

√
λm(R2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2) +R4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)dl. (2.50)

根据 Hölder 不等式得∫ 0

−t
eνλmlc10(

√
λm(R2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2) +R4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)dl

6 c10(1 +
√
λm)

∫ 0

−t
eνλml(R2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2 +R4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)dl
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6 c10(1 +
√
λm)

(∫ 0

−t
(eνλml)

3
2 dl

) 2
3
(∫ 0

−t
(R2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2 +R4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)3dl

) 1
3

6 c10(1 +
√
λm)

( 32νλm)
2
3

e
∫ 0
−t

16(R6
2(ϑlω)+|z(ϑlω)|6+R12

2 (ϑlω)+|z(ϑlω)|12)dl (用到 x
1
3 6 ex, x > 0). (2.51)

记 H(λm) =

√
c10(1+

√
λm)

( 3
2νλm)

2
3

, 则 H(λm)
m→∞−−−−→ 0. 因此, 从 (2.50) 和 (2.51) 可以推出

|y2,m(τ, τ − t, ϑ−τω, yτ−t(ϑ−τω))|2 6 (e−νλ1t +H2(λm)e
∫ 0
−t

2C0(ϑsω)ds)|yτ−t(ϑ−τω)|2, (2.52)

其中

C0(ω) = c11(R
2
2(ω) +R6

2(ω) +R12
2 (ω) + |z(ω)|2 + |z(ω)|6 + |z(ω)|12), 2c11 = c9 + 16. (2.53)

证毕.

引理 2.7 对任意 τ ∈ R, ω ∈ Ω, t > 0 和 m ∈ N, 存在随机变量 C0(ω) > 0 (由引理 2.6 给出) 和

m- 维正交投影 Pm : H → Hm, 使得对任意 vjτ−t(ϑ−τω) ∈ χ(τ − t, ϑ−tω), j = 1, 2, 有

|φ(t, τ − t, ϑ−tω, v
1
τ−t(ϑ−τω))− φ(t, τ − t, ϑ−tω, v

2
τ−t(ϑ−τω))|

6 e
∫ 0
−t
C0(ϑsω)ds|v1τ−t(ϑ−τω)− v2τ−t(ϑ−τω)|, (2.54)

|(I − Pm)φ(t, τ − t, ϑ−tω, v
1
τ−t(ϑ−τω))− (I − Pm)φ(t, τ − t, ϑ−tω, v

2
τ−t(ϑ−τω))|

6 (e−
νλ1
2 t +H(λm)e

∫ 0
−t
C0(ϑsω)ds)|v1τ−t(ϑ−τω)− v2τ−t(ϑ−τω)|. (2.55)

证明 由引理 2.5 和 2.6 可知 (2.54) 和 (2.55) 成立. 证毕.

下面的引理说明了期望 E[C0(ω)] 和 E[C2
0 (ω)] 的有界性.

引理 2.8 令 α > max{(192c0)
2
3 , ( 16c0νλ1

)2}, 则 0 6 E[C0(ω)], E[C
2
0 (ω)] <∞.

证明 对任意实值随机变量 ξ ∈ Lp(Ω,F ,P), 有

(E[|ξ|r])1/r 6 (E[|ξ|p])1/p, 0 < r < p <∞. (2.56)

由于

C2
1 (ω) 6 c12(R

4
2(ω) +R12

2 (ω) +R24
2 (ω) + |z(ω)|4 + |z(ω)|12 + |z(ω)|24),

R24
2 (ω) 6 c13

(
1 +R24

1 (ω) + max
−16s60

|z(ϑsω)|48 +
∫ 0

−1

|z(ϑsω)|48dl
)
,

R24
1 (ω) 6 c14(1 + e96c0

∫ 0
−1

|z(ϑsω)|ds +K48
0 (ω)),

根据 (2.56)、(2.9) 和 Fubini 定理, 问题转化为证明下面的期望有界:

E[|z(ω)|48] <∞, E[e96c0
∫ 0
−1

|z(ϑsω)|ds] <∞, E[K48
0 (ω)] <∞.

考虑 (2.8) 和 (2.9) 可知, E[|z(ω)|48] <∞, E[e96c0
∫ 0
−1

|z(ϑsω)|ds] <∞. 由 Hölder 不等式有

K48
0 (ω) =

(∫ 0

−∞
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl

)48
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6
(∫ 0

−∞
e

12νλ1
47 ldl

)47 ∫ 0

−∞
(e

νλ1
4 l+

∫ 0
l
2c0|z(ϑsω)|ds(|z(ϑlω)|4 + 1))48dl

6
(

47

12νλ1

)47 ∫ 0

−∞
(e12νλ1l+

∫ 0
l
96c0|z(ϑsω)|ds(|z(ϑlω)|4 + 1)48)dl

6 c15

∫ 0

−∞
e12νλ1l(e

∫ 0
l
192c0|z(ϑsω)|ds + |z(ϑlω)|384 + 1)dl.

因此, 从 (2.8) 和 (2.9) 可以推出

E[K48
0 (ω)] 6 c16

∫ 0

−∞
e12νλ1l(E[e

∫ 0
l
192c0|z(ϑsω)|ds] + E[|z(ϑlω)|384] + 1)dl

6 c16

∫ 0

−∞
e12νλ1l

(
e
− 192c0√

α
l
+

Γ( 3852 )
√
πα384

+ 1

)
dl <∞. (2.57)

证毕.

下面给出本节的主要结果.

定理 2.2 假设 (A)和 α > max{(192c0)
2
3 , ( 16c0νλ1

)2} 成立, 则 {φ(t, τ, ω)}t>0,τ∈R,ω∈Ω 存在 D-随机

拉回指数吸引子 {M(τ, ω)}τ∈R,ω∈Ω, 且具有如下性质: 对任意 τ ∈ R 和 ω ∈ Ω,

(i) M(τ, ω) ⊆ χ(τ, ω) 是 H 中的紧集, 且关于 ω 可测;

(ii) φ(t, τ − t, ϑ−tω)M(τ − t, ϑ−tω) ⊆ M(τ, ω), t > 0;

(iii) 存在正数 m0 ∈ N 使得 dimf M(ω) 6
2m0 ln(

√
m0

H(λm0 )
+1)

ln 4
3

<∞;

(iv) 对任意 D ∈ D, 存在随机变量 Ť (τ, ω,D) > 0 和缓增随机变量 b̌ω > 0, 使得

disth(φ(t, τ − t, ϑ−tω)D(ϑ−tω), M(τ, ω)) 6 b̌ωe
−

νλ1 ln 4
3

64 ln 2 t, t > Ť (D, τ, ω).

证明 在 (2.54) 的右端和 (2.55) 中取 t = t̂0 = 16 ln 2
νλ1

. 根据引理 2.8 知,

κ = min

{
1

16
, e

− 2

ln 3
2

(2t̂20E[C2
0 (ω)]+

νλ1
2 t̂20E[C0(ω)])

}
<∞.

由于H(λm)
m→∞−−−−→ 0,取充分大的m = m0使得 2H(λm0) 6 κ. 根据 (a1)–(a3)、引理 2.7、2.8和定理 2.1

可知定理 2.2 成立. 证毕.

3 随机一致指数吸引子的存在性

3.1 预备工作

本小节介绍一些符号和概念,并给出联合连续的非自治随机动力系统存在随机一致指数吸引子的

判据.

令 (X, ∥ · ∥X) 是可分 Banach 空间, B(X) 表示其 Borel σ- 代数. dX 表示范数 ∥ · ∥X 诱导的度量.

distX(F1, F2) = supu∈F1
infv∈F2 ∥u− v∥X 表示 X 中的非空子集 F1 到 F2 的 Hausdorff 半距离.

令 Tk 是 k- 维环面, Tk = {σ = (σ1, . . . , σk) : σj ∈ [−π, π], ∀ j = 1, . . . , k} 满足 (σ1, . . . , σj−1,−π,
σj+1, . . . , σk) ∼ (σ1, . . . , σj−1, π, σj+1, . . . , σk), ∀ j = 1, . . . , k, 其上的拓扑和度量由下面的范数诱导:

∥σ∥Tk = (
∑k
j=1 σ

2
j )

1/2, ∀σ = (σ1, . . . , σk) ∈ Tk. 令 x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk 是固定向量, 且 x1, . . . , xk 是
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有理线性无关的. 对于 t ∈ R, 定义 θtσ = (xt+ σ)mod(Tk), σ ∈ Tk, 则 {θt}t∈R 是 Tk 上的平移群, 且

θtTk = Tk, ∀ t ∈ R, (t, σ) → θtσ 是连续的. B(Tk) 表示 Tk 的 Borel σ- 代数. 如果发展方程的时间符号

是拟周期的, 可以用 Tk 作为符号空间 (参见文献 [18]).

令 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R) 是遍历度量动力系统, {ϑt}t∈R 构成 Ω 上的变换群 (参见文献 [30]).

称上述 Tl 上的群 {θt}t∈R 和 Ω上的群 {ϑt}t∈R 为基流 [17]. 注意, 下文中除非特别说明, 提到基流

{θt}t∈R 和 {ϑt}t∈R 时分别是指 Tl 上的基流 {θt}t∈R 和 Ω 上的基流 {ϑt}t∈R.

定义 3.1 称映射 ψ(t, ω, x) : R+ ×Ω×X → X 为 X 上带基流 {ϑt}t∈R 的 (自治)随机动力系统,

如果对任意 t > 0, s > 0 和 ω ∈ Ω, ψ 都满足以下性质:

(i) ψ 是 (B(R+)×F × B(X),B(X))- 可测的;

(ii) ψ(0, ω, ·) 是 X 上的恒等映射;

(iii) ψ(t+ s, ω, ·) = ψ(t, ϑsω) ◦ ψ(s, ω, ·);

(iv) ψ(t, ω, ·) : X → X 是连续的.

定义 3.2 称映射 ϕ(t, ω, σ, x) : R+ × Ω × Tk ×X → X 为 X 上带基流 {ϑt}t∈R 和 {θt}t∈R 的非

自治随机动力系统, 如果对任意 t > 0, s > 0, ω ∈ Ω 和 σ ∈ Tk, ϕ 都满足以下性质:

(i) ϕ 是 (B(R+)×F × B(Tk)× B(X),B(X))- 可测的;

(ii) ϕ(0, ω, σ, ·) 是 X 上的恒等映射;

(iii) ϕ(t+ s, ω, σ, ·) = ϕ(t, ϑsω, θsσ) ◦ ϕ(s, ω, σ, ·).

称上述非自治随机动力系统为连续的, 如果对任意 t ∈ R+, ω ∈ Ω 和 σ ∈ Tk, 映射 ϕ(t, ω, σ, ·) 是
连续的. 称上述非自治随机动力系统关于 Tk 和 X 是联合连续的, 如果对任意 t ∈ R+ 和 ω ∈ Ω, 映射

ϕ(t, ω, ·, ·) 是连续的. 在定义 3.2 中用一般的符号空间 Σ 替换环面 Tk, 可以得到一般的非自治随机动
力系统的定义 (参见文献 [17]).

定义 3.3 称集值映射 D : Ω → 2X \ ∅, ω → D(ω) 是 X 中的 (自治) 随机集, 如果对任意 x ∈ X,

映射 ω → dX(x,D(ω)) 是可测的. 称自治随机集是有界的 (或闭的、紧的), 如果对任意 ω ∈ Ω, D(ω)

是有界的 (或闭的、紧的).

定义 3.4 称 X 中的随机集 D 关于 {ϑt}t∈R 是缓增的, 若对任意 ω ∈ Ω, 有 e−βt∥D(ϑ−tω)∥X
t→+∞−−−−→ 0, ∀β > 0, 其中 ∥D(ω)∥X = supx∈D(ω) ∥x∥X .

本小节用 D(X) 表示 X 中所有的缓增随机有界集的集合.

定义扩展空间 X .
= Tk ×X, 赋予范数 ∥X∥X = (∥σ∥2Tk + ∥x∥2X)1/2, ∀X = {σ} × {x} ∈ X, B(X) 表

示其 Borel σ- 代数.

显然, 对任意 B ⊆ X, B =
∪
σ∈Tk{σ} × B(σ), 其中 B(σ) (可能为空) 称为 B 的 σ- 截面. 令

PσB
.
= B(σ) (∀B ⊆ X) 和 PXB =

∪
σ∈Tk PσB = {x ∈ X : 存在σ ∈ Tk 使得 {σ} × {x} ∈ B}, 则 PX 是

从 X 到 X 的投影. 用 PTk 表示从 X 到 Tk 的投影.

根据定义 3.3, 称集值映射 B : Ω → 2X\∅, ω → B(ω) 为 X 中的随机集, 如果对任意 X ∈ X,
映射 ω → dX(X ,B(ω)) 是 (F ,B(R+))- 可测的. 根据定义 3.4, 称 X 中的随机集 B 是缓增的, 如果

e−βt∥B(ϑ−tω)∥X
t→+∞−−−−→ 0, ∀β > 0.

令 DX = {B : B = Tl × B = {Tl × B(ω)}ω∈Ω, B ∈ D(X)}. 注意到 DX 中的任意元素是 X 中的随
机集.

对 X 的 K- 维子空间 XK (K ∈ N), 定义有界投影 Pk+K : X → XK = Tk × XK 和 Qk+K : X
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→ X⊥
K = Tk ×X⊥

K 分别为

Pk+KX = {σ} × {PKx}, Qk+KX = {0} × {QKx}, ∀X = {σ} × {x} ∈ X,

其中 PK : X → XK 是从 X 到 XK 的 K- 维正交投影, QK = IX − PK , Qk+K = IX − Pk+K , 这里 IX

是 X 上的恒等算子.

为研究可分 Banach 空间 X 上的非自治随机动力系统的随机一致指数吸引子的存在性, 需要引

进扩展空间 X 上的斜积余圈 (参见文献 [17]). 给定 X 上带基流 {ϑt}t∈R 和 {θt}t∈R 的联合连续非自

治随机动力系统 ϕ, 定义映射 π : R+ × Ω× X → X,

π(t, ω, {σ} × {x}) = {θtσ} × {ϕ(t, ω, σ, x)}, (3.1)

那么 π 是一个随机动力系统, 即满足

(i) π 是 (B(R+)×F × B(X),B(X))- 可测的;

(ii) π(0, ω,X ) = X , ∀ω ∈ Ω, X ∈ X;
(iii) π(t+ s, ω,X ) = π(t, θsω, π(s, ω,X )), ∀ t, s > 0, ω ∈ Ω, X ∈ X.
随机动力系统 π 称为由 ϕ (和 θ) 产生的斜积余圈. 注意到 π 是连续的, 即映射 X → π(·, ·,X ) 在

X 中是连续的, 当且仅当 ϕ 关于 Tk 和 X 是联合连续的. 通常记 π(t, ω,X ) 为 π(t, ω)X .

接下来定义在 X 上的连续非自治随机动力系统 {ϕ(t, ω, σ)}t>0,ω∈Ω,σ∈Tk 的 D(X)- 随机一致指数

吸引子.

定义 3.5 称 X 中的随机集 {M(ω)}ω∈Ω 为 X 上带基流 {ϑt}t∈R 和 {θt}t∈R 的连续非自治随机

动力系统 {ϕ(t, ω, σ)}t>0,ω∈Ω,σ∈Tk 的 D(X)-随机一致指数吸引子,如果存在全测集 Ω̃ ∈ F 使得对任意
ω ∈ Ω̃, 下面的性质成立:

(i) 紧性: M(ω) 是紧集;

(ii) 有限维性: 存在随机变量 ξω (<∞) 使得 dimf M(ω) 6 ξω <∞, 其中 dimf M(ω) 是M(ω) 的

分形维数;

(iii) (拉回) 一致指数吸引性: 存在常数 α > 0, 使得对任意 B ∈ D(X), 存在随机变量 t̄B(ω) > 0

和 Q̄(ω, ∥B∥X) > 0 使得

sup
σ∈Tk

distX(ϕ(t, ϑ−tω, θ−tσ)B(ϑ−tω),M(ω)) 6 Q̄(ω, ∥B∥X)e−αt, t > t̄B(ω). (3.2)

注 3.1 根据定义 3.5 可知, 随机一致指数吸引子沿着样本轨道没有 (正) 不变性.

令 {π(t, ω)}t>0,ω∈Ω 是由 (3.1) 给出的扩展空间 X 上的连续余圈. 假设

(A1) 存在 X 中的缓增随机闭集 {χ(ω)}ω∈Ω, 使得对任意 ω ∈ Ω,

(a11) χ(ω) 的直径有界, 即 supX ,Y∈χ(ω) ∥X − Y∥X 6 Rω < ∞, 其中 Rω 是缓增随机变量且 Rϑtω

关于 t ∈ R 连续;

(a12) χ(ω) 关于 {ϑt}t∈R 是正不变的, 即 π(t, ϑ−tω)χ(ϑ−tω) ⊆ χ(ω), t > 0;

(a13) 对任意 B ∈ DX, 存在 TB = TB(ω) > 0 使得 π(t, ϑ−tω)B(ϑ−tω) ⊆ χ(ω), t > TB;

(A2) 存在正数 λ̄、δ̄、随机变量 C̄0(ω) > 0 和 (k +K)- 维投影 Pk+K : X → Pk+KX (dim(Pk+KX)
= k +K ∈ N), 使得对任意 ω ∈ Ω 和 X ,Y ∈ χ(ω), 有

∥π(t, ω)X − π(t, ω)Y∥X 6 e
∫ 8 ln 2

λ̄
0 C̄0(ϑsω)ds∥X − Y∥X, ∀ t ∈

[
0,

8 ln 2

λ̄

]
, (3.3)
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∥∥∥∥(IX − Pk+K)

(
π

(
8 ln 2

λ̄
, ω

)
X − π

(
8 ln 2

λ̄
, ω

)
Y
)∥∥∥∥

X
6

(
e−8 ln 2 +

δ̄

2
e
∫ 8 ln 2

λ̄
0 C̄0(ϑsω)ds

)
∥X − Y∥X, (3.4)

其中 λ̄、̄δ 和 K 独立于 ω;

(A3) C̄0(ω)、̄λ 和 δ̄ 满足

0 6 E[C̄2
0 (ω)] <∞, 0 < δ̄ 6 min

{
1

16
, e

− 2

ln 3
2

(
128(ln 2)2

λ̄2 E[C̄2
0 (ω)]+

64(ln 2)2

λ̄
E[C̄0(ω)])

}
, (3.5)

其中 E 表示期望.

定理 3.1 假设 (A1)–(A3) 成立, 则由带基流 {ϑt}t∈R 和 {θt}t∈R 的联合连续非自治随机动力系

统 {ϕ(t, ω, σ)}t>0,ω∈Ω,σ∈Tk 产生的 X 上的连续斜积余圈 π 存在 DX- 随机拉回指数吸引子 E ⊆ χ. 此

外, PXE 是 {ϕ(t, ω, σ)}t>0,ω∈Ω,σ∈Tk 的 D(X)- 随机一致指数吸引子.

证明 连续斜积余圈 {π(t, ω)}t>0,ω∈Ω的 DX-随机拉回指数吸引子 E的存在性可由定理 2.1得到.

可以断言 PTk(E(ω)) = Tk, a.e. ω ∈ Ω. 否则, P{ω : PTk(E(ω)) ̸= Tk} > 0, 令 I = {ω : PTk(E(ω)) ̸= Tk}.
记 PTkE(ω) = A(ω), ω ∈ I, 其中 A(ω) $ Tk. 从而, 存在 σ0(ω) ∈ Tk\A(ω) 使得

distTk(Tk, A(ω)) > distTk(σ0(ω), A(ω)) > 0, ω ∈ I,

这与随机拉回指数吸引子 E 的指数吸引性矛盾. 换句话说, 存在 Ω 的子集 I 使得 P(I) > 0 且 E 的
指数吸引性对 ω ∈ I 不成立, 这与随机拉回指数吸引子的定义矛盾; PXE 的紧性和可测性可由 E 的
紧性和可测性直接得到. 显然, dimf PXE(ω) 6 dimf E(ω) 6 2(k+K) ln( 2

√
k+K
δ̄

+1)

ln 4
3

< ∞, ∀ω ∈ Ω, 因为
lnNϵ(

∪
σ∈Tk PσE(ω))
− ln ϵ 6 lnNϵ(

∪
σ∈Tk{σ}×PσE(ω))

− ln ϵ , ∀ω ∈ Ω. 接下来证明 PXE 关于 D(X) 的一致指数吸引性.

注意到对任意 x ∈ X, σ ∈ Tk, ω ∈ Ω 和 t > 0, 有

distX(x, PXE(ω)) = inf
σ′∈Tk

distX(x, Pσ′E(ω))

6 inf
σ′∈Tk

(dist2X(x, Pσ′E(ω)) + ∥σ − σ′∥2Tk)
1
2

= distX

(
{σ} × {x},

∪
σ′∈Tk

{σ′} × {Pσ′E(ω)}
)
.

对任意 D ∈ D(X), 由于 D (D(ω) = Tk ×D(ω)) 属于 DX, 因此 E 指数吸引 D. 从而, 对任意 ω ∈ Ω 和

σ ∈ Tk, 存在 T̃ (ω,D) > 0 使得

sup
σ∈Tk

distX(ϕ(t, ϑ−tω, θ−tσ)D(ϑ−tω), PXE(ω))

6 sup
σ∈Tk

distX

(
{σ} × ϕ(t, ϑ−tω, θ−tσ)D(ϑ−tω),

∪
σ∈Tk

{σ′} × Pσ′E(ω)
)

= sup
σ∈Tk

distX(π(t, ϑ−tω){θ−tσ} ×D(ϑ−tω), E(ω))

= distX(π(t, ϑ−tω)D(ϑ−tω), E(ω)) 6 b̆(ω)e
− ln

ln 4
3

4t̄0
t
, t > T̃ (ω,D), (3.6)

这说明了 PXE 的一致指数吸引性. 证毕.
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3.2 问题的提出

在本小节中, 空间 H、V、Stokes 算子 A 和双线性算子 B(u, v) 与第 2 节中所给出的一致.

考虑如下带加法噪声和拟周期外力的二维 NS 方程:
∂u

∂t
− ν∆u+ (u · ∇)u+∇p = g(x, σ̃(t)) + ψ

dW (t)

dt
,

∇ · u = 0, x ∈ O, t > 0,
(3.7)

赋予初边值条件 u(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ O.
(3.8)

函数 g(x, σ̃(t)) 满足下面的假设:

(B) ωi → g(·, ω1, . . . , ωk) 是 2π- 周期的, i = 1, . . . , k, g ∈ C(O × Tk,R2), g(x, ·) ∈ C(Tk,H) 且

|g|2 = maxσ∈Tk |g(·, σ)|2 <∞. 存在 h(x) ∈ H 使得

|g(σ̃1(t))− g(σ̃2(t))| 6 |h|∥σ1 − σ2∥Tk . (3.9)

假设

ψ ∈W 1,∞(O)2 ∩D(A).

类似地, 可以在分布意义下将 (3.7) 写成如下抽象形式:

du

dt
+ νAu+B(u, u) = g(x, σ̃(t)) + ψ

dW

dt
. (3.10)

在下文中, 仍然使用第 2.2 小节给出的遍历度量动力系统 (Ω,F ,P, {ϑt}t∈R).

令 v(t) = u(t)− z(ϑtω)ψ, 根据 (3.10) 可知, v(t) 满足

dv

dt
+ νAv +B(v + z(ϑtω)ψ, v + z(ϑtω)ψ) = g(x, σ̃(t)) + αz(ϑtω)ψ − νz(ϑtω)Aψ, (3.11)

∇ · v = 0, x ∈ O, t > 0. (3.12)

赋予初边值条件

v(x, t) = 0, x ∈ ∂O, t > 0, (3.13)

v(x, 0) = v0(x) = u0 − z(ω)ψ, x ∈ O. (3.14)

从文献 [18, 26] 知, 对任意 σ ∈ Tk, ω ∈ Ω 和 v0 ∈ H, 问题 (3.11)–(3.14) 存在唯一解 v(t, ω, σ, v0) ∈
C([0,+∞],H) ∩ L2

loc([0,+∞], V ) (∂tv ∈ L2
loc([0,+∞], V ′)). 此外, 映射 v(t, ω, ·, ·) 是 (Σ ×H, H)- 连续

的,且 v(t)是 (F ,B(H))-可测的. 故可以定义联合连续非自治随机动力系统 ϕ : R+×Ω×Tk×H → H,

(t, ω, σ, v0) → ϕ(t, ω, σ, v0) = v(t, ω, σ, v0).

在下文中, 令 D = D(H) 是 H 中所有的缓增随机有界集的集合, 即

D = {D : D 是 H 中的随机有界集且满足 e−αt|D(ϑ−tω)|2H
t→+∞−−−−→ 0,∀α > 0, ω ∈ Ω}.

接下来证明 (3.11)–(3.14) 产生的联合连续非自治随机动力系统 ϕ 存在 D- 随机一致指数吸引子.
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3.3 解的一致估计

对任意 ω ∈ Ω, σ ∈ Tk 和 t > 0, 令 v(r) = v(r, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω)) (r > 0) 是 (3.11) 和 (3.14) 的具

有符号 σ 和初值 v0(ϑ−tω) ∈ H 的解.

引理 3.1 对任意 B ∈ D 和 ω ∈ Ω, 存在 T̄0 = T̄0(ω,B) > 0 和缓增随机变量 L2
0(ω) > 0, 使得对

任意 v0(ϑ−tω) ∈ B(ϑ−tω),

|v(t, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))|2 6 L2
0(ω), t > T̄0

关于 σ ∈ Tk 一致成立.

证明 由 (3.11) 知,

1

2

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 |⟨B(v + z(ϑr−tω)ψ, v + z(ϑr−tω)ψ), v⟩|+ |g(x, σ̃(r))||v|

+ α|z(ϑr−tω)||ψ| |v|+ ν|z(ϑr−tω)|∥ψ∥∥v∥.

根据 (2.18) 和 (2.19) 得

1

2

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 c0|z(ϑr−tω)||v|2 + c0|z(ϑr−tω)|2|v|+ |g(x, σ̃(r))||v|

+ αc0|z(ϑr−tω)||v|+ νc0|z(ϑr−tω)|∥v∥.

在下文中, 用 c̃i (i ∈ N+) 表示正常数, 则

d

dt
|v|2 + ν∥v∥2 6 2c0|z(ϑr−tω)||v|2 + c̃1|z(ϑr−tω)|4 + c̃1|g(x, σ̃(r))|2 + c̃1, (3.15)

d

dt
|v|2 + ν

2
∥v∥2 6

(
− νλ1

2
+ 2c0|z(ϑr−tω)|

)
|v|2 + c̃1(|z(ϑr−tω)|4 + |g(x, σ̃(r))|2 + 1), (3.16)

其中 c̃1 依赖 ν、λ1 和 ψ. 对 (3.16) 在 [0, r] 上应用 Gronwall 不等式, 可得

|v(r, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))|2 +
ν

2

∫ r

0

e
∫ r
l
(2c0|z(ϑs−tω)|− νλ1

2 )ds∥v(l, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))∥2dl

6 e
∫ r−t
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds|v0(ϑ−tω)|2 + c̃2

∫ r−t

−t
e
∫ r−t
l

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl, (3.17)

其中 c̃2 依赖 ν、λ1、ψ 和 g. 取 r = t, 则有

|v(t, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))|2 6 e
∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds|v0(ϑ−tω)|2

+ c̃2

∫ 0

−t
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl.

假设 2√
πα

6 νλ1

8c0
, 由 (2.23) 知, 存在 T̃0(ω) > 0 使得 2c0

∫ 0

−t |z(ϑsω)|ds 6 νλ1

4 t, t > T̃0(ω). 取 T̄0 =

T̄0(ω,B) = min{t > T̃0(ω)| e
∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )ds supv∈B(ϑ−tω) |v|

2 6 1}, 则

|v(t, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))|2 6 1 + c̃2

∫ 0

−∞
e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl

= 1 + c̃2K0(ω)

.
= L2

0(ω), t > T̄0,

其中 K0(ω) =
∫ 0

−∞ e
∫ 0
l
(2c0|z(ϑsω)|− νλ1

2 )ds(|z(ϑlω)|4 + 1)dl 是缓增的. 证毕.
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引理 3.2 对任意 ω ∈ Ω, 令 B0 = {v ∈ H : |v| 6 L0(ω)}, 则对任意 ω ∈ Ω, 存在 T̄1 =

T̄1(ω,B0) = min{t > T̃0(ω) + 1 | 2
ν e

∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 +

∫ 0
−t

(2c0|z(ϑsω)|− νλ1
2 )dsL2

0(ϑ−tω) 6 1} 和缓增随机
变量 L1(ω) = 1 + 2c̃2

ν e
∫ 0
−1

2c0|z(ϑsω)|ds+ νλ1
2 K0(ω) 使得对任意 v0(ϑ−tω) ∈ B0(ϑ−tω),∫ t

t−1

∥v(l, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))∥2dl 6 L1(ω), t > T̄1

关于 σ ∈ Tk 一致成立.

证明 证明类似于引理 2.2, 这里略去.

下面的引理说明了解在 V 中的估计.

引理 3.3 对任意 ω ∈ Ω,存在 T̄1 = T̄1(ω,B0) > 0 (由引理 3.2给出)和缓增随机变量 L2(ω) > 0,

L2
2(ω) = c̃3

(
1 + max

−16s60
|z(ϑsω)|2

)
L1(ω) + c̃3

∫ 0

−1

(1 + |z(ϑsω)|4)ds,

其中 c̃3 依赖 ν、λ1、ψ 和 g, 使得 (3.11) 和 (3.14) 的具有初值 v0(ϑ−tω) ∈ B0(ϑ−tω) 的解 v(t) 满足

∥v(t, ϑ−tω, σ, v0(ϑ−tω))∥ 6 L2(ω), t > T̄1

关于 σ ∈ Tk 一致成立.

证明 证明类似于引理 2.3, 这里略去.

引理 3.4 对任意 ω ∈ Ω, 令 B1(ω) = {v ∈ V : ∥v∥ 6 L2(ω)}, 则对任意 ω ∈ Ω,

ϕ(t, ϑ−tω, σ)B0(ϑ−tω) ⊆ B0(ω) ⊂ H, t > T̄0(ω,B0), (3.18)

ϕ(t, ϑ−tω, σ)B0(ϑ−tω) ⊆ B1(ω) ⊂ H, t > T̄0(ω,B0) + T̄1(ω,B0) (3.19)

关于 σ ∈ Tk 一致成立.

证明 由引理 3.1 和 3.3 可以直接推出. 证毕.

3.4 随机一致指数吸引子

对任意 ω ∈ Ω, 令 T∗(ω) = T̄0(ω,B0) + T̄1(ω,B0) 和

B2(ω) =
∪

t>T∗(ω)

ϕ(t, ϑ−tω,Tk)B0(ϑ−tω) ⊆ B0(ω) ∩B1(ω), (3.20)

其中 ϕ(t, ϑ−tω,Tk)B0(ϑ−tω) =
∪
σ∈Tk ϕ(t, ϑ−tω, σ)B0(ϑ−tω). 记

B(ϑ−sω) =
∪

t>max{T∗(ϑ−sω),T∗(ω)}

π(t, ϑ−t−sω)Tk ×B2(ϑ−t−sω), s > 0, ω ∈ Ω, (3.21)

其中 π 是由 ϕ 和 ϑ 产生的 X = Tk ×H 上的斜积余圈. 显然, PHB ⊆ B2, 其中 PH 是从 Tk ×H 到 H

的投影. 我们可以断言 B 具有如下性质.

(b1) 对任意 ω ∈ Ω, 有 B(ω) ⊆ Tk ×B2(ω) ⊆ Tk × (B0(ω) ∩B1(ω)). 因此, B(ω) 在 Tk ×H 中的直

径以 (k(2π)2 + 4L2
0(ω))

1/2 为上界, 其中 L2
0(ϑtω) 关于 t ∈ R 连续.
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(b2) B(ω) 是正不变的, 即 π(t, ϑ−tω)B(ϑ−tω) ⊆ B(ω) 对任意 ω ∈ Ω 和 t > 0 都成立. 事实

上, 对任意 ω ∈ Ω, 任取 {σ} × {x} ∈
∪
s>max{T∗(ϑ−tω),T∗(ω)} π(s, ϑ−s−tω)T

k × B2(ϑ−s−tω), 则存在

t̂ > max{T∗(ϑ−tω), T∗(ω)}, σ̂ ∈ Tk 和 x̂ ∈ B2(ϑ−t̂−tω) 使得

{σ} × {x} = π(t̂, ϑ−t̂−tω){σ̂} × {x̂} = {ϑt̂σ̂} × {ϕ(t̂, ϑ−t̂−tω, σ̂, x̂)}.

因此, 对任意 t > 0, 有

π(t, ϑ−tω){σ} × {x} = π(t, ϑ−tω)π(t̂, ϑ−t̂−tω){σ̂} × {x̂}

= π(t̂+ t, ϑ−t̂−tω){σ̂} × {x̂}

∈ π(t̂+ t, ϑ−t̂−tω){σ̂} ×B2(ϑ−t̂−tω).

注意到 t̂+ t > T∗(ω) + t, 根据 (3.21), 有 π(t, ϑ−tω){σ} × {x} ∈ B̃(ω). 考虑到 π 是连续的和 B 是闭的,

可得 π(t, ϑ−tω)B(ϑ−tω) ⊆ B(ω). 此外, 对任意 r > 0, t > 0 和 ω ∈ Ω, 有

π(r, ϑ−tω)B(ϑ−tω) ⊆ B(ϑr−tω), (3.22)

上式和 PHB ⊆ B2 可以推出对任意 r > 0, t > 0 和 ω ∈ Ω, 有

ϕ(r, ϑ−tω, σ, x) ∈ B2(ϑr−tω), ∀ {σ} × {x} ∈ B(ϑ−tω). (3.23)

(b3) B 是 DX- 拉回吸收的. 实际上, 对任意 D ∈ DX 和 ω ∈ Ω, 存在 t̃(D, ω) > 0 使得

π(t, ϑ−tω)D(ϑ−tω) ⊆ B(ω), t > t̃(D, ω).

根据定理 3.1, 为证明 ϕ 存在 D- 随机一致指数吸引子, 需要验证 B 满足 (A2) 和 (A3).

对任意 r > 0, t > 0, ω ∈ Ω 和 {σj} × {vj0(ϑ−tω)} ∈ B(ϑ−tω), j = 1, 2, 令

vj(r) = vj(r, ϑ−tω, σj , v
j
0(ϑ−tω)), y(r) = v1(r)− v2(r), j = 1, 2. (3.24)

根据 (3.23) 和 (3.20) 知,

vj(r) ∈ B0(ϑr−tω), |vj(r)| 6 L0(ϑr−tω), j = 1, 2,

vj(r) ∈ B1(ϑr−tω), ∥vj(r)∥ 6 L2(ϑr−tω), j = 1, 2.

由 (3.24) 有
dy

dt
= − νAy −B(v1 + z(ϑr−tω)ψ, v1 + z(ϑr−tω)ψ) +B(v2 + z(ϑr−tω)ψ, v2 + z(ϑr−tω)ψ)

+ g(x, σ̃1(r))− g(x, σ̃2(r)),

y(0) = v1(0)− v2(0) = v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω), r > 0.

(3.25)

下面的引理说明了 π 在 B 上的 Lipschitz 连续性.

引理 3.5 对任意 r > 0, t > 0, ω ∈ Ω 和 {σi} × {vj0(ϑ−tω)} ∈ B(ϑ−tω), j = 1, 2, 有

∥π(r, ϑ−tω){σ1} × {v10(ϑ−tω)} − π(r, ϑ−tω){σ2} × {v20(ϑ−tω)}∥2X
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6 e
∫ r
0
c̃4(L

2
2(ϑs−tω)+|z(ϑs−tω)|2+1)ds(|v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk). (3.26)

特别地,

∥π(t, ϑ−tω){σ1} × {v10(ϑ−tω)} − π(t, ϑ−tω){σ2} × {v20(ϑ−tω)}∥2X
6 e

∫ 0
−t
c̃4(L

2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2+1)ds(|v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk). (3.27)

证明 在 H 中取内积 ((3.25), y(r)), 可得

1

2

d

dt
|y|2 + ν∥y∥2 + ⟨B(v1 + z(ϑr−tω)ψ, v1 + z(ϑr−tω)ψ), y⟩

− ⟨B(v2 + z(ϑr−tω)ψ, v2 + z(ϑr−tω)ψ), y⟩

= (g(x, σ̃1(r))− g(x, σ̃2(r)), y). (3.28)

类似于 (2.39), 有

|⟨B(v1 + z(ϑr−tω)ψ, v1 + z(ϑr−tω)ψ), y⟩ − ⟨B(v2 + z(ϑr−tω)ψ, v2 + z(ϑr−tω)ψ), y⟩|

6 ν∥y∥2 + c̃2

2ν
L2
2(ϑr−tω)|y|2 +

c̃2∥ψ∥2

2ν
|z(ϑr−tω)|2|y|2. (3.29)

由 (3.9) 得

(g(x, σ̃1(r))− g(x, σ̃2(r)), y) 6
|h|2

2
∥σ1 − σ2∥2Tk +

1

2
|y|2. (3.30)

从 (3.28)–(3.30) 可推出

d

dt
(|y|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk) 6 c̃4(L

2
2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2 + 1)(|y|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk), (3.31)

其中 c4 = c̃2

ν + c̃2∥ψ∥2

ν + 1 + |h|2. 对 (3.31) 在 [0, r] 上应用 Gronwall 不等式, 可得

|y(r)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk 6 e
∫ r
0
c̃4(L

2
2(ϑs−tω)+|z(ϑs−tω)|2+1)ds(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk). (3.32)

在 (3.32) 中取 r = t, 有

|y(t, ϑ−tω, σ, y0(ϑ−tω))|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk 6 e
∫ 0
−t
c̃4(L

2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2+1)ds(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk).

证毕.

令 y(r) = v1(r, ϑ−tω, σ1, v
1
0(ϑ−tω)) − v2(r, ϑ−tω, σ2, v

2
0(ϑ−tω)) (r > 0) 是 (3.25) 的具有初值 y(0)

= v10(ϑ−tω) − v20(ϑ−tω) 的解. 记 y1,m(r) = Pmy(r), y2,m(r) = Qmy(r), 其中 Pm 由 (2.41) 给出, 则

y(r) = y1,m(r) + y2,m(r). 接下来估计 y2,m(t).

引理 3.6 对 t > 0, ω ∈ Ω 和 m ∈ N, 存在随机变量 C̄0(ω) > 0 使得对任意 {σi} × {vj0(ϑ−tω)}
∈ B(ϑ−tω), j = 1, 2, 有

|y2,m(t)| = |Qmϕ(t, ϑ−tω, σ1, v10(ϑ−tω))−Qmϕ(t, ϑ−tω, σ2, v
2
0(ϑ−tω))|

6 (e−
νλ1
4 t +G(λm)e

∫ 0
−t
C̄0(ϑsω)ds)(|v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)

1
2 , (3.33)

其中

G(λm) =

√
c̃6(1 +

√
λm)

( 32 (νλm − νλ1

2 ))
2
3

+
c̃6(1 +

√
λm)

(νλm − νλ1

2 )
.
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证明 在 H 中取内积 ((3.25), y2,m(r)), 可得

1

2

d

dt
|y2,m(r)|2 + ν∥y2,m(r)∥2 + ⟨B(v1(r) + z(ϑr−tω)ψ, v1(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩

− ⟨B(v2(r) + z(ϑr−tω)ψ, v2(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩

= (g(x, σ̃1(r))− g(x, σ̃2(r)), y2,m(r)). (3.34)

类似于 (2.46)–(2.48), 有

⟨B(v1(r) + z(ϑr−tω)ψ, v1(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩

− ⟨B(v2(r) + z(ϑr−tω)ψ, v2(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩

= ⟨B(y(r), v1(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩+ ⟨B(v2(r) + z(ϑr−tω)ψ, y(r)), y2,m(r)⟩, (3.35)

|⟨B(y(r), v1(r) + z(ϑr−tω)ψ), y2,m(r)⟩|

6 4c̃2
√
λm(1 + ∥ψ∥2)
ν
√
λ1

(L2
2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2)|y|2

+
64c̃4(1 + ∥ψ∥4)

ν3λ1
(L4

2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|4)|y|2 +
ν

4
∥y2,m∥2, (3.36)

|⟨B(v2(r) + z(ϑr−tω)ψ, y(r)), y2,m(r)⟩|

= |⟨B(v2(r) + z(ϑr−tω)ψ, y2,m(r)), y(r)⟩|

6 4c̃2
√
λm(1 + ∥ψ∥2)
ν
√
λ1

(L2
2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2)|y|2

+
64c̃4(1 + ∥ψ∥4)

ν3λ1
(L4

2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|4)|y|2 +
ν

4
∥y2,m∥2, (3.37)

(g(x, σ̃1(r))− g(x, σ̃2(r)), y2,m) 6 |h|2

νλ1
∥σ1 − σ2∥2Tk +

νλ1
4

|y2,m|2. (3.38)

记 c̃5 = 4( 4c̃
2(1+∥ψ∥2)

ν
√
λ1

+ 64c̃4(1+∥ψ∥4)
ν3λ1

). 从 (2.42) 和 (3.34)–(3.38) 可以推出

d

dt
|y2,m(r)|2 6− νλm|y2,m(r)|2 + c̃5(

√
λm(L2

2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2) + L4
2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|4)|y(r)|2

+
2|h|2

νλ1
∥σ1 − σ2∥2Tk +

νλ1
2

|y2,m(r)|2. (3.39)

将 (3.32) 代入到 (3.39), 得

d

dt
|y2,m(r)|2 6 − νλm|y2,m(r)|2 + c̃5(

√
λm(L2

2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2) + L4
2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|4)

× e
∫ r
0
c̃4(L

2
2(ϑs−tω)+|z(ϑs−tω)|2+1)ds(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)

+
2|h|2

νλ1
∥σ1 − σ2∥2Tk +

νλ1
2

|y2,m(r)|2. (3.40)

令 c̃6 = c̃5 +
2|h|2
νλ1

, 则由 (3.40) 推出

d

dt
|y2,m(r)|2 6

(
νλ1
2

− νλm

)
|y2,m(r)|2 + c̃6(1 +

√
λm)[(L2

2(ϑr−tω) + |z(ϑr−tω)|2 + L4
2(ϑr−tω)

+ |z(ϑr−tω)|4)e
∫ r
0
c̃4(L

2
2(ϑs−tω)+|z(ϑs−tω)|2+1)ds + 1](|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk). (3.41)
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对 (3.41) 在 [0, t] 上应用 Gronwall 不等式, 可得

|y2,m(t)|2 6 e−
νλ1
2 t|y2,m(0)|2

+

∫ t

0

e(
νλ1
2 −νλm)(t−l)c̃6(1 +

√
λm)(L2

2(ϑl−tω) + |z(ϑl−tω)|2 + L4
2(ϑl−tω) + |z(ϑl−tω)|4)

× e
∫ l
0
c̃4(L

2
2(ϑs−tω)+|z(ϑs−tω)|2+1)ds(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)dl

+ c̃6

∫ t

0

e(
νλ1
2 −νλm)(t−l)(1 +

√
λm)(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)dl

6 e−
νλ1
2 t(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk) + (|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)e

∫ 0
−t
c̃4(L

2
2(ϑsω)+|z(ϑsω)|2+1)ds

×
∫ 0

−t
e(νλm− νλ1

2 )lc̃6(1 +
√
λm)(L2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2 + L4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)dl

+ c̃6(1 +
√
λm)(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)

∫ 0

−t
e(νλm− νλ1

2 )ldl. (3.42)

注意到下式成立:∫ 0

−t
e(νλm− νλ1

2 )lc̃6(1 +
√
λm)(L2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2 + L4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)dl

6 c̃6(1 +
√
λm)

(∫ 0

−t
e

3
2 (νλm− νλ1

2 )ldl

) 2
3
(∫ 0

−t
(L2

2(ϑlω) + |z(ϑlω)|2 + L4
2(ϑlω) + |z(ϑlω)|4)3dl

) 1
3

6 c̃6(1 +
√
λm)

( 32 (νλm − νλ1

2 ))
2
3

e
∫ 0
−t

16(L6
2(ϑlω)+|z(ϑlω)|6+L12

2 (ϑlω)+|z(ϑlω)|12)dl. (3.43)

令 2c̃7 = c̃4 + 16, G(λm) =

√
c̃6(1+

√
λm)

( 3
2 (νλm− νλ1

2 ))
2
3
+ c̃6(1+

√
λm)

νλm− νλ1
2

(
m→∞−−−−→ 0) 和

C̄0(ω) = c̃7(L
2
2(ω) + |z(ω)|2 + L6

2(ω) + |z(ω)|6 + L12
2 (ω) + |z(ω)|12 + 1),

则由 (3.42) 和 (3.43) 可推出

|y2,m(t)|2 6 (e−
νλ1
2 t +G2(λm)e

∫ 0
−t

2C̄0(ϑsω)ds)(|y(0)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk).

证毕.

引理 3.7 对任意 ω ∈ Ω 和 {σj} × {vj0(ϑ−tω)} ∈ B(ϑ−tω), j = 1, 2, 存在随机变量 C̄1(ω) > 0 和

(k +m)- 维投影 Pk+m : Tk ×H → Tk ×Hm, {σ} × {x} → {σ} × {Pmx}, 使得

∥π(t, ϑ−tω){σ1} × {v10(ϑ−tω)} − π(t, ϑ−tω){σ2} × {v20(ϑ−tω)}∥X

6 e
∫ 0
−t
C̄1(ϑsω)ds(|v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)

1
2 , (3.44)

∥(IX − Pk+m)π(t, ϑ−tω){σ1} × {v10(ϑ−tω)} − (IX − Pk+m)π(t, ϑ−tω){σ2} × {v20(ϑ−tω)}∥X

= |y2,m(t)|

6 (e−
νλ1
4 t +G(λm)e

∫ 0
−t
C̄1(ϑsω)ds)(|v10(ϑ−tω)− v20(ϑ−tω)|2 + ∥σ1 − σ2∥2Tk)

1
2 , (3.45)

其中 C̄1(ω) = c̃8(L
2
2(ω) + |z(ω)|2 + L6

2(ω) + |z(ω)|6 + L12
2 (ω) + |z(ω)|12 + 1).

证明 由引理 3.5 和 3.6 可直接推出. 证毕.
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接下来证明期望 E[C̄1(ω)] 和 E[C̄2
1 (ω)] 的有界性.

引理 3.8 令 α > max{(96c0)
2
3 , ( 16c0νλ1

)2}, 则 0 6 E[C̄1(ω)], E[C̄
2
1 (ω)] <∞.

证明 由于

C̄2
1 (ω) 6 c̃9(L

4
2(ω) + |z(ω)|4 + L12

2 (ω) + |z(ω)|12 + L24
2 (ω) + |z(ω)|24 + 1),

L24
2 (ω) 6 c̃10

(
1 + max

−16s60
|z(ϑsω)|48 +

∫ 0

−1

|z(ϑsω)|48ds+ L24
1 (ω)

)
,

L24
1 (ω) 6 c̃11(1 + e

∫ 0
−1

96c0|z(ϑsω)|ds +K48
0 (ω)),

根据 (2.56) 和 (2.9), 只需证明 E[e
∫ 0
−1

96c0|z(ϑsω)|ds] <∞ 和 E[K48
0 (ω)] <∞. 根据 (2.8) 和 α > (96c0)

2
3 ,

有 E[e
∫ 0
−1

96c0|z(ϑsω)|ds] 6 e
96c0√

α . 由 (2.57) 可知 E[K48
0 (ω)] <∞. 证毕.

下面给出本节的主要结果.

定理 3.2 假设 (B) 和 α > max{(96c0)
2
3 , ( 16c0νλ1

)2} 成立, 则联合连续的非自治随机动力系统

{ϕ(t, ω, σ)}t>0,ω∈Ω,σ∈Tk 存在 D- 随机一致指数吸引子 {K(ω)}ω∈Ω, 且具有如下性质:

(i) {K(ω)}ω∈Ω 是随机紧集;

(ii) 存在正数 m1 ∈ N 使得

dimf K(ω) 6
2(k +m1) ln(

√
k+m1

G(λm1 )
+ 1)

ln 4
3

, ∀ω ∈ Ω;

(iii) 对任意 ω ∈ Ω 和 B ∈ D, 存在随机变量 Ť (ω,B) > 0 和 b̌(ω) > 0, 使得

sup
σ∈Tk

distH(ϕ(t, ϑ−tω, θ−tσ)B(ϑ−tω), K(ω)) 6 b̌(ω)e−
νλ1 ln 4

3
128 ln 2 t, t > Ť (ω,B),

其中 B = Tk ×B.

证明 在 (3.44) 的右端和 (3.45) 中取 t = 32 ln 2
νλ1

. 根据引理 3.8 知,

ζ =
2048(ln 2)2

(νλ1)2
E[C̄2

0 (ω)] +
256(ln 2)2

νλ1
E[C̄0(ω)] <∞.

由于 G(λm)
m→+∞−−−−−→ 0, 可以选择充分大的 m = m1 使得 2G(λm1) 6 min{ 1

16 , e
− 2

ln 3
2

ζ
}. 由 (b1)–(b3)、

引理 3.7 和定理 3.1 可知定理 3.2 成立. 证毕.
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Random pullback and uniform exponential attractors for
stochastic non-autonomous Navier-Stokes equations

Zongfei Han & Shengfan Zhou

Abstract We first prove the existence of a random pullback exponential attractor for the 2D Navier-Stokes
equation with additive noise and non-autonomous forcing. Then, we introduce the definition and existence
conditions of a random uniform exponential attractor for a jointly continuous non-autonomous random dynamical
system, and prove the existence of a random uniform exponential attractor for the 2D Navier-Stokes equation
with additive noise and quasi-periodic external forces.

Keywords random pullback exponential attractor, random uniform exponential attractor, non-autonomous

random dynamical system, Navier-Stokes equation
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