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摘要    我们应用规范形理论和能量-相位法研究了在横向载荷、面内载荷、压电激励

联合作用下压电复合材料层合矩形板的复杂动力学. 首先, 基于压电复合材料层合矩

形板的六维平均方程, 利用规范形理论化简得到较为简单的规范形. 然后, 应用能量-
相位法研究了六维非线性系统的全局分叉和多脉冲混沌动力学. 研究结果发现, 在压

电复合材料层合矩形板的非线性振动中, 存在同宿分叉和 Shilnikov 型的多脉冲混沌运

动现象. 最后, 用数值方法研究了压电复合材料层合矩形板的非线性动力学行为, 数
值结果同样发现压电复合材料层合矩形板能够产生多脉冲混沌运动现象. 
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在工程领域中, 压电材料是一种新型功能材料, 

可以作为作动器和传感器. 随着压电复合材料层合

板在工程领域中特别是在航空航天工程领域中的广

泛应用, 对压电复合材料层合板的非线性动力学、分

叉和混沌动力学性质的研究占据了主要地位. 近期, 
压电复合材料层合板也被用于可变体结构或可变体

机翼[1~4]. 在这种可变体机翼中, 压电复合材料层合

板结构有可能产生大振幅的振动, 导致压电复合材

料层合板结构的非线性振动, 从而降低结构的稳定

性和可控性. 因此, 研究压电复合材料结构的非线性

振动、分叉和混沌动力学行为具有重要的理论意义和

工程应用价值. 
迄今为止, 国内外学者对复合材料层合板结构进

行了研究, 并且取得了大量研究成果. Pai和Nayfeh[5]

考虑了几何非线性, 提出了一种研究弹性复合材料

层合板的非线性动力学理论. Bhimaraddi[6]研究了有

缺陷的反对称角铺设复合材料层合板非线性大幅振

动. Shukla等人[7]给出了一种近似解析方法, 用来研

究复合材料层合板的非线性动力学响应. Ye等人[8,9]

研究了参数激励作用下四边简支对称和反对称铺设

的复合材料层合矩形薄板的非线性动力学 . Lee和
Reddy等人[10]研究了在机械和热载荷联合作用下, 复
合材料层合板的非线性动力学响应. Zhang等人[11]研

究了含有参数激励的四边简支矩形薄板的全局分叉

和混沌动力学. Zhu等人[12]研究了损伤率对复合材料

层合薄板瞬态非线性动力学的影响. Abe等人[13]研究

了 1:1 内共振情况下层合壳的非线性动力学响应. 
Hao等人[14]分析了功能梯度材料板的非线性振动、分

叉和混沌动力学性质. 近期, Zhang等人[15]建立了在

横向载荷、纵向参数激励, 横向压电参数激励作用下

mailto:sandyzhang0@yahoo.com


 
 
 

 
张伟等: 压电复合材料层合矩形板的高维混沌动力学研究 
 

 

的四边简支的压电复合材料层合板系统的非线性控

制方程, 研究了系统的周期和混沌运动现象. 
对高维系统的全局分叉和混沌动力学研究是科

学和工程领域中非常重要的课题. Melnikov[16]在研究

保守系统的同宿轨线和异宿轨线受扰动发生分裂后, 
为了度量分裂后稳定流形与不稳定流形之间的距离, 
提出了一种解析摄动方法, 后来被称为Melnikov方法. 
在过去的 20 年里, 对高维非线性系统的全局分叉和

混沌动力学的研究取得了一定的研究成果 . Wig-
gins[17]应用Melnikov方法研究了四维系统在 3 种不同

扰动情况下的几何结构和混沌动力学性质. Haller和
Wiggins[18]结合高维Melnikov方法、几何奇异摄动理

论和不变流形纤维丛理论建立了一种能量-相位准则, 
研究在共振情形下一类扰动是完全可积系统的单脉

冲同宿轨道. Haller和Wiggins[19]进一步发展了能量-
相 位 法 , 研 究 了 有 阻 尼 受 迫 非 线 性 Schrö-    
dinger方程多脉冲同宿轨道的存在性 . Haller和
Wiggins

                        

[20]研究了三自由度Hamilton系统的多脉冲同

宿轨道和异宿轨道. Haller[21]结合Li和McLaughlin的
研究结果探索了受扰动Schrödinger方程多脉冲同宿

轨道的存在性. Haller[22]研究了有阻尼概周期激励的

两个耦合非线性Schrödinger方程, 证明了不变圆环面

存在Shilnikov同宿轨道. Haller[23]总结了上述研究成

果, 撰写了关于能量-相位法的专著, 系统地证明和

论述了用于研究高维非线性系统多脉冲轨道的能量-
相位法. 

随后, 能量-相位法被广泛地应用到工程领域来

分析一些实际问题的同宿分叉、异宿分叉和多脉冲混

沌动力学. Malhotra等人[24]用能量-相位法研究了参数

激励的柔性旋转非对称盘的全局动力学 . Yao和
Zhang[25,26]改进了能量-相位法, 并利用耗散系统的能

量-相位法分别研究了非平面运动悬臂梁非线性振动

的异宿多脉冲轨道和混沌动力学、参数激励作用下粘

弹性传动带的同宿多脉冲轨道和混沌动力学. Yao和
Zhang[27]应用能量-相位法研究了参数激励与外激励

共同作用下薄板的异宿多脉冲分叉. 最近, Zhang和
Yao[28]总结并比较了能量-相位法与广义Melnikov方
法, 并用这两种方法分别分析了非平面运动悬臂梁

非线性振动的同宿分叉和多脉冲混沌动力学.  
高维非线性系统复杂动力学理论的研究是一项

具有挑战性的工作, 至今仍然处于国际学术研究的

前沿. 迄今为止, 对压电复合材料层合矩形板的全局

分叉和混沌动力学的研究还是很少有学者涉猎的 . 
在本文中, 我们首次研究了在横向载荷、面内载荷和

压电激励联合作用下压电复合材料层合矩形板结构

的 Shilnikov 型多脉冲混沌动力学. 应用规范形理论

化简得到较为简单的规范形. 在此基础上, 应用能量-
相位法研究了六维压电复合材料层合矩形板的全局

分叉和 Shilnikov 型多脉冲混沌动力学性质. 理论分

析表明在压电复合材料层合矩形板有非线性振动中, 
存在同宿分叉和 Shilnikov 型多脉冲混沌动力学. 同
时, 利用数值模拟方法研究了压电复合材料层合矩

形板的非线性动力学特性, 数值结果表明在压电复

合材料层合矩形板中存在着多脉冲跳跃轨道和混沌

运动. 

1  动力学方程和规范形理论 
考虑如图 1 所示的四边简支压电复合材料层合

板[15,29]. 板的长、宽和高分别是a, b和h. 压电复合材

料层合板是由纤维增强复合材料和压电材料间隔正

交对称铺设 层而成的. 直角坐标系Oxyz位于压电复

合材料层合板的对称平面内. 设u1, u2 和u3 分别表示

板上任意一点在x, y和

n

z 轴方向上的位移, u0, v0 和w0

分别表示板中面上任意一点在x, y和z轴方向上的位

移 . 压电复合材料层合板在 处沿 轴方向 , 0x = y

0y = 处沿 x 轴方向受面内激励 0 1cosxq q tΩ+ 和

1 cosyq q t2Ω+ 作用 , 在 z 轴方向受横向简谐激励

3cosq tΩ 作用 , 压电激励的形式考虑为简谐激励

3 4cos( ).zE E tΩ=  

 

 
 

图 1  压电复合材料层合板模型 
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根据Reddy的高阶剪切变形理论, 应用Hamilton
原理和Galerkin离散, 我们得到压电复合材料层合矩

形板无量纲形式的非线性动力学方程为[30]

2
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应用多尺度方法, 我们得到压电复合材料层合矩形

板在 1:2:4 内共振情形下的六维平均方程为[30]
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这里 .3f f=  

注意到平均方程(2)具有复杂的非线性项, 还不

能直接利用能量-相位法研究其复杂的非线性动力学

特性. 因此, 我们考虑利用规范形理论去化简平均方

程(2), 使得化简后的非线性系统与原系统拓扑等价. 
显而易见, 平均方程(2)具有一个平凡解 1 2( , ,x x  

3 4 5 6, , , )x x x x (0, 0, 0, 0, 0, 0).=  平凡解所对应的特

征方程为 

2 2 2 2 2 2
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定义 
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(2b) 当下列条件 
 0,μ =   (5) 1 0Δ =

被满足时, 方程(2)同时存在一对双零特征值和两对

纯虚特征值 

 1,2 0,λ =  3,4 2
1 i,
4

λ σ= ±  5,6 3
1 i.
8

λ σ= ±  (6) 

令 1 1 02( ),fσ σ= +   把0 1/ 2,f = − 1,σ  μ 和f作为

开折参数. 利用Maple程序[31,32]对平均方程(2)进行计

算, 得到具有参数的规范形为 

),

 

(2d)

  1 1 1(1 ) ,y y y 2μ σ= − + −�  (7a) 
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为了便于利用能量-相位法分析系统的非线性

动力学性质, 在下面的分析中, 我们将系统(7)的后

面 4 个方程的坐标从直角坐标形式转换为极坐标形

式, 令 

 3 1 1 4 1 1

5 2 2 6 2 2

cos ,   sin ,
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θ θ
θ θ
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 (8) 

同时, 在阻尼和激励项中引入小扰动参数: 
 ,μ εμ→  2 2 ,μ εμ→  .f fε→  (9) 

因此, 系统(7)可以写成具有扰动项的规范形，其

形式如下: 
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当 0ε = 时 , 方程 (10)的未扰动系统是完全可积的

Hamilton 系统, 其 Hamilton 函数为 
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方程(10)的扰动项分别为 
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2  能量-相位法 
在本节中, 我们主要扩展能量-相位法, 并利用

扩展后的能量-相位法分析压电复合材料层合矩形板

的 Shilnikov 型多脉冲混沌动力学. 

2.1  未扰动系统的动力学 

在方程(10)中, 当 0ε = 时, 由于在后面 4 维方程

中有 1 0I =� 和 2 0,I =�  所以在前面 2 维系统中变量 1I

和 2I 可以作为参数来考虑. 在此情况下, 系统(10)的

前面 2 个方程与后面 4 个方程可以解耦, 因此, 前面

2 个方程可以写成如下形式: 
 1 ,u u2α=�  (13a) 

  (13b)  3 2 2
2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 ,u u u u I u I uμ η α α εμ= − + − − −� 2

其中 Hamilton 函数为  

 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1 1

1 1 1( , ) ( ) .
2 2 4

H u u u I I u uα μ α α η= + + + − 4  (14) 

当满足条件 2 2
1 1 1 2 2 0,I Iμ α α+ + <  1 0η < 和 0α >

时, 方程(13)可以产生同宿分叉.  

在由 2 2
1 1 1 2 2( I Iμ α α

2ε ε θ εμ ε θ
θ

∂
= + + = − +

∂
�  (10e) 

) 0+ + = 所定义的分叉曲线上, 

零解 1 2( , ) (0, 0)u u = 经过 pitchfork 分叉可以分为 3

个解 , 即 0 (0, 0 )q = 和  这里1 2( , ) ( , 0 ),q I I B± = ±

2 2
1 1 1 2 2 1[ ( )]B I I .μ α α η= − +  经过分析计算, 我们可

知不动点 是鞍点. 0q
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系统(13)的一对同宿轨道方程的表达式为 

 (1
1

1

2
sech ,u

ε
αε

δ
= ± )1t  (15a) 

 3 2 2
3 2 3 2 3 2 1 2 1 2

1 .
8

I I I I u Iσ η α α= − − −  (18d) 

 ( ) (1
2 1

1

2
th sech .u t

ε
αε αε

αδ
= ∓ )1t  (15b) 

如果我们能够找到非零向量  使得条件1 2( , ),n n n=

0( , ) , 0
iID H q I n = 成立 , 则此情况被称之为共振

情形 [20]. 根据Haller和Wiggins所获得的结果 [19], 如
果条件

1 0( , ) 0ID H q I ≠ 和 同时成立, 

其中  则

2 0( , ) 0ID H q I ≠

T
1 2( , ) ,I I I= I = constant是具有两个参数的

两维圆环. 如果 和
1 0( , ) 0ID H q I = 0( , ) 0ID H q I = 同

时成立 , 则 =I constant是不动点圆环 . 我们令使

0( , ) 0ID H q I = 成立的共振 值 为T
1 2( , )I I I= U

在六维空间 1 2 1 2 1 2( , , , , , )u u I I θ θ 中, 流形 M 定义为 

 
{

}
2 2 2

0

1 2

( , , ) , ,

       0 2π , 0 2π ,

M u I u q Iθ

θ θ

= ∈ × × =

< <

R R S U

≤ ≤

∈
 

(16)
 

它是一个四维的正规双曲不变流形, 如图 2 所示, 这

里 T
1 2( , )I I I= 和  流形 M 具有五维稳定

流形 和不稳定流形  和

重合形成五维同宿流形  可以表示为 

T
1 2( , ) .θ θ θ=

( )sW M ( )uW M

∈

.1 2( , )r r rI I I=  , ( )sW M

( )uW M ,Γ 我们考虑下列情况 

1

2 2 2
0 2 2 1 3 2 1 1

1( , ) 0,
4I r r rD H q I I I uσ η α α= − − − =   (19a)  

 
{

}
2 2 2

1 2

1 2

( , , ) ( , ),

     , 0 2π , 0 2π ,

u I u u u

I

Γ θ

θ θ

= ∈ × × =

∈ < <

R R S

U ≤ ≤
 

(17)
 

2

2 2 2
0 3 3 2 3 1 2 1

1( , ) 0.
8I r r rD H q I I I uσ η α α= − − − =  (19b) 

在流形M上考虑方程(10)的后 4维未扰动系统的动力

学性质: 
根据方程(19), 我们得到共振值为 

  (18a) 1 0,I =�  3 2 2 3
1 2

3 2 3

2
,

8 8rI
σ α σ η

α η η
−

=
−

 3 3 3 2
2 2

3 2 3

2
.

8rI
σ α σ η
α η η

−
=

−
 (20) 

 
11 1 0

1

3 2 2
2 1 2 1 3 1 2 1 1 1

( , )

1      ,
4

I
HI D H q I
I

I I I I u I

θ

σ η α α

∂
= − =

∂

= − − −

�

 
(18b)

 
在共振情形下, 即  我们得到系

统的两个相位漂移角分别为 
0( , ) 0,I rD H q I =

  (18c) 2 0,I =� 1 1

1 1 10 2 10

0

1 12
1 1

1

( ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , ) d

4
d ,

r r r

I r I r

I I I

D H u I D H q I t

u t

θ θ θ θ θ

α αε
α

αδ

+∞

−∞

+∞

−∞

Δ = +∞ − −∞

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

= − = −

∫

∫

  

(21a)

 

22 2 0
2

( , )I
HI D H q I
I

θ ∂
= − =

∂
�  

 

 
 

图 2  六维空间流形 M 的几何结构 
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2 2

2 2 20 2 20

0

2 12
2 1

1

( ) ( , , ) ( , , )

 ( , ) ( , ) d

4
d .

r r r

I r I r

I I I

D H u I D H q I t

u t

θ θ θ θ θ

α αε
α

αδ

+∞

−∞

+∞

−∞

Δ = +∞ − −∞

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

= − = −

∫

∫

 

(21b)

  

2.2  扰动系统动力学 

下面我们考虑在整个六维空间上系统的非线性

动力学性质. 分析扰动系统的动力学和小扰动对于

流形 M 的影响. 我们知道在充分小的扰动下, 流形

M 的稳定流形和不稳定流形是不变的. 在小扰动下, 
不动点 q0仍然是鞍点, 此时Mε 充分接近M, 因此, Mε

可以写成 

 
{

}

2 2 2
0

1 2

( , , ) ,

        , 0 2π , 0 2π .

M u I u q

I

ε εθ

θ θ

= ∈ × × =

⊂ < <

R R S

U ≤ ≤
 

(22)
 

限制在流形 Mε 上, 我们在共振值 1rI 和 2rI 附近研究

系统(10)的复杂动力学 . 在四维空间 1 2 2 2( , , , )u u I θ

中, 我们知道 

 
{

}

2 1
1 2 2

2 21 22 2

( , , ) ,

       [ , ], 0 2π

0M u I u q

I I I

θ

θ

= ∈ × ×

∈ <

R R S

≤

=
 

(23)
 

是一个两维的法向双曲不变流形. 在六维相空间  1( ,u

2 1 1 2 2, , , , )u I Iθ θ 中 , 令 在区间1I 1 1 1[ ,  r rI Iε= −U +  

11 12] [ , ]I Iε ⊂ 中改变, 并且 1 (0, 2π],θ ∈  我们可以得

到四维法向双曲不变流形如下: 

 1
1 ,1M M≡ × ×U S  (24) 

其中  1 1,I ∈ U 1 (0, 2π].θ ∈  

此外，我们可以在六维空间 1 2 1 1 2( , ,  , , ,u u I Iθ  

2 )θ 中, 固定 并令1 1 1,rI I= ∈ U 1 (0, 2π],θ ∈  我们可以

定义一个横截面, 并且在共振值 2rI 附近和四维空间

1 2 2 2( , , , )u u I θ 中考虑系统的动力学性质. 然后让 1I

取遍区间 1 1 1 11 12[ , ] [ ,r r ]I I I Iε ε= − + ⊂U 中的每一个

值, 这样我们就可以得到系统在整个六维空间  1( ,u

2 1 1 2 2, , , , )u I Iθ θ 中的动力学性质. 

我们引入如下尺度变换: 

 2 2 ,rI I εη= +  .tτ ε=  (25) 

将方程(25)代入方程(10c)和(10d), 得到 

 2 2sin ,rI fη μ θ ε′ = − + − μη  (26a) 

 2 2
2 2 3 3

2

cos
2 ,r

r

f
I

I
θ

θ η η ε η η
⎡ ⎤

′ = − − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (26b) 

这里“ ′ ”表示对时间尺度τ 求导. 
方程 (26)的未扰动部分是 Hamilton 系统 , 其

Hamilton 函数为 

 2
2 2 2 2 2 3( , ) cos .rh I f I rη θ μ θ θ η η= − − +  (27) 

我们得到方程(26)未扰动部分的奇点如下: 

 2
0 2( , ) 0, arcsin ,r

c c
I

p
f

μ
η θ

⎛
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟  (28a) 

 2
1 2( , ) 0, π arcsin .r

s s
I

p
f

μ
η θ

⎛ ⎞
= −⎜

⎝ ⎠
⎟

0

 (28b) 

当满足条件 3 22 cosrI fη θ ≠ 时 , 奇点 是鞍点 , 而

奇点 是中心点.  
1p

0p

对于充分小的扰动 ( 0)ε ε > , 如果满足下列   

条件: 
 2 2sin 0,rI fμ θ+ >  (29) 

则中心点 变为稳定焦点. 0p

2.3  能量差分函数 

为了揭示在压电复合材料层合矩形板非线性振

动中多脉冲同宿轨道的存在性, 我们应用能量-相位

法[18~23]研究系统在受到扰动后, n脉冲轨道的起跳点

和着陆点之间的能量差来判断系统是否存在

Shilnikov型多脉冲轨道. 
我们得到能量差分函数[23]如下: 

1

2

1 2 1 1 2 2

1 1 1 ( )1

1 1 1

1 2 1 1 2 2
1

1 2 1 1 2 2 1 2
2

( , , , , , )

( ) ( ) ,

( ) ( )

d  ( , , , , , )
d

d  ( , , , , , ) d d
d

  d ,

i

l

n

n
u ti

u
A

u

I
A

h u u I I

h n h DH g

h n h

n g u u I I
u

g u u I I u u
u

n g

Δ θ θ

θ Δθ θ

θ Δθ θ

θ θ

θ θ

θ

+∞

= −∞

∂

= + − −

= + −

⎡
− ⎢

⎣
⎤

+ ⎥
⎦

−

∑ ∫

∫

∫

dt

  (30) 

这里 

 
[ ]

2 2 2

2 2 2 2 2

( ) ( )
cos( ) cos ,r

h n h
nI f n

θ Δθ θ
μ Δθ θ Δθ θ
+ −

= − − + −
 

(31)
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A 表示在子空间 中由一对同宿轨道所围成的

区域 , 
1 2( , )u u

lA∂ 是区域 A 的边界 , 2θΔ 是系统的相位漂  

移角. 
能量差分函数包含系统(10)的未扰动部分的相

位信息和扰动部分的能量信息, 并且给出了 n 脉冲轨

道的起跳点和着陆点之间的首阶能量差. 
方程(30)的第三项表示在未扰动空间 的

同宿轨道所围成的区域中进行积分, 我们获得 
1 2( , )u u

 

1

2

1 2 1 1 2 2
1

1 2 1 1 2 2 1 2
2

2 1 2

d ( , , , , , )
d

d   ( , , , , , ) d d
d

 ( )d d .

u
A

u

A

g u u I I
u

g u u I I u u
u

u u

θ θ

θ θ

μ

⎡
⎢
⎣

⎤
+ ⎥

⎦

= −

∫

∫

 

(32)

 

将方程(15)代入方程(32), 得到 

( ) ( )
1

1

2 1 2

1
2 10

1

2
2 22 1

1 10
1

2 1
2

2

d d

2
 4 th sech d

8
 th ( t)sech ( )d( )

2
 .

3

A
u u

t t

t t

ε
δ

μ

ε
μ αε

αδ

μ ε
αε αε αε

αδ
μ ε

θ
α

+∞

−

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣

= −

= − Δ

∫

∫

∫

∓ 1 1

1

uαε
⎦  

我们可以将方程(30)的第四项改写成如下形式: 

1 1 2 2d .
l

I I
r rA

n g ng n I n Iθ θ μ θ μ θ
∂

− = − Δ = Δ +∫ Δ   (34) 

将方程(31), (33)和(34)代入方程(30), 我们可以

得到能量差分函数的表达式: 

 

1 2 1 1 2 2

2 2 2

1 1 11
2

2 1

2 2

1 1 11
2

2 1

( , , , , , )

 2 sin sin
2 2

44
    

3

  2 sin sin
2 2

44    ,
3

n

r

r

h u u I I
n nf

n In

n nf

nf Inf d

θ θ

2

θ θ θ

μα εμε
θ

α αδ

θ θ θ

α εε
θ

α αδ

Δ

⎛ ⎞ ⎛= + Δ Δ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

− Δ −

⎛ ⎞ ⎛= + Δ Δ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎛ ⎞
− Δ +⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

⎟

f

 

(35)

 

这里我们定义耗散因子为 / ,d μ=  它给出了阻尼与

激励振幅之间的关系. 

为了判断在压电复合材料层合矩形板非线性振

动中是否存在多脉冲轨道, 首先, 我们需要寻找能量

差分函数 nhΔ 的零点. 因此, 求解方程  得到

如下等式: 

0,nhΔ =

 

2 2

1 2 1 1 1 1 2

2 1 2

sin
2

12 4
 

6 sin
2

r

n

n I n
nf

θ θ

μα α ε με δ α θ

α δ α θ

⎛ ⎞+ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
=

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.
Δ  (36) 

根据方程(36), 我们可以得到耗散因子的上确      
界为 

 
2 1 2

max
1 2 1 1 1 1 2

6 sin
1 2 .

12 4r

n

d d
n I

α δ α θ

α α ε ε δ α θ

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠< =

+ Δ
 (37) 

因为耗散因子 中的阻尼很小, 所以d 1.d <  因
此, 我们得到最大脉冲数的上确界为 

 2 1
max

1 2 1 1 1 1 2

61 .
12 4r

n n
d I

α δ α
α α ε ε δ α θ

< =
+ Δ

 (38) 

显而易见, 最大脉冲数的上确界 与耗散因子 d 成

反比关系. 
maxn

在下面分析中, 我们确定能量差分函数的横截

零点. 定义一个包含所有横截零点的集合: (33)

 

{ }

22 2 2

2 2,1 2,2

( , ) | ( ) 0, ( ) 0 |

π π        , , .
2 2

n n n

n n

Z h D hθη θ θ θ

θ θ θ

−
⎧⎪= Δ = Δ ≠⎨
⎪⎩

⎫⎡ ⎤= ∈ − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

 

(39)

 

耗散能量差分函数 2( )nh θΔ 的横截零点由下面方

程给出: 

 2 2 2 π ( 1) ,
2

mn mθ θ+ Δ = + − α  (40) 

这里 ,m Z∈  并且 

 1 2 1 1 1 1 2

2 1 2

12 4
arcsin .  (41) 

6 sin
2

rn I n
nf

μα α ε με δ α θ
α

α δ α θ

⎛ ⎞+ Δ
= ⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟Δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

对任意满足条件 2 2 πn kθΔ ≠ ( 0, 1, 2, )k = " 的整

数 , 在区间n { } [2 2,1 2,2, π 2, π 2n nθ θ θ= ∈ − ]上, 能量差

分函数有两个零点: 
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 2,1 2 mod 2π,
2

n nθ θ α⎡ ⎤= − Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (42a) 

 2,2 2 mod 2π.
2

n nθ π θ α⎡ ⎤= − − Δ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 (42b) 

为了把 2( , )η θ 空间中的内轨道进行分类, 我们利用

每一条轨道都只有唯一的一个能量函数与其相对应

的特性. 因此, 与同宿轨道相对应的能量函数用 0h

表示, 与焦点相对应的能量函数用 h∞ 来表示, 与同

宿轨道连接区域内的任意一条周期轨道相对应的能

量函数用 nh 表示. 根据方程(27), 我们得到能量函数

序列: 

( )
0 2

2 2
1 2 2 1 2

( , )

π arcsin( ) 1 ,

s s

r r

h h

f d I I d d I

η θ=

⎡ ⎤= − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦r
 (43a) 

 [ ]2 2min ( , ) , ( , ) ,n s s ch h hη θ η θ= c  (43b) 

 
( )

2

2 2
1 2 2 1 2

( , )

arcsin( ) 1

c c

r r

h h

f d I I d d I

η θ∞ =

⎡= − + −⎢⎣
.r

⎤
⎥⎦

 (43c) 

从方程(43), 我们可以发现在能量函数序列中存在

0 nh h h∞< < 的关系, 也就是说, 沿着轨道趋近于焦点

的方向, 能量是逐渐增加的. 

2.4  Shilnikov 型同宿轨道  

在文献[18~23]中, Haller和Wiggins研究了在慢变

流形 Mε 上同宿于内轨线的多脉冲轨道的存在性问

题. 在耗散扰动情形下, 在慢变流形 Mε 上并不存在

这样的内周期轨道, 并且中心奇点变成双曲焦点或

鞍-焦点. 在下面的分析中, 我们研究在整个六维相

空间中Shilnikov型多脉冲轨道的存在性问题. 当存在

扰动时, Shilnikov型多脉冲轨道渐近趋近于鞍-焦点, 
会导致系统出现Smale马蹄意义下的混沌运动. 为了

确定 Shilnikov 型多脉冲轨道的存在性 , 我们把

Haller[23]的研究结果应用到下面的分析中. 
首 先 , 我 们 需 要 证 明 在 2( , )η θ 相 空 间 中

Hamilton 函数 2( , )h η θ 有一个非退化零点. 我们知道

系统有一个中心点  由于耗

散因子定义为

( )0 20, arcsin( / ) ,rp Iμ= f

f/ ,d μ=  所以中心点又可以改写成为

 因此 , 中心点是系统的一

个非退化零点. 

(0 ( ) 0, arcsin( ) .rp d dI=

其次, 在六维相空间 1 2 1 1 2 2( , , , , , )u u I Iθ θ 中, 我

们需要计算能量差分函数在中心点 0 1(0, 0, , ,rp I 1θ  

2,c c )η θ 处的零解, 即 

 
01 2 1 1 2 2( , , , , , ) 0.n

ph u u I Iθ θΔ =  (44) 

化简方程(44), 得到 

 ( )2 2
2 21 cos( ) 1rd I n d ,θ Φ− Δ − =  (45) 

这里 

 1 1 1 1
2 2

21

4 4
sin( ) .

3
r

r
n I n

I n
α ε ε

2Φ θ θ
ααδ

= Δ + + Δ  (46) 

根据方程(46), 我们得到耗散因子为 

 2cos( ) 1
,

n
d

θ
Ψ
Δ −

=  (47) 

这里 

 ( )22
2 2cos( ) 1 .rI n 2Ψ θ= Δ − +Φ  (48) 

因为方程(47)只有对非零的耗散因子才成立, 即
要求下列条件成立: 

 2
2 π ,k
n

θΔ ≠   ,k Z +∈ 0.Ψ >  (49) 

同时, 能量差分函数还需要满足非退化条件 n
dD hΔ  

01 2 1 1 2 2( , ,  , , , ) 0,pu u I Iθ θ ≠  即 

 ( )2 2
2 21 cos( ) 1d rD d I n dθ Φ⎡ ⎤ 0.− Δ − − ≠⎢ ⎥⎣ ⎦

 (50) 

反之, 对能量差分函数微分后, 有下述等式成立: 

 ( )2 2
2 2 2cos( ) 1 1 .r rdI n d I 2θ ΦΔ − = −  (51) 

经过简单的计算可以知道, 在方程(49)的条件下, 
方程(45)和(51)是不能同时满足的, 也就是说在条件

(49)成立的情况下, 选择适当的参数后, 方程(44)和
(50)能够同时满足 , 即能量差分函数存在着简单的    
零点. 

最后, 要确保从慢变流形上起跳的 n 脉冲轨道的

着陆点要落在 的吸引域内. 由于脉冲的落点

位于点

0 ( )p dε

( )20, ( )c d n 2θ θ+ Δ 附近, 我们考虑区间 [ π / 2,−  

上的一点  这一点距离落点有 2 长度, 

我们有 

3π / 2] 2 ( ),n dθ πk

[ ]2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) mod 2π,n
s c sd d d n dθ θ θ θ θ= + + Δ −  (52) )2
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这里 
 2 ( ) π arcsin( ),2s rd dIθ = −  (53a) 

 2 ( ) arcsin( ).c d d 2rIθ =  (53b) 

进行数值模拟分析, 利用相图、波形图和频谱图来描

述在横向载荷、面内载荷和压电激励联合作用下压电

复合材料层合矩形板的非线性动力学行为, 进一步

验证我们前面的理论分析结果. 为了验证距离落点有 长度的点平移 后, 是否

距离区域[
2 πk 2 πk

]π / 2, 3π / 2− 上的鞍点很近, 我们给出如下分

析. 如果  由于相图具有对称性2 2( ) ( ),n
sdθ θ> d θ θ→ −  

 我们重新定义 为2π, 2 ( )n dθ 2 ( ) 2π.dθ −  如果点

的能量大于鞍点的能量, 即满足下列能量关系: 
2 ( )n dθ

 ( )2 2(0, ( )) 0, ( ) ,n
sh d h dθ θ>  (54) 

我们选取初始条件和参数分别为 1 0.9,x =  

2 0.32,x =  3 0.4,x =  4 0.75,x =   5 0.5,x = 6 0.12,x =  

0.5,μ =  1 7.02,σ =  2 0.26,σ =  3 0.92,σ =  2 20.3,a =  

3 15.1,a =  4 21.2,a =  7 25.3,a =   9 3,a = − 13 17.3,a =  

14 31.2,a = −  5 3.6,b = −    6 5,b = 10 34.5,b = 12b =  

6.4,−  5 27.1,d =  6 34.6,d = −   8 17.8,d = − 11 27.d =   
将方程(53a)代入方程(27), 可以得到下列条件: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2cos ( ) cos ( ) ( ) ( ) .n n
s r sd d dI dθ θ θ θ− > − d

,

 (55) 

因此, 对于充分小的扰动 ( 0)ε ε >  脉冲的着陆点将

位于鞍-焦点 的吸引域内, 系统将产生 Shilni-    

kov 型多脉冲混沌运动. 
0 ( )p dε              

图 3 给出了当横向激励 时, 压电复合材

料层合矩形板产生多脉冲混沌运动. 图 3(a)和(b)分别

表示在相空间

4.67=f

1 2 3( , , )x x x 和 4 5 6( , , )x x x 中的三维

相图, 图 3(c)表示 1x 的频谱图. 从图 3(a)和(b)我们发

现在压电复合材料层合矩形板的非线性振动中能够

产生轨道跳跃和多脉冲混沌运动. 
3  数值模拟 图 4给出了改变横向激励到 f = 72.4, 其他参数与

图 3 相同时，压电复合材料层合矩形板的轨道跳跃现 本节我们利用四阶Runge-Kutta法对平均方程(2) 
 

 
 

图 3  当 f = 67.4 时, 压电复合材料层合板的混沌运动 
 

 
 

图 4  当 f = 72.4 时, 压电复合材料层合板的混沌运动 
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象的多脉冲混沌运动. 

4  结论 
目前, 对高维非线性系统复杂动力学的理论研

究仍然是国内外科学研究的前沿课题. 在本文中, 我

们首次研究了在横向载荷、面内载荷、压电激励联合

作用下压电复合材料层合矩形板的多脉冲混沌动力

学. 在 1:2:4 内共振的情况下, 我们获得了六维平均

方程. 考虑六维平均方程存在一对双零特征值和两

对纯虚特征值的情况, 应用规范形理论对六维平均

方程进行化简, 我们得到较为简单的规范形. 在此基

础上, 我们应用能量-相位法研究了六维压电复合材

料层合矩形板平均系统的非线性动力学特性. 在六

维相空间 1 2 1 1 2 2( , , , , , )u u I Iθ θ 中定义一个横截面 

1 1rI I 1= ∈ U 和 1 (0, 2π],θ ∈  在共振值 2rI 附近研究系

统在四维相空间 1 2 2 2( , , , )u u I θ 中的非线性动力学特

性, 然后让 取遍区间1I 1 1 1 11 12[ , ] [ ,r r ]I I I Iε ε= − + ⊂U

中的每一个值 , 我们能够得到在整个六维相空间

1 2 1 1 2 2( , , , , , )u u I Iθ θ 中系统的非线性动力学特性. 引

入二维慢变流形, 我们发现在一定条件下系统能够

产生同宿分叉, 在小扰动情况下, 系统存在 Shilnikov
型多脉冲轨道, 多脉冲轨道是从不变流形的鞍-焦点

出发, 经过 n个脉冲跳跃以后, 落点回到鞍-焦点的收

敛域内.  
为了验证理论分析结果的正确性, 我们利用四

阶 Runge-Kutta 法进行数值模拟, 数值模拟结果表明, 
在一定的参数条件下, 压电复合材料层合矩形板能

够产生跳跃轨道和多脉冲混沌运动. 
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