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摘要 本文研究连续窗口 Fourier 变换的反演公式. 与经典的积分重构公式不同, 本文证明当窗函数

满足合适的条件时, 窗口 Fourier 变换的反演公式可以表示为一个离散级数. 此外, 本文还研究这一重

构级数的逐点收敛及其在 Lebesgue 空间的收敛性. 对于 L2 空间, 本文给出重构级数收敛的充分必要

条件.
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1 引言

Fourier变换是时频分析的基本工具,广泛应用于偏微分方程、声学、光学和信号处理等很多领域.

给定 f ∈ L2(R), 它的 Fourier 变换定义为

f̂(ω) =

∫
R
f(x)e−ixωdx,

其中上式右端的积分在 L2(R) 中收敛并在 R 上几乎处处收敛.

Fourier 变换能够很好地刻画信号的频率特征, 但几乎不能提供信号在时域上的任何信息. 此外,

Fourier变换是一种 “整体分析”,为了知道信号所含某个频率分量的大小,我们需要知道信号在整个时

间域上的值. 在应用中, 经常需要分析信号在特定时间的频率成分. 例如, 在音乐和语音信号分析中,

人们所关心的是什么时刻演奏什么音符, 发出什么样的音节; 对地震波的记录中, 人们关心的是在什

么位置出现什么样的反射波; 图像分析的边缘检测关心的是信号突变部分的位置等. 为了分析信号的

局部特征, 在 Fourier 分析的基本变换函数 e−ixω 之前乘以一个时间上有限或在无穷远处迅速衰减的

窗函数 g(x), 然后用它们作分析工具, 这就是窗口 Fourier变换.具体来说, 信号 f(x)关于窗函数 g(x)

的窗口 Fourier 变换 (也称为短时 Fourier 变换) 定义为

(Vgf)(t, ω) =

∫
R
f(x)g(x− t)e−ixωdx.

容易验证, 当 f ∈ Lp(R) 且 g ∈ Lp′
(R) 时, Vgf 有定义, 其中 p, p′ > 1 且 1/p+ 1/p′ = 1.
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窗口 Fourier 变换是现代时频分析中的常用工具, 广泛应用于通讯理论、量子力学、信号和图像

处理等很多领域. 有关这方面的介绍可参见文献 [1–5].

反演公式是窗口 Fourier 变换理论和应用中经常遇到的基本问题. 为了从窗口 Fourier 变换重构

原始信号, 经典的解决方案是计算一个二重积分

f(x) =
1

2π∥g∥22

∫∫
R2

(Vgf)(t, ω)g(x− t)eixωdtdω, (1.1)

这里我们假定 g ∈ L2(R). 可以证明文献 [4], 上述积分在 L2(R)和其他一些常见函数空间收敛. 把重构

公式 (1.1) 离散化, 我们得到它的 Riemann 和表示. 对于适当的窗函数, 当采样密度充分大时, 重构公

式 (1.1) 的 Riemann 和收敛到原始信号 [6–9].

另一个重构原始信号的方法是滤波器组求和法 [10, 11]. 设窗函数 g(x) 在某个 x0 处不为 0, 则

f(x) =
1

2πg(x0)

∫
R
(Vgf)(x− x0, ω)e

ixωdω. (1.2)

可以证明, 当 1 < p < ∞ 时, 对每个 f ∈ Lp(R), 上述积分在 Lp(R) 中收敛并在 R 上几乎处处收敛 [11].

把 (1.2) 中的积分离散化, 我们得到 Riemann 和

Rg,bf(x) :=
b

2πg(x0)

∑
k∈Z

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx, b > 0. (1.3)

文献 [12] 证明了, 当窗函数满足适当条件时, Rg,b 依算子范数收敛. 在介绍具体结果之前, 先给出

Wiener 空间的定义.

给定常数 a > 0, R 上所有满足条件

∥f∥W ;a :=
∑
n∈Z

∥f · χ[na,na+a)∥∞ < ∞

的可测函数构成的空间称为 Wiener 空间, 记为 W (R). 可以证明, W (R) 与 a 的选取无关, 不同的 a

对应于等价的范数 [1,第 187 页].

对于 L2(R) 空间, 我们有以下结论.

命题 1.1 [12,定理 1.21] 设 g 是 R 上的连续函数并且 ĝ ∈ W (R), 则
(i) Rg;bf 在 L2(R) 上有定义并且

lim
b→0+

∥Rg;bf − 2πg(x0)f∥L2 = 0; (1.4)

(ii) 进一步, 若 ĝ 局部 Riemann 可积, 则

lim
b→0+

∥Rg;b − 2πg(x0) · I∥L2→L2 = 0. (1.5)

上述命题中关于 ĝ 局部 Riemann 可积的假设是必要的. 下面是一个反例.

例 1.2 设 E 是 [0, 1] 中具有正测度的疏集. 令 ĝ = χE , 则 g 连续, ĝ ∈ W (R) 并且

lim
b→0+

∥Rg;b − 2πg(0) · I∥L2→L2 > 0.

具体证明可参见文献 [12].
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对于 Rg;b 在 Lp(R) 中的收敛性, 我们有以下结论.

命题 1.3 [12,定理 1.3] 设窗函数 g 满足条件下列条件之一:

(i) g ∈ W (R) ∩ C(R) 并且 ĝ ∈ L1(R);
(ii) g 在 R 上局部绝对连续并且 g, g′ ∈ L1(R),

则 Rg;b 在 Lp(R) 上有定义并且

lim
b→0+

∥Rg;b − 2πg(x0) · I∥Lp→Lp = 0, 1 < p < ∞.

本文中, 我们考虑以下问题:

问题 1.1 给定常数 x0 ∈ R, b > 0. 令

(SN ;bf)(x) =
b

2πg(x0)

N∑
k=−N

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx.

当 g 满足什么条件以及在什么意义下有

lim
N→∞

(SN ;bf)(x) = f(x).

我们证明, 当 g 满足适当的光滑和衰减条件并且 f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞ 时, 上述极限在几乎处处

收敛以及 Lp(R) 中范数收敛的意义下成立, 其证明用到著名的 Carleson-Hunt 定理和极大函数理论.

本文结构如下: 第 2节简要介绍证明逐点收敛所用到的极大函数理论;第 3节证明 SN ;bf 在 Lp(R)
空间的收敛性, 特别地, 对于 p = 2, 我们给出 SN ;bf 收敛的充分必要条件.

2 极大函数与逐点收敛

极大函数法是调和分析中证明逐点收敛的常用方法 [13,14]. 为保持完整,我们给出下述命题的一个

证明.

命题 2.1 设 {Λn : n > 0}是 Lp(X)到 Lq(Y )的一列有界线性算子, 其中 X 和 Y 是 R的子集,

p, q > 1 为常数. 设存在常数 C 使得∥∥∥ sup
n>1

|(Λnf)(y)|
∥∥∥
Lq(Y )

6 C∥f∥Lp(X), ∀ f ∈ Lp(X),

并且对 Lp(X) 的某个稠密子集 F 中的每个函数 f 和任意 y ∈ Y , {(Λnf)(y) : n > 1} 收敛, 则对任何

f ∈ Lp(X), {(Λnf)(y) : n > 1} 在 Y 上几乎处处收敛.

证明 固定某个 f ∈ Lp(X). 对任何 ε > 0, 存在某个 f̃ ∈ F 使得

∥f − f̃∥Lp(X) < ε.

因为

lim
n→∞

(Λnf̃)(x) = f̃(x), ∀x ∈ X,

所以,

lim sup
n,m→∞

|(Λnf̃)(x)− (Λmf̃)(x)| = 0, ∀x ∈ X.

547



孙文昌: 窗口 Fourier 变换反演公式的级数表示

因此, ∥∥∥ lim sup
n,m→∞

|(Λnf)(x)− (Λmf)(x)|
∥∥∥
Lp(X)

6
∥∥∥ lim sup

n→∞
|(Λn(f − f̃))(x)|

∥∥∥
Lp(X)

+
∥∥∥ lim sup

n,m→∞
|(Λnf̃)(x)− (Λmf̃)(x)|

∥∥∥
Lp(X)

+
∥∥∥ lim sup

m→∞
|(Λm(f − f̃))(x)|

∥∥∥
Lp(X)

6 2
∥∥∥ sup

n>1
|(Λn(f − f̃))(x)|

∥∥∥
Lp(X)

6 2C∥f − f̃∥Lp(X)

< 2Cε.

由 ε 的任意性得 ∥∥∥ lim sup
n,m→∞

|(Λnf)(x)− (Λmf)(x)|
∥∥∥
Lp(X)

= 0.

所以, 极限 limn→∞(Λnf)(x) 在 X 上几乎处处存在.

3 窗口 Fourier 变换的反演公式

本节研究 SN ;bf 在各种函数空间的收敛性. 首先,我们介绍一些预备结果.下面是关于窗口 Fourier

变换的一个恒等式, 其证明可参见文献 [5, 引理 3.1.1].

命题 3.1 对任何 f, g ∈ L2(R), 有

(Vgf)(x, ω) =
1

2π
(Vĝ f̂)(ω,−x)e−ixω.

Zak 变换是时频分析中的常用工具. 给定 f ∈ L2(R), 它的 Zak 变换定义为

(Zf)(x, ω) =
∑
k∈Z

f(x+ k)e−ikω.

可以证明, Zak 变换是 L2(R) 到 L2([0, 1]× [−π, π]) 的等距变换. 下面的结果表明, 一个函数的 Zak 变

换可以用它的 Fourier 变换的 Zak 变换来表示.

命题 3.2 [15,引理 6.2] 设 f ∈ L2(R), 对几乎所有的 (x, ω) ∈ R2, 有∑
k∈Z

f(x+ k)e−ikω = eixω
∑
k∈Z

f̂(ω + 2kπ)ei2kπx. (3.1)

3.1 紧支集 Lp 函数的重构公式

Fourier级数的逐点收敛性是调和分析中一个深刻的经典结果. Carleson [16] 证明了 L2[−π, π]中函

数的 Fourier级数在 [−π, π]上几乎处处收敛. Hunt [17] 把这一结果推广到 Lp[−π, π]空间, 1 < p < ∞.

Kenig 和 Tomas [18] 证明了 Lp(R) 上的 Fourier 积分有类似的结论. 这里我们引用文献 [13] 中的一个

结果.

命题 3.3 [13,定理 3.6.15] 对 N > 1, 定义

DN (x) =
sin(2N + 1)x/2

sinx/2
,
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则对任何 1 < p < ∞, 存在常数 Cp, 使得对任何 f ∈ Lp[−π, π],∥∥∥ sup
N>1

|(f ∗DN )(x)|
∥∥∥
Lp[−π,π]

6 Cp∥f∥Lp[−π,π].

由上述命题立刻得到以下推论.

推论 3.4 对任何 f ∈ Lp[−Ω,Ω], 我们有(
π

Ω

)p ∫ Ω

−Ω

sup
N>1

∣∣∣∣ ∫ Ω

−Ω

f(y)DN

(
π

Ω
(x− y)

)
dy

∣∣∣∣pdx 6 Cp
p

∫ Ω

−Ω

|f(x)|pdx.

证明 由命题 3.3, 我们有∫ π

−π

sup
N>1

∣∣∣∣ ∫ π

−π

f

(
Ω

π
y

)
DN (x− y)dy

∣∣∣∣pdx 6 Cp
p

∫ π

−π

∣∣∣∣f(Ω

π
x

)∣∣∣∣pdx.
作一个简单的变量替换 (x, y) → (πx/Ω, πy/Ω) 即可得到待证结论.

下面是命题 3.3 的另一个推论.

推论 3.5 设 {ck : k ∈ Z} ∈ ℓ2, 则对任何 b > 0, 我们有∫ π/b

−π/b

sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

cke
ikbx

∣∣∣∣2dx 6 C2
2

2πb

∑
k∈Z

|ck|2,

其中 C2 与命题 3.3 中的常数相同.

证明 令 f(x) =
∑

k∈Z cke
ikbx, 则 f ∈ L2[−π/b, π/b] 并且

ck =
b

2π

∫ π/b

−π/b

f(x)e−ikbxdx.

于是, ∫ π/b

−π/b

sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

cke
ikbx

∣∣∣∣2dx =
b2

4π2

∫ π/b

−π/b

sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

∫ π/b

−π/b

f(y)e−ikbyeikbxdy

∣∣∣∣2dx
6 C2

2

4π2

∫ π/b

−π/b

|f(x)|2dx (推论 3.4)

=
C2

2

2πb

∑
k∈Z

|ck|2.

证毕.

下面我们来证明, 对于合适的 f , 当 N 趋于无穷时, SN ;bf 一致收敛到 f .

引理 3.6 设 Ω和 b是正常数且满足 Ωb 6 π, ĝ ∈ L1(R), f 连续, supp f ⊂ [−Ω,Ω]并且 f̂ ∈ W (R),
则有

lim
N→∞

sup
|x|6Ω

|f(x)− (SN ;bf)(x)| = 0. (3.2)

从而,

lim
N→∞

∥f − SN ;bf∥Lp[−Ω,Ω] = 0.
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证明 在 (3.1) 中以 f(2π · /b) 代替 f , 有∑
k∈Z

f̂(y + kb)ei(y+kb)x =
2π

b

∑
n∈Z

f

(
x+

2nπ

b

)
e−i2πny/b, a.e.

所以, 对几乎所有的 x ∈ [−Ω,Ω],∑
k∈Z

f̂(y + kb)ei(y+kb)x =
2π

b
f(x), a.e. y ∈ R.

由命题 3.1,

N∑
k=−N

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx =

N∑
k=−N

1

2π
(Vĝ f̂)(kb, x0 − x)eix0kb

=

N∑
k=−N

1

2π

∫
R
f̂(y)ĝ(y − kb)eiyxe−ix0(y−kb)dy

=
1

2π

N∑
k=−N

∫
R
f̂(y + kb)ei(y+kb)xĝ(y)e−ix0ydy. (3.3)

所以,

f(x)− b

2πg(x0)

N∑
k=−N

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx =

b

4π2g(x0)

∫
R

∑
|k|>N

f̂(y + kb)ei(y+kb)xĝ(y)eix0ydy.

因为上式左端关于 x 连续, 所以,

sup
x∈R

∣∣∣∣f(x)− b

2πg(x0)

N∑
k=−N

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx

∣∣∣∣ = ∥∥∥∥f − b

2πg(x0)

N∑
k=−N

(Vgf)(· − x0, kb)e
ikb·

∥∥∥∥
∞

6 b

4π2|g(x0)|

∫
R

∑
|k|>N

|f̂(y + kb)| · |ĝ(y)|dy.

注意到 ĝ ∈ L1(R) 并且
∑

|k|>N |f̂(y + kb)| 6 2∥f̂∥W ;b, 由控制收敛定理可知结论成立.

下面给出本小节的主要结果.

定理 3.7 设 ĝ ∈ L1(R). 对任何 0 < b 6 π/Ω, f ∈ Lp[−Ω,Ω], 1 < p < ∞, 我们有

f(x) =
b

2πg(x0)

∑
k∈Z

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbxχ[−Ω,Ω](x), (3.4)

其中上式右端级数在 Lp[−Ω,Ω] 中收敛并在 [−Ω,Ω] 上几乎处处收敛.

证明 对任何 f ∈ Lp[−Ω,Ω], 由 (3.3) 得

(SN ;bf)(x) =
b

4π2g(x0)

N∑
k=−N

∫
R
f̂(y + kb)ei(y+kb)xĝ(y)e−ix0ydy

=
b

4π2g(x0)

∫
R

N∑
k=−N

f̂y(kb)e
i(y+kb)xĝ(y)e−ix0ydy, (3.5)
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其中 fy(x) = f(x)e−ixy. 由 Minkovski 不等式,

∥∥∥ sup
N>1

|(SN ;bf)(x)|
∥∥∥
Lp[−Ω,Ω]

6 b

4π2|g(x0)|

∫
R

∥∥∥∥ sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

f̂y(kb)e
ikbx

∣∣∣∣∥∥∥∥
Lp[−Ω,Ω]

|ĝ(y)|dy

6 b

4π2|g(x0)|

∫
R

∥∥∥∥ sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

f̂y(kb)e
ikbx

∣∣∣∣∥∥∥∥
Lp[−π/b,π/b]

|ĝ(y)|dy

6 Cp

4π2|g(x0)|

∫
R
∥fy∥Lp[−π/b,π/b] · |ĝ(y)|dy (推论 3.4)

=
Cp∥ĝ∥1

4π2|g(x0)|
∥f∥Lp[−Ω,Ω], N > 1.

所以, SN ;b 关于 N 一致有界.

另一方面, 由引理 3.6,当 f ∈ C∞
c [−Ω,Ω]时, SN ;bf 在 Lp[−Ω,Ω]中收敛到 f . 因为 C∞

c [−Ω,Ω]在

Lp[−Ω,Ω] 中稠密, 所以, 对任何 f ∈ Lp[−Ω,Ω], (3.4) 中级数在 Lp[−Ω,Ω] 中收敛到 f .

再次利用 C∞
c [−Ω,Ω] 在 Lp[−Ω,Ω] 中的稠密性, 由 (3.2) 和命题 2.1 可得 (3.4) 中级数在 [−Ω,Ω]

上几乎处处收敛. 证毕.

3.2 平方可积函数的重构公式

本小节研究当 f ∈ L2(R) 时 SN ;bf 的收敛性.

首先我们证明, 对于好函数, (SN ;bf)(x) 在 R 上一致收敛于 f .

引理 3.8 设 b > 0 为常数, g 连续, ĝ ∈ W (R) 并且 g(x0 + 2kπ/b) = 0, k ∈ Z \ {0}. 当 f ∈ Cc(R)
并且 f̂ ∈ L1(R) 时, 我们有

lim
N→∞

sup
x∈R

|f(x)− (SN ;bf)(x)| = 0. (3.6)

证明 令

G(y) =
∑
k∈Z

ĝ(y − kb)eix0(y−kb).

因为 ĝ ∈ L1(R), G 在 R 上有定义并且 G ∈ L1[0, b]. 另一方面, 注意到∫ b

0

G(y)ei2nπy/bdy =

∫ b

0

∑
k∈Z

ĝ(y − kb)eix0(y−kb)ei2nπy/bdy

=

∫
R
ĝ(y)eix0yei2nπy/bdy

= 2πg

(
x0 +

2nπ

b

)
= 0, n ̸= 0, (3.7)

我们有

G(y) =
2πg(x0)

b
, a.e.

由 (3.3) 得

N∑
k=−N

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx =

1

2π

∫
R
f̂(y)eiyx

N∑
k=−N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb)dy. (3.8)
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于是,

f(x)− (SN ;bf)(x) =
b

4π2g(x0)

∫
R
f̂(y)eiyx

∑
|k|>N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb)dy. (3.9)

所以,

sup
x∈R

|f(x)− (SN ;bf)(x)| 6
b

4π2|g(x0)|

∫
R
|f̂(y)|

∑
|k|>N

|ĝ(y − kb)|dy.

因为 f̂ ∈ L1(R) 并且
∑

|k|>N |ĝ(y − kb)| 6 2∥g∥W ;b, 由控制收敛定理可知结论成立.

下面给出 SN ;bf 在 L2(R) 上收敛的充分必要条件.

定理 3.9 设 b > 0 为常数, g ∈ L2(R) 是连续函数并且 ĝ ∈ W (R), 则以下两条等价:

(i) 对任何 f ∈ L2(R),

f(x) =
b

2πg(x0)

∑
k∈Z

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx, (3.10)

上式右端级数在 L2(R) 中收敛并在 R 上一致收敛;

(ii) g(x0 + 2kπ/b) = 0, k ∈ Z \ {0}.
注 3.10 当 g 可微并且 supp g ⊂ [x0 −Ω, x0 +Ω]时, g 满足定理 3.9的条件,其中 0 < Ω < 2π/b,

其证明见注 3.15.

证明 先证 (ii)⇒(i). 由 Parserval 恒等式和 (3.9) 可得

∥f − SN ;bf∥22 =
1

8π3|g(x0)|2

∫
R
|f̂(y)|2

∣∣∣b ∑
|k|>N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb)
∣∣∣2dy.

因为 ĝ ∈ W (R), 所以,
∑

k∈Z |ĝ(y − kb)| 6 2∥ĝ∥W ;b, ∀ y ∈ R. 由控制收敛定理,

lim
N→∞

∥f − SN ;bf∥2 = 0.

这就证明了 L2 中的范数收敛.

下证逐点收敛性. 固定某个 n ∈ Z, 由 (3.3),∥∥∥ sup
N>1

|(SN ;bf)(x)|
∥∥∥
L2[(2n−1)π/b,(2n+1)π/b]

6 b

4π2|g(x0)|

∫
R

∥∥∥∥ sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

f̂(y + kb)ei(y+kb)·
∣∣∣∣∥∥∥∥

L2[(2n−1)π/b,(2n+1)π/b]

|ĝ(y)|dy

=
b

4π2|g(x0)|

∫
R

∥∥∥∥ sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

f̂(y + kb)ei(y+kb)(·+2nπ/b)

∣∣∣∣∥∥∥∥
L2[−π/b,π/b]

|ĝ(y)|dy

=
b

4π2|g(x0)|

∫
R

∥∥∥∥ sup
N>1

∣∣∣∣ N∑
k=−N

f̂(y + kb)eikb·
∣∣∣∣∥∥∥∥

L2[−π/b,π/b]

|ĝ(y)|dy

6 C2b
1/2

(2π)5/2|g(x0)|

∫
R

(∑
k∈Z

|f̂(y + kb)|2
)1/2

|ĝ(y)|dy (推论 3.5)

6 C2b
1/2

(2π)5/2|g(x0)|

(∫
R

∑
k∈Z

|f̂(y + kb)|2|ĝ(y)|dy
)1/2(∫

R
|ĝ(y)|dy

)1/2
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=
C2(b∥ĝ1∥1)1/2

(2π)5/2|g(x0)|

(∫
R
|f̂(y)|2

∑
k∈Z

|ĝ(y − kb)|dy
)1/2

6 C2(2b∥ĝ∥1∥ĝ∥W ;b)
1/2

4π2|g(x0)|
∥f∥2,

其中 C2 为命题 3.3 中定义的常数.

由引理 3.8, 当 f ∈ Cc(R) 并且 f̂ ∈ L1(R) 时, (SN ;bf)(x) 在 R 上逐点收敛于 f(x). 由命题 2.1, 极

限 limN→∞(SN ;bf)(x) 在 [(2n− 1)π/b, (2n+ 1)π/b] 上几乎处处存在. 由 n 的任意性可知结论成立.

下证 (i)⇒(ii). 对任何 f ∈ L2(R), 我们有

(SN ;bf)(x) =
1

2π

∫
R
f̂(y)eiyx

b

2πg(x0)

N∑
k=−N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb)dy.

所以,

∥SN ;bf − f∥22 =
1

2π

∫
R
|f̂(y)|2

∣∣∣∣ b

2πg(x0)

N∑
k=−N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb) − 1

∣∣∣∣2dy.
因为 ĝ ∈ W (R), 由控制收敛定理得

1

2π

∫
R
|f̂(y)|2 lim

N→∞

∣∣∣∣ b

2πg(x0)

N∑
k=−N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb) − 1

∣∣∣∣2dy = 0.

因此,

lim
N→∞

∣∣∣∣ b

2πg(x0)

N∑
k=−N

ĝ(y − kb)e−ix0(y−kb) − 1

∣∣∣∣ = 0, a.e.

于是,

g

(
x0 +

2nπ

b

)
=

1

2π

∫ b

0

∑
k∈Z

ĝ(y − kb)eix0(y−kb)ei2nπy/bdy = 0, n ∈ Z \ {0}.

证毕.

3.3 Lp 空间上的重构公式

为研究 SN ;bf 在 Lp(R) 空间上的收敛性, 我们需要窗函数 g 满足较强的条件.

首先, 我们引入关于 Fourier 积分的 Carleson-Hunt 定理.

命题 3.11 [19,定理 11.3.3] 设 A > 0, 1 < p < ∞, 定义

(TAf)(x) =

∫
R
f(y)

sinA(x− y)

π(x− y)
dy, f ∈ Lp(R), (3.11)

则 TA 是 Lp(R) 上的有界线性算子并且存在常数 Cp 使得∥∥∥ sup
A>0

|(TAf)(x)|
∥∥∥
p
6 Cp∥f∥p.

为证明 SN ;bf 的收敛性, 我们需要关于 Fourier 乘子的一个结果.
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命题 3.12 [20,命题 3.8] 设 h是 R上有界变差函数, (Tf )̂ = h·f̂ , f ∈ L2(R),则 T 可以延拓为 Lp(R)
上的有界线性算子并且

∥Tf∥p 6 CpVh∥f∥p, ∀ f ∈ Lp(R),

其中 1 < p < ∞, Vh 是 h 在 R 上的全变差, Cp 为仅依赖于 p 的常数.

与前面几节类似, 首先研究 SN ;bf 在 Lp(R) 的某个稠密子集上的收敛性.

引理 3.13 设 b > 0 为常数, g(x+ x0) = 2h(x)(sin bx/2)/x, 其中 h 为连续函数且 ĥ ∈ L1(R), 则
对任何 f ∈ C∞

c (R),
lim

N→∞
∥f − SN ;bf∥p = 0, 1 < p < ∞.

证明 因为 g(x+ x0) = 2h(x)(sin bx/2)/x, 所以,

ĝ(ω) = e−iωx0

∫ b/2

−b/2

ĥ(ω − t)dt = e−iωx0

∫ ω+b/2

ω−b/2

ĥ(t)dt. (3.12)

因此, ĝ ∈ W (R).
设 supp f ⊂ [−Ω,Ω], 其中 Ω > 0. 由 (3.6) 得

lim
N→∞

∥f − SN ;bf∥∞ = 0.

由控制收敛定理,

lim
N→∞

∥(f − SN ;bf) · χ[−2Ω,2Ω]∥p = 0. (3.13)

另一方面, 记

K(x, y) =
2∥h∥∞
|y − x|

,

则有

(SN ;bf)(x) =
b

2πg(x0)

N∑
k=−N

∫
R
f(y)g(y − x+ x0)e

−ikbyeikbxdy

=
b

2πg(x0)

∫
R
f(y)g(y − x+ x0)DN (b(y − x))dy

=
b

2πg(x0)

∫
|y|6Ω

f(y)h(y − x)
sin(2N + 1)b(y − x)/2

(y − x)/2
dy.

所以,

|(SN ;bf)(x)| 6
b

2π|g(x0)|

∫
|y|6Ω

|f(y)|K(y − x)dy.

由 Minkovski 不等式, (∫
|x|>2Ω

∣∣∣∣ ∫
|y|6Ω

K(x, y)|f(y)|dy
∣∣∣∣pdx)1/p

6
∫
|y|6Ω

|f(y)|
(∫

|x|>2Ω

|K(x, y)|pdx
)1/p

dy

6 2∥h∥∞
∫
|y|6Ω

|f(y)|
(∫

|x|>2Ω

dx

|x− y|p

)1/p

dy
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= Mp∥f∥1 6 Mp(2Ω)
1/p′

∥f∥p,

其中 Mp 为常数, 1/p+ 1/p′ = 1. 再次利用控制收敛定理得

lim
N→∞

∥(f − SN ;bf) · χR\[−2Ω,2Ω]∥p = 0. (3.14)

合并 (3.13) 和 (3.14) 可知结论成立.

下面给出本文的主要结果.

定理 3.14 设 b > 0为常数, 窗函数 g 满足 g(x+ x0) = 2h(x)(sin bx/2)/x, 其中 h为连续函数并

且 ĥ ∈ L1(R), 则对任何 1 < p < ∞,

f(x) =
b

2πg(x0)

∑
k∈Z

(Vgf)(x− x0, kb)e
ikbx, ∀ f ∈ Lp(R), (3.15)

其中上式右端级数在 Lp(R) 中收敛并在 R 上几乎处处收敛.

证明 由已知, 当 1 < p < ∞ 时, g ∈ Lp(R). 因此, Vgf 在 R2 上有定义. 另一方面, 由 (3.12) 可

知, ĝ ∈ W (R).
对任何 f ∈ Lp ∩ L2(R), 我们有

(SN ;bf)(x) =
b

2πg(x0)

N∑
k=−N

∫
R
f(y)g(y − x+ x0)e

−ikbydyeikbx

=
b

2πg(x0)

∫
R
f(y)g(y − x+ x0)DN (b(y − x))dy

=
b

2πg(x0)

∫
R
f(y)h(y − x)

sin(2N + 1)b(y − x)/2

(y − x)/2
dy

=
b

4π2g(x0)

∫
R
f̂(ω)eiωxdω

∫ (2N+1)b/2

−(2N+1)b/2

ĥ(ω − t)dt. (3.16)

所以,

(SN ;bf )̂ = ĥ1f̂ , f ∈ L2(R),

其中

ĥ1(ω) =
b

2πg(x0)

∫ (2N+1)b/2

−(2N+1)b/2

ĥ(ω − t)dt =
b

2πg(x0)

∫ ω+(2N+1)b/2

ω−(2N+1)b/2

ĥ(t)dt

的全变差不超过 b∥ĥ∥1/(π|g(x0)|). 由命题 3.12, 存在不依赖于 N 的常数 Cp,b,h, 使得

∥SN ;bf∥p 6 Cp,b,h∥f∥p, f ∈ Lp(R), N > 1,

即 SN ;b 在 Lp(R) 上一致有界. 另一方面, 由引理 3.13, 当 f ∈ C∞
c (R) 时, SN ;bf 在 Lp(R) 上收敛于 f .

因为 C∞
c (R) 在 Lp(R) 中稠密, 所以, 对任何 f ∈ Lp(R), SN ;bf 在 Lp(R) 中收敛于 f .

下证逐点收敛性. 固定某个 t ∈ R, 定义算子 Mt 为

(Mtf)(x) = f(x)e−itx.

当 f ∈ C∞
c (R) 时, 由 (3.16) 得

(SN ;bf)(x) =
b

4π2g(x0)

∫
R
f̂(ω)eiωxdω

∫ ω+(2N+1)b/2

ω−(2N+1)b/2

ĥ(t)dt
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=
b

4π2g(x0)

∫
R
ĥ(t)dt

∫ t+(2N+1)b/2

t−(2N+1)b/2

f̂(ω)eiωxdω

=
b

4π2g(x0)

∫
R
ĥ(t)dt

∫ (2N+1)b/2

−(2N+1)b/2

f̂(ω + t)eiωxeitxdω

=
b

2πg(x0)

∫
R
ĥ(t)(M−tT(2N+1)b/2Mtf)(x)dt,

其中算子 T(2N+1)b/2 由 (3.11) 定义. 因为 C∞
c (R) 在 Lp(R) 中稠密, 所以,

(SN ;bf)(x) =
b

2πg(x0)

∫
R
ĥ(t)(M−tT(2N+1)b/2Mtf)(x)dt, ∀ f ∈ Lp(R).

由 Minkovski 不等式,∥∥∥ sup
N>1

|(SN ;bf)(x)|
∥∥∥
p
6 b

2π|g(x0)|

∫
R
|ĥ(t)|

∥∥∥ sup
N>1

|(M−tT(2N+1)b/2Mtf)(x)|
∥∥∥
p
dt

=
b

2π|g(x0)|

∫
R
|ĥ(t)|

∥∥∥ sup
N>1

|(T(2N+1)b/2Mtf)(x)|
∥∥∥
p
dt

6 b

2π|g(x0)|

∫
R
|ĥ(t)|Cp∥Mtf∥pdt (命题 3.11)

=
b

2π|g(x0)|

∫
R
|ĥ(t)|Cp∥f∥pdt

=
bCp∥ĥ∥1
2π|g(x0)|

∥f∥p, ∀ f ∈ Lp(R).

另一方面, 由引理 3.8, 当 f ∈ C∞
c (R) 时, (SN ;bf)(x) 在 R 上一致收敛于 f(x). 由命题 2.1 可知结

论成立.

注 3.15 当 g 可微并且 supp g ⊂ [x0−Ω, x0+Ω]时 g 满足定理 3.14的条件,其中 0 < Ω < 2π/b.

事实上, 令 h(x) = xg(x + x0)/(2 sin bx/2), 则 h 是紧支集连续可微函数, 从而, h, h′ ∈ L2(R).
因此,

ĥ(ω) =
1

1 + |ω|
· (1 + |ω|)ĥ(ω) ∈ L1(R).

由 (3.12) 可知, ĝ ∈ W (R).
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Inversion of the continuous windowed Fourier transform using

discrete series

SUN WenChang

Abstract We study the inversion formula for the continuous windowed Fourier transform. Different from the

classical ones where a single or double integral is involved, we show that for a large class of window functions, a

function can be reconstructed from its continuous windowed Fourier transform with a discrete series. Moreover,

we show that the series is convergent almost everywhere on R as well as in Lp(R) if the function to be reconstructed

is. In particular, for the case of p = 2, we give a necessary and sufficient condition for the series to be convergent

to the original function.
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