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摘要    我们讨论了两部分内容: 含分数阶导数阻尼的单自由度线性振动系统的稳定

性和受分数阶状态反馈控制的线性振动系统的闭环稳定性. 首先从稳定性分析的角度

研究了线性振动系统的阻尼表示, 严格证明了介于0和2之间的任意分数阶导数项都可

以起到阻尼作用. 进而又研究了采用分数阶控制器来调节线性振动系统的闭环稳定性, 
给出了确定控制增益的一般步骤使闭环系统具有渐近稳定性, 得到了分数阶对稳定性

增益区域的影响规律. 和经典的速度反馈只能调节阻尼的大小不同, 分数阶状态反馈

不仅可以调节阻尼力, 也调节弹性恢复力. 稳定性切换是我们理论分析的主要思路和

方法, 研究表明, 它是研究含分数阶导数动力系统稳定性的一种普遍有效的方法.  
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具有质量 m、阻尼系数 c、弹性系数 k 的单自由

度线性振动系统满足运动微分方程: 

 ( ) ( ) ( ) ( ),my t c y t ky t f t+ + =  (1) 

其中 ( )y t 表示位移, ( )cy t− 为黏性阻尼力, ( )ky t− 是

弹性恢复力, f (t)是外激励. 这个模型应用非常广泛, 
是振动力学的基础. 1984年, Bagley和Torvik[1]在研究

浸入 Newton 流体中的刚性板的运动时提出了如下含

分数阶导数的力学模型: 

 3/ 2
0( ) ( ) ( ) ( )Ay t B D y t Cy t f t+ + = , (2) 

其中 3/ 2
0 ( )D y t 是分数阶导数, 用于表征阻尼力. 正

是由于 Bagley 和 Torvik 等人的系列工作[1~5], 分数微

积分引起了工程技术人员越来越多的关注, 特别是在 

黏弹性理论[6~12]中得到了成功的应用. 分数阶导数与

分数阶积分的最基本特征是记忆效应, 其演化与过去

历史有关, 因而对描述具有记忆特征的阻尼材料(如
磁流变液等)的本构关系是一种恰当的数学工具. 对
Bagley和 Torvik提出的力学模型作推广, 考察如下单

自由度线性振动系统自由振动的微分方程: 

 0( ) ( ) ( ) 0,my t c D y t ky tα+ + =  (3) 

其中 m, c, k 仍分别代表质量、“阻尼系数”和弹性系数. 
分数阶导数有多种定义[13~15], 其中 Riemann-Liouville
分数阶导数、Caputo 分数阶导数是两种应用最广泛的

定义, 前者对求分数阶导数的函数的要求低, 因而广

泛应用于问题的描述; 后者由于其 Laplace 变换公式

和整数阶导数的 Laplace 变换公式具有相同的形式, 
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因而在控制理论中广泛采用. 本文研究分数阶线性振

动系统的稳定性, 采用 Caputo 分数阶导数定义是合 
适的 .  对于实数α ,  记 [α ]为不超过α的最大整数 , 

[ ] 1,m α= + , 则函数 x(t)的α阶 Caputo 导数为 

 
( ) 

0 1 0

1 ( )d( ) ,
( ) ( )

mt
m

xD x t
m t

α
α
τ τ

α τ + −=
Γ − −∫  (4) 

其中 ( )zΓ 为 Gamma 函数, 定义为 

 
 

 0
1( ) e d ,  (Re( )>0),t zz t t z

+∞ − −Γ = ∫  

满足 ( 1) ( ).z z zΓ + = Γ  对该方程作无量纲化处理, 令 

 / , , ( ) ( ), /k m t t x t y t c kαω ω ω μ ω′ ′ ′= = = = , 

为方便起见, 仍记 t′为 t , 那么上述微分方程简化为 

 0( ) ( ) ( ) 0, ( 0),x t D x t x tαμ μ+ + = >  (5) 

若分数阶导数项具有阻尼力的耗散作用, 则系统(1)

的总能量 2 )( / 2E x x2= + 应随着时间增大而逐渐衰减

为零, 从而使平衡点 x(t)=0 (或者说, 方程的零解)渐
近稳定. 当α退化为 0 和 2 时, 该平衡点是临界稳定 
的. 因此, 我们要问: 当 0 2α< < 时, 系统(1)的平衡

点是否对 0μ > 都具有渐近稳定性? 

另一方面, 对于不稳定的振动系统, 或者对诸如

机械臂等具有极弱阻尼的系统来说, 即使其平衡点是

渐近稳定的, 也可能需要施加控制使闭环系统具有更

好的稳定性或其它控制性能 . 在各种控制策略    
中, PID 控制由于具有明确的物理意义、参数调整方

便、实现简单、结果可靠等优点而成为众多技术领域

的主导控制策略. 基于分数微积分的发展, Podlubny

提出了分数阶 PI Dλ μ 控制器理论 [13], 并得到了应      
用[13,16~20]. 这种控制器的主要优点是: 由整数阶的微

分/积分器到分数阶的微分/积分器扩展了控制器设计

的范围; 分数阶微分器具有记忆功能, 使得系统的历

史信息对其现在和未来都产生影响, 因而可提高控制

精度 , 且对控制增益的变化有更好的鲁棒性 . 文献

[21]提出了分数阶差分状态反馈的概念, 并证明了分

数(非整数)阶差分状态反馈控制具有最佳的稳定性.
若对单自由度线性振动系统 

( ) 2 ( ) ( ) 0x t x t x tξ+ + = (无量纲化方程), 

施加 PDα 反馈控制 0( ) ( )u x t D x tαγ μ= − − , 则闭环系

统的微分方程为 

 0( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ),x t x t x t x t D x tαξ γ ν+ + = − −  (6) 

以下将确定, 当 0 2α< < 时, 对哪些γ和ν值, 闭环系

统的平衡点是渐近稳定的? 
方程(5)和(6)都是含分数阶导数的微分方程, 常

被称为分数阶微分方程 [13~15]. 对这类微分方程 , 人 
们已经提出了 (Lyapunov 意义下 )稳定性的多种判  
据, 如特征根分析法[22,23]、轨道积分计算判别法[24,25]、

Nuquist 图示法[26]等. 如果μ的值或者γ与ν的值给定, 
那么这些稳定性条件很容易得到验证. 对于本文关心

的问题, μ或者γ与ν是待定参数, 这些稳定性判据无

法直接给出各参数的稳定性取值范围. 事实上, 这类

问题也属于分数阶动力系统的鲁棒稳定性研究范畴, 
目前结果还相当少 [27]. 本文将采用稳定性切换思想

分别解决上述两个问题.  

1  振动系统的稳定性分析 
当 1α = 时, 方程(5)是经典单自由度线性振动系

统的无量纲方程. 只要 0,μ >  方程零解是渐近稳定

的. 因此, 以下假定 1α ≠ , 研究方程(5)的渐近稳定

性, 并给出物理解释. 

1.1  基于稳定性切换的特征根分析 

首先设α为有理数: / ,k n kα β= =  且 0 2,α< <  

那么1 2 , .k n k n< ≠≤  此时, 方程(5)可写成如下递归

型分数阶微分方程: 

 2
0 0( ) ( ) ( ) 0.n kD x t D x t x tβ βμ+ + =  (7) 

按通常的做法, 对方程(7)作 Laplace 变换可得到形如

2 1 0n ks sβ βμ+ + = 的特征方程. 本文采用文献[28]中

的做法, 定义分数阶指数函数: 

 
def

0
ê ( ),

( 1)

j j
t

j

t E t
j

β
λ β
β β

λ λ
β

∞

=
= =

Γ +∑  (8) 

其中 ( )E tββ λ 为 Mittag-Leffler 函数, 则 

 0 ˆ ˆe et tDβ λ λ
β βλ= , 

假设分数阶微分方程(5)具有 ê tλ
β 形式的特解, 那么λ必
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是下述多项式 ( )p λ 的根: 

 2( ) 1,n kp λ λ μ λ= + +  (9) 

特征根  s 和λ之间的关系是 .sβλ =  以下称 ( )p λ 为方

程(5)或(7)的特征多项式(特征函数), ( )p λ 的根为方

程(5)或(7)的特征根. 
记 , ( 1,2, , 2 )j j nλ = 为 ( )p λ 的所有根 , 利用

Mittag-Leffler 函数的渐近公式[13]可以证明: 方程(5)
的零解渐近稳定的充分必要条件是所有特征根皆满

足[22~24,26]: 

 π π| arg( ) |
2 2n
βλ > = . (10) 

很明显, 如果μ的值给定, 那么条件(10)很容易

得到验证 . 然而 , 本文中的μ是未知参数 , 要了解

( )p λ 的根是实根还是复根、有多少实根和复根、各

根分布在什么地方等问题绝非易事, 难以直接检验条

件(10). 本节采用稳定性切换思想来检验这个条件. 
稳定性切换思想的关键是利用特征根λ对“阻尼

系数”μ的连续依赖性. 事实上, 视特征根λ为μ的函数, 
由隐函数求导法则有 

 d .
d

p pλ
μ λμ
∂ ∂= −
∂ ∂

 

于是, 只要μ满足 / 0p λ∂ ∂ ≠ , 即λ不是重根, 那么特

征根λ不仅连续依赖μ, 而且关于μ是可导函数, 其导

函数也是连续的. 当 ( )p λ 有重根时, 由多项式结式

理论知, ( )p λ 和 ( )p λ′ 的 Sylvester 结式必为零, 这是

一个关于μ的多项式方程 ( ) 0.S μ =  当 ( ) 0S μ = 且

( )p λ 有重根时, 并不意味着特征根不连续, 只是对

应的不同特征根曲线相交. 这表明, 在稳定性分析中, 
不需要区别 ( )p λ 是否有重根. 由于λ连续依赖 μ , 随

着 μ 的变化, 特征根由式(10)定义的复平面稳定性区

域进入不稳定区域, 或者由不稳定区域进入稳定区 
域, 必须跨过稳定区域的边界: 

 πarg( ) ,
2n

λ = ±  (11) 

因此, 为确定方程(5) 的零解稳定性, 令 iπ /(2 )e ,nrλ ±=  
2( 0, i 1),r > = −  分离 ( ) 0p λ = 的实部与虚部得 

 

2 πcos 1 0,
2

πsin 0,
2

n k

k

kr r
n

kr
n

μ

μ

⎧− + + =⎪⎪
⎨
⎪± =
⎪⎩

 (12) 

由于1 2 , ,k n k n< ≠≤  0,r >  所以方程(12)有解当且

仅当 0.μ =  这表明, 对所有 0,μ >  方程(5)零解的稳

定性保持不变.  

当 0μ = 时, 由 2 i(π+2 π)1 en jλ = − = 求得 ( )p λ 的 2n

个根为 

 
(2 1)π (2 1)πcos sin i,

2 2
(2 1)π (2 1)πcos sin i,

2 2

j

j

j j
n n

j j
n n

λ

λ

+ += +

+ += −
 

其中 0,1,2, , 1.j n= −  除了 0λ 和 0λ 在稳定性区域边

界外, 其余各根都在稳定性区域内, 因此, 只需确定

当μ由 0 变大到一个充分小的正数ε时, 0λ 和 0λ 是否

进入稳定性区域.  
为此, 令 0 ( i) ( ),a b oλ λ ε ε= + + +  那么由 ( )p λ =  

0 得 
2 2 1
0 0

1
0 0

2 ( i) ( ),

( ( i) ( )) 1 0,

n n

k k

n a b o

k a b o

λ λ ε ε

ε λ λ ε ε

−

−

+ + +

+ + + + + =
 

利用 2
0 1 0,nλ + =  上式可简化为 

2 1
02 ( i)nn a bλ − + 0 0,kλ+ ≈  

分离其实部和虚部可得关于 a, b 的线性方程组: 

 

(2 1)π (2 1)π π2 cos 2 sin cos 0,
2 2 2

(2 1)π (2 1)π π2 sin 2 cos sin 0.
2 2 2

n n kn a n b
n n n

n n kn a n b
n n n

− −− + =

− −

⎧
⎪

+ +
⎨

=

⎪

⎪
⎪⎩

(13) 

解之得 

1 ( 1)π 1 ( 1)πcos , sin
2 2 2 2

k ka b
n n n n

+ += = . 

于是原来位于稳定区域边界上的根λ0 变为 

 

π πcos sin i
2 2

( 1)π ( 1)πcos sin i ,
2 2 2

n n
k k

n n n

λ

ε

≈ +

+ +⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (14) 
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由 sin 0
2
k

n
π > 可知: 

 ( 1)π π ( 1)π πsin cos cos sin
2 2 2 2

k k
n n n n
+ +> , 

另外 cos 0,
2n
π >  所以对充分小的正数 ε, 特征根

0 ( i) ( )a b oλ λ ε ε= + + + 必满足稳定性条件: 

 

( 1)2 sin sin
2 2| arg( ) | arctan
π ( 1)π2 cos cos

2 2
πsin π2arctan ,
π 2cos

2

kn
n n

kn
n n

n
n

n

ε
λ

ε

π + π+
≈

++

> =

 (15) 

因此, 对所有 0,μ >  稳定性条件(10)总是满足的, 从

而方程(5)的零解是渐近稳定的. 
如果α为实数, 可取其为有理数序列的极限. 由

于在有理数情形, 0μ > 保证了方程(5)零解的稳定性, 

从而当 0 2α< < 且 0μ > 时, 方程(1)的零解是渐近稳

定的.  

1.2  物理解释 

上述分析表明, 当 0 2,α< <  0μ > 时, 方程(5)

的零解是渐近稳定的, 因而分数阶导数项 0 ( )D x tαμ−

的确具有阻尼力的耗散作用, 使得线性振动系统的能

量随时间增大而逐渐衰减为零. 
事实上, 当 0 2α< < 时, 方程(5)的零解稳定性对

所有 0μ > 保持一致, 因而只需考虑 0 1μ< 的情形. 

方程(5)描述的振动系统的能量函数为 

 2 21 1
2

,
2

E x x= +  

对其求导得功函数: 

 0) ( ,( )E x x x x D x tαμ== −+  (16) 

对于充分小的 0μ > , 除一个相位差外, 方程(5)的解

可表示为 ( ) sin .x t A t≈  由短时间记忆原理[13]可知, 对

充分大的时间 t 有: 0 ( ) ( ).D x t D x tα α
−∞≈  因此,  

 πsin sin ,
2

D t tα α
−∞

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 2 πcos sin ,
2

E A t t αμ ⎛ ⎞− +⎜≈ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

这就是说, 功函数是一个慢变的周期函数, 因而可以

其在 [0, 2π] 内的平均值代替, 即 

 

2  2

 0

2

πcos sin d
2π 2

π  sin ,
2 2

t t

A

E A t
πμ α

μ α

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

≈ ∫
 (18) 

当 0 2α< < 时皆有 0,E <  因而系统能量随时间增大

而逐渐衰减为零, 也就是说, 对充分小的 0,μ >  方程

(5)的零解是渐近稳定的.  

2  振动控制系统的稳定性分析 

本节我们研究在分数阶 PDα 控制 ( )u x tγ= − −  

0 ( ),D x tαν  0 2,α< <  作用下闭环系统(6)的零解稳

定性, 其中对无控制时系统的稳定性没有要求, 即其

中的阻尼系数 2ξ 可以取负数. 

2.1  闭环系统稳定性 

在分数阶 PDα 控制 0( ) ( )u x t D x tαγ ν= − − 作用下, 

闭环系统方程为  

 0( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ).x t x t x t x t D x tαξ γ ν+ + = − −  (19) 

此系统方程可转化为如下递归型分数阶微分方程: 

 
2

0 0 0( ) 2 ( )( )
(1 ) ( ) 0,    (1 2 , ),

n n kD x t D D x tx t
x t k n k n

β β βξ ν
γ

+ +
+ + = < ≠≤

 (20) 

 对应的特征多项式为 

 2( ) 2 1 ,n n kp λ λ ξλ ν λ γ= + + + +  (21) 

方程(19)的零解处于临界稳定的条件是 

 π| arg( ) | .
2n

λ =  (22) 

因此, 同样令 iπ /(2 )e , ( 0)nr rλ ±= > , 分离 ( )p λ 0= 的

实部和虚部得到: 
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2

π2 sin 0,
2

πcos 1 0,
2

n k

n k

kr

r
n

r

k

n

r ν γ

ξ ν⎛ ⎞± +

⎧− + + + =⎪⎪
⎨

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎪
⎪⎩

 (23) 

所以 ( ) 0p λ = 有解的条件是如下方程: 

 2 π2 cot 1 0
2

n n kr r
n

ξ γ+ − − =  (24) 

有正解. 记
2πcot (1 ),

2
k
n

ξ γ⎛ ⎞Δ = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 由二次代数方程

求根公式得 

 πcot ,
2

n kr
n

ξ= − ± Δ  

因此, r 取正数当且仅当下列条件之一成立: 
(ⅰ) 0Δ≥ 且1 0.γ+ >  此时 

 πcot 0;
2

n kr
n

ξ= − + Δ >  

(ⅱ) 0Δ≥ 且1 0γ+ < 以及
πcot 0.

2
k
n

ξ <  此时 

 πcot 0.
2

n kr
n

ξ= − − Δ >  

一旦得到 r 的一个正解, 由(23)式中的第二式即可得

ν 的值: 

 2ˆ .
πsin

2

n kr
k
n

ξν
−

= −  (25) 

 由于 r 含有增益γ, 所以公式(25)式给出了临界增

益对γ的一种显式依赖关系, 在 ( , )γ ν -平面画出一条

曲线将 1γ −≥ 或
2πcot 1

2
k
n

γ ξ⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ 定义的半平面

划分成若干区域, 在每个区域内, 闭环系统(19)平衡

点的稳定性保持不变, 在其中任取一对增益值, 用数

值方法即可检验相应的特征根是否都在稳定区域内, 
从而确定在该区域内的稳定性. 
 如果 0 1α< < , 1 0γ+ > , 则 k n< . 由(25)式可

知, 随着γ增大, 临界增益ν̂ 的值减小, 这表示稳定性

增益区域比 PD 控制的稳定性增益区域要扩大; 而当

1 2α< < 时, k n> , 于是随着γ增大(1 0γ+ > ), 临界

增益ν̂ 的值增大, 这表示稳定性增益区域比 PD 控制

的稳定性增益区域要减小. 因此, 从稳定性增益区域

大小的角度看, 宜采用 PDα 控制, 其中 0 1α< < . 
 对反馈增益γ和ν, 如果任意固定其中一个而让另

一个变化, 则闭环系统(19)式平衡点的稳定性最多发

生一次切换. 
例 1  当 0.1, 1/ 2ξ α= = 时, 闭环系统方程(19)为 

 1/2
0( ) 0.2 ( ) ( ) ( ) ( ).x t x t x t x t D x tγ ν+ + = − −  (26) 

上式可写成如下递归型分数阶微分方程: 

 4 2
0 0 0( ) 0.2 ( ) ( ) (1 ) ( ) 0,D x t D x t D x t x tα α αν γ+ + + + =   

其特征多项式为 

 4 2( ) 0.2 1 ,p λ λ λ ν λ γ= + + + +  

临界稳定的条件是
π π| arg( ) | ,

2 4
αλ = =  因此 , 令

iπ/4e , ( 0),r rλ ±= >  那么对应的方程(24)为 

 4 20.2 1 0,r r γ+ − − =  (27) 

此 方 程 有 正 解 当 且 仅 当 20.2 4(1 ) 0γΔ = + + ≥ 且

1 0,γ+ >  即 1.γ > −  此时 

22 0.2 0.2 4(1 ) 0,
2

r γ= − + + + >  

由方程(23)得临界增益值 

 2ˆ 0.2 0.2 0.2 4(1 ) ,ν γ= − − + + +  ( 1γ > − ). 

特别地, 当增益 0γ = 时, 方程(27)唯一的正根为

0.9513r = , 对应地有唯一的增益值 ˆ 0.2691.ν = −  此
时, ( )p λ 的 4 个根为 

 0.6727 0.6727i,±  0.6727 0.6727i,− ±   

方程零解处于临界稳定. 这就是说, 闭环系统对所有

实数 0.2691ν < − 和 0.2691ν > − 都各自具有相同的稳

定性.  
当 0 0.2691ν = > − 时 , ( )p λ 的根都在稳定区域 

中 , 而当 1 0.2691ν = − < − 时 , ( )p λ 有一对共轭复根
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0.6939 0.4703i± 不在稳定区域中 . 从而对所有ν <  

0.2691,−  闭环系统的平衡点是不稳定的 , 而当ν >  

0.2691− 时, 闭环系统的平衡点是渐近稳定的. 
一般地, 如图 1 所示, 在 ( , )γ ν -平面, 此函数的

图像将平面分成两个区域, 其中曲线的上方与 1γ = −

的右方定义的区域含点 ( , ) (0, 0)γ ν = , 因而是稳定性

区域, 即当 ( , )γ ν 在此区域取值时, 闭环系统(27)的平

衡点是渐近稳定的, 而在其它区域取值时, 平衡点是

不稳定的. 注意到, 如果采用经典 PD 控制, 则稳定

性区域为{( , ) : 1, 0.2}γ ν γ ν> − > − . 与 PDα
控制的稳

定性区域相比较, 该区域要小. 这表明, 采用 PDα
控

制可以扩大控制增益的稳定性区域. 

 

图 1  闭环系统(26)式的稳定性增益区域 
和经典 PD 控制相比较, 稳定性区域增大了; 虚线为 PD 控制稳定

性区域的下方边界 

 
如 果 对 ( ) 0.2 ( ) ( ) 0x t x t x t+ + = 实 施 反 馈 控 制

3/ 2
0( ) ( ),u x t D x tγ ν= − −  则闭环系统为 

 3/ 2
0( ) 0.2 ( ) ( ) ( ) ( ).x t x t x t x t D x tγ ν+ + = − −  (28) 

记 1/ 2,α =  则上述方程可写成如下递归型分数阶微

分方程: 

3 2
0 0 0( ) ( ) 0.2 ( ) (1 ) ( ) 0,D x t D x t D x t x tα α αν γ4 + + + + =  

其特征多项式为 

4 3 2( ) 0.2 1 ,p λ λ ν λ λ γ= + + + +  

令 iπ/4e , ( 0),r rλ ±= >  那么对应的方程(24)为 

 4 20.2 1 0,r r γ− − − =   

此方程有正解当且仅当 

(ⅰ) 20.2 4(1 ) 0γΔ = + + ≥ 且 1 0,γ+ > 即 1;γ > −  

此时 

 20.2 0.2 1 ,2 4( ) 0
2

r γ= + + + >  

或(ⅱ) 20.2 4(1 ) 0γΔ = + + ≥ 且1 0,γ+ <  即 1.01− ≤  

1;γ < −  此时 

 20.2 0.2 1 ,2 4( ) 0
2

r γ= − + + >  

相应的临界增益ν̂ 的值为 

 
2

2

0.4 / 0.2 0.2 4(1 ) , 1,
ˆ

0.4 / 0.2 0.2 4(1 ) , 1.01 1.

γ γ
ν

γ γ

⎧− + + + > −⎪= ⎨
⎪− − + + − < < −⎩

 

如图 2, ( , )γ ν -平面上的临界曲线将平面分成两

个区域, 其中该曲线的上方与 1.01γ = − 的右方定义

的区域含点 ( , ) (0,0),γ ν =  因而是闭环系统(28)平衡

点的稳定性区域(介于−1.01 与−1 之间的范围过小忽

略了). 与采用 PD 控制的稳定性区域相比要小一些, 
但区域边界变化不大. 

 

图 2  闭环系统(28)式的稳定性增益区域 
和经典 PD 控制相比较, 稳定性区域有所减小; 虚线为 PD 控制稳

定性区域的下方边界 

2.2  稳定性增益区域变化的物理解释 

在 2.1 节我们从数学上严格证明了, 对单自由度

线性受控系统方程(19), 如果 0 1α< < , 则除在原点

附件外, PDα 控制的稳定性增益区域比 PD 控制的稳
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定性增益区域要大. 为了更好地理解这一结论, 下面

试图给出物理解释. 由于 0 1α< < 和1 2α< < 两种情

况可类似处理, 下面仅讨论 0 1α< < 的情形. 
事实上 , 除相差一个相位角外 , 线性振动方程

(19)处于临界稳定时的稳态受扰运动具有形式

( ) sin ,x t A tω=  经典速度反馈 

 1( ) ( ) cosu t x t A tν ν ω ω= − = −  

是耗散力, 与系统阻尼力同相位, 故可直接调节系统

的稳定性 . 而对分数阶状态反馈 0( ) ( ),u t D x tα
α ν= −  

则对充分大的时间 t 有 

π( ) sin
2

π πcos sin sin cos ,
2 2

u t A t

A t A t

α
α

α α

αν ω ω

α αν ω ω ν ω ω

⎛ ⎞≈ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −
 (29) 

这表明, 分数阶反馈控制 ( )u tα 和经典速度反馈控制

有本质的不同, 其中含 cos tω 的项与系统阻尼力同相

位, 可调节阻尼力的大小, 而含 sin tω 的项与系统弹

性恢复力同相位, 可调节弹性恢复力的大小. 进一步, 

对分数阶 PDα 控制 0( ) ( ) ( ),u t x t D x tαγ ν= − −  对充分

大的时间 t 有 

π( ) sin sin
2

π π     cos sin sin cos ,
2 2

u t A t A t

A t A t

α

α α

αγ ω ν ω ω

α αν ω γ ω ν ω ω

⎛ ⎞≈ − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  (30) 
由于 0 1,α< <  从而有 

 π0 cos 1,
2
α< <  πsin .

2
A Aα αν ω ν ω<  (31) 

于是, (ⅰ) 分数阶反馈 ( )u tα 对系统稳定性的影响弱

于经典速度反馈 1( )u t . 随着分数阶 0,α →  这种影响

越来越弱; (ⅱ) 由公式(30)可知, 在临界稳定情形, 
增益γ的值越大, 使平衡点稳定的ν值下界越小. 因此, 

PDα 控制增益具有比 PD 控制增益更大的稳定区域. 

3  关于稳定性切换的小结 
从上面的分析可以看出, 稳定性切换思想是研究

含分数阶导数的线性振动系统与线性振动控制系统

稳定性的一种非常有效的方法. 该方法利用特征根对

阻尼系数或反馈增益的连续性, 首先求出使特征根位

于复平面稳定性区域边界时应满足的条件. 在单参数

情形, 由该条件可以确定所有临界参数值从而将参数

区间划分成若干小区间, 在每个小区间内, 系统平衡

点的稳定性保持不变; 而在两个参数的情形, 由临界

稳定条件可将参数区域划分成若干个小区域, 在每个

小区域内, 系统平衡点的稳定性是一致的. 此后, 可
在每个小区间(域)内任取一点, 运用数值方法检验稳

定性条件即可确定该区间(域)是否为稳定性区间(域). 
稳定性切换思想也适合于形式非常广泛的分数

阶动力系统的稳定性分析. 例如, 对含分数阶导数的

三阶微分方程: 

 1/3
0( ) ( ) ( ) 0,x t D x t x tμ+ + =  (32) 

 4/3
0( ) ( ) ( ) 0,x t D x t x tμ+ + =  (33) 

将其化为递归型分数阶微分方程分别为 

 9
0 0( ) ( ) ( ) 0,D t D x tx x tβ βμ+ + =  

 9 4
0 0( ) ( ) ( ) 0,xD t D x t x tβ βμ+ + =  

其中 1/ 3,β =  于是对应的特征多项式分别为

9 1 0,λ μ λ+ + =  9 4 1 0.λ μ λ+ + =  从而分数阶微分方

程的零解为渐近稳定的充要条件是 

 π| arg( ) | ,
6

λ >  (34) 

运用稳定性切换方法容易得知: 方程(32)的零解对所

有实数 μ 是不稳定的 ; 而方程 (33)的零解对所有

1.567μ < 不稳定, 但对 1.567μ > 具有渐近稳定性. 

4  结论 
对于单自由度线性振动系统, 本文采用稳定性

切换思想研究了由分数阶导数描述的阻尼项的耗散

作用和受分数阶 PDα 控制作用的闭环系统的稳定性, 
得到了如下结论: 

( ) ⅰ 当 0 2α< < 时 , 分数阶导数项 0 ( )D x tαμ−

对所有 0μ > 都具有阻尼力的耗散作用, 使得该线性

振动系统唯一的平衡点是渐近稳定的. 这就是说, 系
统振动仍然可以看作是外激励、阻尼力和弹性恢复力

联合作用下的运动.  



 
 
 

 
王在华等: 含分数阶导数阻尼的线性振动系统的稳定性 
 

 

1502 

( ) ⅱ 分数阶状态反馈和经典的速度反馈有本质

的不同, 它不仅可以调节线性振动系统阻尼力的大 
小, 还可以调节弹性恢复力的大小. 对单自由度线性

系统采用 PDα 反馈控制, 如果 0 1α< < 时, 则闭环系

统的稳定性增益区域比 PD 控制的稳定性增益区域要

扩大; 而当1 2α< < 时, 闭环稳定性增益区域比 PD

控制对应的稳定性增益区域要减小. 
( ) ⅲ 稳定性切换方法是研究分数阶动力系统稳

定性的一种普遍有效的方法, 其应用前提是特征根连

续依赖控制参数. 本文将稳定性切换思想创新性地应

用于复平面稳定性区域为角形区域的动力系统的稳

定性分析. 
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