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摘要    针对大型捆绑运载火箭所呈现出的低频密频模态、纵-横-扭强耦合、复杂局部

变形和发动机低频谐振以及多贮箱液体晃动的特点, 推导建立了工程实用的姿态动力

学模型. 基于牛顿-欧拉法建立了刚体质心和绕质心运动方程、液体晃动方程以及发动

机振动方程, 基于有限元方法建立了火箭弹性振动方程. 模型充分反映了发动机摆动、

液体晃动等活动质量相对箭体运动时对刚体运动和弹性振动的影响, 充分反映了刚-晃
-弹以及发动机低频谐振之间的耦合, 同时保留了工程上所熟悉的形式. 基于坐标变换

思想提出了弹性旋转矩阵方法求解复杂弹性变形后外力的大小和作用点, 推导过程中

严格按照定义求解, 避免了错项和漏项, 推导原理简明、概念清晰, 过程规范, 易于设

计人员理解. 基于  ADAMS 的虚拟样机仿真结果验证了本文推导模型的正确性.  
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为提高运载能力, 将更大有效载荷送入太空, 世

界各主要航天大国如俄、美、法等国家均研制和使用

了大型捆绑运载火箭. 从动力学角度考察国内外同

类捆绑火箭, 如大力神-IIIC[1]、土星V[2]、航天飞机[3]、

阿里安-4[4], CZ-2E[5]等可以看出, 随着火箭重量、推

力、和长细比的增大, 大型捆绑火箭表现出比一般火

箭更突出的  3 个特点:  
1)整体火箭呈现出低频密频模态、强耦合振动、

复杂的局部变形等特征 , 低阶模态中含有大量“呼
吸”、扭转、反向弯曲等局部模态, 如图  1 所示, 模态

特征比单根火箭的模态复杂很多;  
2)使用大推力发动机导致传动装置-摆动发动机

系统的固有频率很低, 可能和箭体弹性振动发生耦

合[6,7], 必须考虑发动机的振动方程;  
3)推进剂比重和贮箱个数增加导致刚晃、弹晃交

连耦合更加严重.  
因此, 大型捆绑运载火箭实际上是一个变质量、

刚、弹、晃和发动机振动相互耦合的复杂动力学系统, 
这给控制系统的分析和设计带来了新的困难. 在充

分考虑各种耦合的前提下对系统做必要的简化, 采
用简洁的建模方法推导建立工程实用的姿态动力学

模型已成为工程研制部门迫切需要研究解决的一个

关键技术.  
从建模对象上看, 大部分文献[6~10]均只针对单

根火箭的建模, 由于单根火箭横向振动与扭转、纵振

耦合很小, 因此根据单根连续梁、轴的振动微分方程

导出箭体的横向弯曲振动和轴向扭转振动方程, 这
种振动方程对于纵、横、扭强烈耦合的捆绑火箭来说

显然不再适用. 对捆绑火箭的弹性振动多为文字描

述[7], 没有系统的建模过程, 苏联的格拉德基[11]在其 
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图 1  捆绑火箭的三种局部模态 
(a) 呼吸模态; (b) 扭转模态; (c) 反向弯曲模态

著作中专门对捆绑火箭的振动进行了讨论, 他将捆

绑火箭视为多根梁组成的梁系, 按照梁振动理论建

立每根梁振动方程, 同时根据连接关系建立梁与梁

之间的力和位移协调条件, 用一组偏微分方程来描

述捆绑火箭的弹性振动, 这种方法烦杂琐碎, 不便于

工程应用.  
从建模原理和方法上看主要有两类, 一类是牛

顿－欧拉矢量力学方法[7~10], 直接应用动量定理和动

量矩定理列出箭体质心和绕质心运动方程, 由梁的

振动方程导出箭体振动方程, 然后分别求出推力、气

动力、发动机摆动和液体晃动惯性力、干扰力等外力

和力矩及其相应的广义力. 这种方法原理简明、概念

清晰、容易理解, 缺点是必须消除约束力并且推导带

有主观成分, 容易错加和漏加惯性力, 特别是对于捆

绑火箭复杂弹性变形后的外力求解. 另一类是以拉

格朗日方程为代表的分析力学方法, 主要有拟拉格

朗日方程[12,13]、凯恩方法以及使用达朗伯原理和虚位

移原理等得到的一些其他方法, 这类方法将系统作

为一个整体考虑, 不出现约束反力. 目前多采用混合

坐标法对火箭进行模化, 采用拟拉格朗日方程同时

导出刚体运动方程、弹性振动方程和液体晃动方程, 
最终得出一个刚-晃-弹耦合的动力学模型. 这种方法

概念严密, 推导过程规格化, 但过程繁琐, 物理意义

不直观, 不便于理解.  
本文吸收这两类方法的优点, 基于混合坐标法, 

采用质心运动定理和动量矩定理导出火箭刚体运动

方程、液体晃动方程和发动机振动方程, 采用有限元

理论描述捆绑火箭相对于等效刚体的复杂弹性振动

并进而导出整体火箭弹性振动方程, 最终得到综合

考虑刚-晃-弹以及发动机振动等相互耦合的捆绑火箭

姿态动力学模型. 推导过程中借鉴拉格朗日方程推

导规格化的特点, 严格按照力和力矩的定义来求解

火箭三维复杂弹性变形情况下的外力和力矩, 避免

了错加和漏加. 推导原理简明、概念清晰, 推导过程

严密, 易于工程人员理解. 所推导的数学模型保留了

工程上熟悉的形式, 突出了箭体各种耦合关系又不

过于繁琐, 适合于工程应用. 由于发动机和贮箱个数

众多, 推力、发动机摆动惯性力和液体晃动惯性力求

解十分烦杂, 所以本文只给出了主要原理, 思路和方

法, 而不介绍具体的推导过程.  

1  姿态动力学模型的建立 

1.1  基本假设 

推导过程中做如下假设:  
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①由于火箭在经历大范围空间运动时刚体运动

频率和箭体弹性振动频率相比很小, 刚体运动和弹

性振动之间交连很小, 所以工程上不考虑刚柔耦合

效应. 刚体运动和弹性振动之间主要通过结构变形

和外力的相互作用实现;  
②基于传统的小变形、小晃动、小转动、小扰动

假设, 弹性变形量、液体晃动量以及刚体运动角速度

均认为是小量;  
③由于火箭标准弹道位于一个平面内, 所以侧

向运动参数ψ, σ, β, γ, v假设为小量[10];  
④发动机摆角假设为小量;  
⑤火箭动力飞行段只有几分钟, 地球自转影响

微不足道, 故忽略地球自转角速度;  
⑥忽略发动机喷流和内部推进剂流动产生的附

加哥氏力、附加相对力矩、喷气阻尼力矩[9,10]以及转

动惯量变化引起的力矩;  
⑦略去高度变化对空气动力、空气动力矩和推力

的影响.  
基于以上假设, 箭体上的活动质量只包含发动

机摆动和推进剂晃动, 所以下文中的活动质量只表

示这两者相对于箭体的运动. 对于小量, 其正弦值等

于本身, 余弦值等于  1, 小量与小量的乘积作为高阶

小量予以忽略.  

1.2  坐标系定义 
建模过程中用到的坐标系有如下几个.  
发射惯性系  A: O−XYZ. 原点为发射点  O, OX 轴

在水平面内指向发射方向, OY  轴在铅垂面内与  OX  轴

垂直, 为右手系. 发射后原点和各坐标轴方向在惯性

空间保持不变.  
箭体系 B: O1−X1Y1Z1. 原点为火箭体质心 O1, O1X1 

为箭体纵轴并指向头部, O1Y1 在主对称平面内垂直于

O1X1 轴, X1O1Y1 平面在发射瞬时与  XOY 平面重合, 箭
体系符合右手定则. 这里的箭体系指等效刚体(未变

形时)的箭体系.  
弹性坐标系  D: o1−x1y1z1. 原点  o1 为火箭理论尖端

点, o1 x1 沿箭体纵轴指向尾端, o1 y1 轴位于主对称平面

内, 与  O1 Y1 轴同向, 为右手坐标系. 按此定义, o1 x1 与

O1 X1 反向, o1 z1 与  O1 Z1 反向. 弹性坐标系用于描述火

箭弹性振动.  
喷管坐标系  E: O2−X1Y1Z1. 其  3 个坐标轴与箭体

系坐标轴方向相同, 坐标原点  O2 为所讨论的发动机

铰链轴在该发动机所处火箭的纵轴上的投影点. 原
点 O2 位置随箭体变形在空间位置发生改变, 但  3 个坐

标轴始终与箭体系  3 轴平行. 不同的发动机喷管坐标

系不同.  
半速度坐标系  H: O1−XhYhZh. 原点  O1 为火箭质心, 

O1 Xh 指向质心速度方向, O1 Yh 在  OXY  平面内与  O1 Xh

垂直, O1 Zh 按右手法则确定. 半速度系和速度系之间

相差一个倾侧角  v[10].  
发射惯性系  A 与箭体系  B 间按“3-2-1”顺序定义俯

仰角  ϕ、偏航角ψ和滚动角γ , 与半速度系  H 间按“3-2”
顺序定义弹道倾角θ和弹道偏角σ; 箭体坐标系  B 与速

度坐标系  V 间按“3-2”顺序定义攻角α和侧滑角β. 发
射坐标系和箭体坐标系间变换矩阵为 

cos cos sin cos sin
cos sin sin sin cos sin sin sin cos cos cos sin .
cos sin cos sin sin sin sin cos cos sin cos cos

A

ϕ ψ ϕ ψ ψ
ϕ ψ γ ϕ γ ϕ ψ γ ϕ γ ψ γ 
ϕ ψ γ ϕ γ ϕ ψ γ ϕ γ ψ γ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

B

0r

R

 (1) 

1.3  姿态动力学方程一般形式 

1.3.1  箭体上任意点绝对加速度  如图 2 所示, 箭体

质心  O1 在发射惯性系中的矢径为 , 火箭上任意一

点  P(这里假设为活动质量)在箭体坐标系中弹性变形

前的矢径为 ρ , 相对箭体运动产生的位移为 1ρ , 相

对等效刚体纵轴的附加弹性位移为 ξ (指附加弹性平

动位移), 箭体旋转角速度为 1ω

0 1 .R= + + +

, P  点在发射惯性系中

的矢径为 

r r ρ ρ ξ  (2)  

由基本假设②, ξ 和 均为小量, 忽略二阶小

量, 则 点的绝对加速度为 
1ω

P

2 22 2
0 1 1 1 1

1 12 2 2 2
d d dd 2 ,

d dd d Rt t tt t t t
δ δ δ
δ δ δ

= + × + × + × + +
rr ω ω ρ ρ ξρ ρ ω  

 (3) 
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图 2  箭体上任意点的绝对位移 

1ρ 是发动机和晃动质量相对箭体运动产生的位移 , 

它和发动机摆角和晃动位移为线性关系, 如发动机

的摆长为  lR, 当摆角为  δ1 时, 在摆动方向产生的相对

箭体的位移为  液体晃动时相对箭体

的位移则直接等于晃动位移, 由基本假设②和④, 发
动机摆角和晃动位移均为小量, 所以

1sin ;Rl lδ δ≈ 1R

1ρ 也为同量级

小量, 忽略高阶小量, 上式可化简为 

 
2 22

0 1 1
2 2 2 2

d dd ,
dd d Rtt t t t

δ δ
δ δ

= + × + +
rr ω ρ 2ξρ  (4) 

(4)式可用来求发动机摆动质心和液体晃动质量的绝

对加速度, 进而列出发动机振动方程和液体晃动方

程.  
1.3.2  质心运动方程  由质心运动定理, 惯性坐标

系中弹性箭体在外力 kF 作用下的力平衡方程为 

 
2

2
1

d d ,
d

m

k m
k

m
t=

=∑ ∫
rF  (5) 

将(4)式代入, 考虑到质心的定义有  得 d 0Rm
m =∫ ρ ,

 
2 2 2

0 1
0 2 2 2

1

d
d

d

m

k m m
k

m m
t t t

δ δ
δ δ=

= + +∑ ∫ ∫ d ,m
r

F
ρ ξ  (6) 

写成质心运动方程形式为 

 
2 2 2

0 1
0 2 2

1

d
d

d

m

k m m
k

m m
t t

δ δ
δ δ=

= − −∑ ∫ ∫ 2 d ,m
t

r
F

ρ ξ  (7) 

(7)式中最后一项
2

2 d
m

m
t

δ
δ

−∫
ξ

表示弹性变形产生的惯

性力, 为刚柔耦合项, 由基本假设①忽略这一项. 质

心运动方程可写为 

 
2 2

0 1
0 2 2

1

d
d ,

d

m

k m
k

m m
t t

δ
δ=

= −∑ ∫
r

F
ρ

1

m

k
k =

 (8) 

从(8)式可见, 考虑弹性变形和活动质量后, 质心运动

方程在形式上有所变化, 方程左边是无活动质量时

的刚性箭体运动参数, 其中, m0 为包含发动机质量和

推进剂晃动质量后箭体的总质量; 但方程右边发生

了变化, 第一项∑F 是弹性变形后作用在箭体上的

所有外力, 其大小和方向均因弹性变形发生了变化; 
第二项是活动质量相对箭体运动产生的附加惯性力. 
将(8)式中各项在半速度坐标系各轴上投影就可以得

到质心运动方程的分量表达式为[10] 

∑ 0

0

0

,

cos ,

,

h

h

h

X

Y

Z

F m V

F m V

F m V

θ σ

σ

=

=

= −
∑
∑

,
hX

 (9)  

∑其中, F
hYF∑ 和 ZF

h∑ 为方程(8)式右端各种

力(包括外力、发动机摆动惯性力, 晃动惯性力等)在
半速度坐标系各轴上的投影.  
1.3.3  绕质心运动方程  由动量矩定理, 惯性坐标

系中箭体在外力 kF 作用下绕质心力矩平衡方程为 

 ( )
2

1 2
1

d d ,
d

m

k k Rm
k

m
t=

× = + + ×∑ ∫
rFρ ρ ρ ξ

k

 (10) 

kρ 为火箭质心到第  k 个外力其中, F 的矢径, 共有  m

个外力 . 将 (2)式代入 , 展开 (10)式 , 考虑到 R

t
δ
δ

=
ρ

 

2δ
2 0,R

tδ
=

ρ
 ξ , 1ω 1和 ρ 均为小量, 忽略二阶小量乘

积项, 同时由质心的定义显然有 

 
2 2

0 0
2 2

d d
d d 0,

d dR Rm m
m m

t t
× = × =∫ ∫

r rρ ρ  (11) 

展开(10)式合并化简后得 

 ( )1
1 1

d
    

dt
⋅ + × ⋅I I

ω ω ω

( )

 

 
2

0
1 2

1

d
d

d

m

k k Rm m
k

m
t=

= × − + × −∑ ∫∫
r

Fρ ρ ξ ρ  

 
2 2

1
2 2 d ,m

t t
δ δ
δ δ

⎛ ⎞
× +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ρ ξ  (12) 
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其中, I 为刚性箭体惯量张量. 
2

2 dRm
m

t
δ
δ

− ×∫
ξρ 为弹

性变形产生的惯性力对火箭质心的主矩, 为刚柔耦

合项, 由基本假设①忽略这一项, 同时, (12)式可进

一步化简为 

( )

( )

1
1 1

2 2
0 1

1 2
1

d   
d

d
d

d

m

k k Rm m
k

t

m m
t

δ
δ=

⋅ + × ⋅

= × − + × − ×∑ ∫ ∫

I I

r
F

ω ω ω

ρρ ρ ξ ρ 2 d .
t

 

(13) 
(13)式即为考虑活动质量运动(发动机摆动与推

进剂晃动)和箭体弹性变形后的绕质心运动方程. 可
见, 方程左端是无活动质量时刚性箭体运动参数, 而

右端项有所改变, 第一项中 kF 和 kρ 是箭体弹性变形

后的外力及其作用点, 其大小和方向均可能因弹性

变形发生改变 ; 第二项 ( )
2

0
1m 2

d
d

d
m

t
− + ×∫

rρ ξ 的物理

含义是: 活动质量跟随箭体质心平动具有的惯性力

因相对等效刚性箭体质心有活动位移时对质心产生

的附加力矩, 这里的活动位移指活动质量处弹性位

移与相对箭体的刚体位移(如摆动位移)之和. 第三项

为活动质量相对箭体运动加速度产生的附加相对力

矩.  
1.3.4 弹性振动方程  大型捆绑火箭呈现出的模态特

征和单根连续梁的模态特征完全不同, 芯级与助推

之间, 纵、横、扭之间耦合严重, 这时如果仍然将捆

绑火箭简化为单根连续梁模型, 采用梁的振动方程

来研究火箭弹性振动将是完全错误的. 捆绑火箭为

非均匀梁系统, 为此可先计入活动质量的质量, 将火

箭总质量集中于若干站点, 取站点为节点, 节点与节

点用无质量梁单元连接, 连接结构采用大刚度梁单

元建模, 在  NASTRAN 等有限元软件中建立捆绑火箭

的集中质量梁模型, 分析固有模态和频率, 采用模态

叠加法, 取非零频模态描述火箭相对等效刚体纵轴

的弹性变形. 对应的有限元方程为 

  (14) ,+ + =MX CX KX F

其中, M  为集中质量矩阵, C  为阻尼矩阵, K  为刚度矩

阵, X 为节点位移向量. F 为节点载荷向量, 包括外力

以及活动质量相对箭体运动产生的附加惯性力在相

应位置的节点力和力矩, 即包括(4)式中
2

1
2t

δ
δ

ρ
对应的

惯性力和力矩项. 基于假设①, 不考虑刚柔耦合项, 

即不考虑
2

0 1
2

d d
dd Rtt

+ ×
r ω ρ 对应的惯性力和力矩. 采用

振型叠加法, (14)式可解耦为 

  (15) 22 / , 1, 2,3, , ,i i i i i i i iq q q Q M i nξ ω ω+ + = =

iQ i

其中, n  为考虑的模态阶数. ωi, ξi, qi, Qi和 Mi为对应第

i阶模态的频率, 阻尼比, 模态坐标, 广义力和广义质

量. 和 M 的具体表达式为 

T T, ,i i i i iM Q= =φ Mφ φ F  (16)  

其中, ϕ i 为第 i 阶模态向量. Mi 可由软件自动计算得到, 
Qi 需要手工推导计算表达式.  
1.3.5  液体晃动方程  工程上一般采用质量-弹簧-
阻尼器模型等效力学模型来模拟液体晃动. 第ρ个贮

箱内液体的晃动质量 mp、质心位置 xp、晃动频率Ωp

和阻尼比ζp  根据相关等效原理与试验测定. 采用(4)
式计算晃动质量在惯性空间的绝对加速度, 求出对

应的惯性力, 将惯性力和重力代入力的平衡方程, 在
箭体系各轴上投影, 则液体晃动方程为 

2
2

2
d2 ,
d

p

p

y

p p p p p p
m

y y y
t

ζ Ω Ω
⎛ ⎞

+ + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r g  (17) 

2
2

2
d2 ,
d

p

 
p

z

p p p p p p
m

z z z
t

ζ Ω Ω
⎛ ⎞

+ + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r g  (18) 

其中, yp, zp  分别表示沿箭体坐标系  O1Y1 和  O1Z1 方向的

晃动位移, 
2

2
d
d

p

p

y

m
t

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

p2

2
d
d

r g 和

p

z

m
t

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r g 分别表示

晃动质量  mp 处单位晃动质量跟随箭体牵连运动产生

的惯性力和重力的合力在 yp, zp  方向上的投影.  
1.3.6  发动机振动方程  大型捆绑运载火箭一般采

用大推力发动机和电液伺服系统, 发动机尺寸增大

的同时又要限制其质量, 导致大型发动机的刚度明

显下降, 伺服系统作动器-摆动发动机系统的固有频

率将会出现较低频率, 这一频率可能处于所考虑的

箭体弹性振动频率范围内, 如果和箭体发生耦合振 
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动将是十分危险的, 因此必须考虑作动器-摆动发动

机系统的动态特性[6,7]. 图  3 为作动器-摆动发动机系

统的示意图. 当火箭飞行时, 伺服系统根据飞行指令

摆角产生相应的液压力  PL  作用于作动器活塞上, 使
作动杆产生相应的线位移  X, 从而使发动机喷管产生

相应的物理摆角  δ. 作动筒的作用力臂为  R. 作动杆、

喷管的刚度以及作动杆与喷管、发动机后端盖的连接

刚度之和可等效为刚度为Km  的弹簧, Km  值和系统的

阻尼通过试验确定.  

 

图 3  作动器-摆动发动机系统示意图 

如果不考虑重力, 将喷管上受到的所有外力向

铰链轴处求力矩, 则可列出喷管的力矩平衡方程为 

( ) 1 0,m R f dK R X R Jδ δ δδ δ− − + + + + + + =M M M M TL  

(19) 
其中, −KmR(Xδ − Rδ)为作动筒提供的力矩, J1R  为喷管

绕铰链轴的转动惯量, Mf  为摩擦力矩, Mδ  为位置力矩, 
为阻尼力矩, Md 为偏心力矩, TL  惯性负载力矩. 

当采用(4)式求得发动机质心的摆动加速度及其对应

的惯性力后, 对铰链轴处取矩, 从中分离出 项

后剩余的项即为惯性负载力矩  TL, 它是摆角、刚体运

动和弹性振动的函数, 即 

δM

1RJ δ

 
2

0
12

d
( , , , , ).

dL f
t

δ= ω ξ ξr
T  (20) 

如果忽略其它摩擦力矩, 只考虑粘性摩擦, 则(19)式
可改写为 

  (21) ( ) 1 0,m R pK R X R J Bδ δ δ δ− − + + +T

令 

L =

 
2

2
2

1

2
, ,pm r

r
R r m

BK R
J K R

ξω
ω

= =

( ) ( ) ( ) ( )( )2
1/ /L R rs X s R s Jδδ ω= −T

( )

 (22) 

其中, ωr, ξr  分别为作动筒-摆动发动机系统的谐振频

率和阻尼比. 对(21)式进行  Laplace 变换, 化简后得 

  

2 2/ 2 / 1 .r r rs sω ξ ω+ +

2 ,O′

  (23) 

可见, 考虑惯性负载力矩后实际物理摆角被抵消掉

一部分.  

1.4  复杂变形后外力方向及作用点的求法 

在不考虑刚柔耦合效应的情况下, 刚体运动和

弹性振动之间的耦合主要是通过结构变形和外力的

相互作用实现的, 结构变形导致外力的大小和方向

发生改变, 变化的外力又重新影响刚体运动和弹性

振动. 具体来说, 这种耦合主要通过以下  4 种途径实

现: 1)弹性变形改变传感器(如速率陀螺)的测量值, 
并进而改变控制力和力矩; 2)弹性变形产生附加攻角

和侧滑角, 改变空气动力分布; 3)弹性变形改变推力

的方向和发动机摆动质心相对箭体质心的位置, 产
生附加的力矩; 4)弹性变形改变晃动惯性力的方向, 
产生附加力矩. 因此, 在火箭发生复杂弹性变形情况

下如何准确求出外力的重新分布, 保证不错项和漏

项, 成为建模过程中需要解决的一个技术难题. 为此

本文提出弹性旋转矩阵的方法来解决这一问题.  
这里以求芯级火箭发动机推力在弹性变形后的

方向、对弹性振动的广义力和对整体火箭质心的力矩

为例介绍弹性旋转矩阵方法. 图  4 为芯级俯仰平面内

的变形图 ,  用到的主要坐标系有 :  1 )箭体坐标系

O1X1Y1Z1, 原点  O1 为火箭质心, 距理论尖端点  o1 距离

为  xT; 2)弹性坐标系  o1x1y1z1, 用于描述火箭变形; 3)喷
管坐标系  O2X1Y1Z1, 火箭未变形时, 其原点  O2 为发动

机铰链轴  S0 在箭体纵轴上的投影点, 火箭变形后, 原
点  O2 因火箭弹性变形移动到  但喷管坐标系  3 轴

始终与箭体系  3 轴平行. 以上  3 种坐标系方向已在前

面介绍. 发动机  A  推力为  P, 假设其只在  O1X1Y1 平面

内摆动δ角. 铰链轴 S0 距理论尖端点距离为  xR, 在 
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图 4  俯仰平面芯级火箭弹性变形示意图 

O2Y1 轴上距  O2 的距离为  rA. 分析过程分为  2 步, 首先

假设火箭为刚体, 求出推力  P 在箭体系  3 轴上的投影, 
即 

  (24) [ ] [cos sin 0 0 ,gA P P P Pδ δ δ= ≈P ]T T

]T ,

′

O′

′

′

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1 ,
1

z R y R

e z R x R

y R x R

R x R x

R x R x
R x R x

铰链轴 S0 在喷管坐标系中的坐标为  

  (25) [
2 0

0 0O S A Ar= −R

O′火箭发生弹性变形后, O2 移至 , 在弹性坐标系中

其位移为[ux(xR) uy(xR) uz(xR)]T, 同时因弹性转动, 箭
体在 O 的弹性转角为[Rx(xR) Ry(xR) Rz(xR)]T, 由于弹

性坐标系  o1x1 与  O1X1 反向, o1z1 与  O1Z1 反向, o1y1 与

O1Z1 同向, 在箭体坐标系中观察, O2 到 的位移应

为[−ux(xR) uy(xR) −uz(xR)]T, 箭体在 O 的弹性转角为

[−Rx(xR) Ry(xR) −Rz(xR)]T. 改变推力方向的主要为弹性

转角. 在箭体坐标系中, 火箭在铰链轴处的变形可以

这样理解, 在发生弹性位移[−ux(xR) uy(xR) −uz(xR)]T
 导

致 O2 移至O 的同时, 箭体在O 旋转的角度为[−Rx(xR) 

Ry(xR) −Rz(xR)]T. 换句话说, 从刚体到弹性体的转角

为[−Rx(xR) Ry(xR) −Rz(xR)]T, 反之, 将弹性体上的推力

重新投影到箭体坐标系, 就需要反向转动, 即从弹性

体转动到刚体, 转角为[Rx(xR) −Ry(xR) Rz(xR)]T. 可以

认为这一过程是按“3-2-1”顺序旋转  Rz(xR), −Ry(xR), 
Rx(xR)角(由于弹性变形为小量, 具体按哪种顺序旋转

所得结果相同), 以 Rz(xR), −Ry(xR), Rx(xR)类比于(1)式
中的ϕ, ψ, γ, 考虑弹性转角为小量, 化简后得矩阵 

2

2′

2

2

2

2

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − ⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

B

2 1 1 1Y Z′

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
,

z R

eA z R z R

y R x R y R

P P R x P
PR x P PR x P

PR x P R x PR x

δ
δ δ

δ

 (26) 

本文称为弹性旋转矩阵, 将(24)式乘以  Be  就可以将弹

性体上的推力重新投影到喷管坐标系 O X (也即

投影到箭体坐标系)为 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + ≈ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

P

0S ′

2 1 1 1O X Y Z′

( ) ( )
2 0

T .O S A A z R A A x Rr R x r r R x′ ′ = − −

(27) 

将(25)式乘以  Be  得到变形后铰链轴 在喷管坐标系

中坐标为 

 ⎡ ⎤⎣ ⎦R

0S ′

( ) ( )
( )

( ) ( )
1 0

,
A z R T R x R

O S A A y R

A x R z R

r R x x x u x
r u x

r R x u x
′

 (28) 

变形后铰链轴 在箭体坐标系  O1X1Y1Z1 中的坐标为 

⎡ ⎤− + − −
⎢ ⎥

= − + ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

R  (29) 
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将(27)式中的推力转换到半速度坐标系中可用于列写

刚体质心运动方程. 根据力矩定义 

  (30) 
1 1 0

,
AO P O S A eA′= ×M R P

可求得在箭体坐标系中发动机  A 的推力对火箭质心

的力矩, 这一力矩可用来列写刚体绕质心运动方程. 
同样在喷管坐标系中, 将发动机  A 的推力向 点平

移将得到一力和力矩, 在弹性坐标系中将该力与该

点振型相乘之积加上力矩与该点振型斜率相乘之积, 
就得到对应发动机  A 推力的广义力. 最后的表达式中

弹性位移[ux(xR) uy(xR) uz(xR)]T 和[Rx(xR) Ry(xR) Rz(xR)]T

可分别用振型与广义坐标乘积、振型斜率与广义坐标

乘积的形式表示.  

2O′

采用类似的方法同样可求得发动机摆动惯性力

和液体晃动惯性力及其相关的力矩, 这种方法的实

质是找准复杂弹性变形后各种力在空间的方向和作

用点, 然后严格按照力矩的定义求得相关的力矩. 弹
性转角的符号是在弹性坐标系中事先定义好的, 其
它各种量的符号也在其它相关矩阵中事先定义好 , 
这就避免了最终结果符号出错的可能. 力和作用点

坐标均在箭体坐标系中以三维坐标严格表示, 整体

推导过程也是严格按照定义进行, 这就避免了最终

结果中出现漏项的可能. 弹性旋转矩阵的使用避免

了工程人员对火箭复杂空间变形想象的困难和求解

外力的随意性和主观性, 同时又易于理解, 不失为一

个值得推广应用的简便方法.  
弹性变形对气动力也会产生影响, 箭体发生弹

性变形后, 距理论尖端点 x 处的攻角和侧滑角为 

 
1

1

( )
( ) ,

( )
( ) ,

yT
z Z

T z
y Y

u xx x
R x

V V
x x u x

R x
V V

α α ω

β β ω

−′ = − − −

−′ = + − −
 (31) 

其中, 和
1Yω

1Zω 为箭体角速度在箭体坐标系上的投

影. 求得攻角和侧滑角后就可以按照气动力和气动

力矩的定义求解.  

1.5  姿态动力学模型 

本文对某捆绑  4 个助推器的运载火箭按照前面

介绍的原理和方法进行推导, 同时按照前面的基本

假设对推得的模型进行线性化, 可得矩阵形式的姿

态动力学模型如下  

1 2 3

1 2

,

,

T T T F R

C C
δ+ + = +

= +

X X X X

Y X X

1

T
1 1

[ ,  ,  ,  ,  ,  , ..., ,

      , ..., , ,... , , , , ] ,
p pm

p pm n

y y

z z q q ϕ ψ γ

θ σ

 (32)  

其中 

ϕ ψ γ
 

δ δ δ

= Δ ΔX

T[ ] ,rX X Xδ δϕ δψ δ=X
T[ ] .

 

 ϕ ϕ ψ ψ γ γ= Δ ΔY  

有关姿控系统其它部件如平台、速率陀螺、伺服

系统的动态特性模型这里不再列出.  

2  虚拟样机仿真验证 
为验证本模型的正确性, 本文对某捆绑  4 个助推

器的运载火箭采用本模型进行数学仿真的同时采用

ADAMS 软件建立能够同时体现火箭刚体、晃动、弹

性特性的虚拟样机模型开展仿真, 2 种方法仿真获得

的部分姿态角信息如图  5 所示. 综合的分析表明两者

的结果基本吻合, 这从一个方面证明了本文所推导

数学模型的正确性.  

3  结论 
大型捆绑运载火箭呈现出低频密频模态、强耦合

振动、复杂局部变形、发动机低频谐振以及多贮箱晃

动等新特点, 传统模型已经无法适应大型捆绑运载

火箭姿控系统分析和设计的需要. 本文综合前人的

方法, 基于混合坐标、弹性旋转矩阵, 并引入一些合

理化假设和简化, 重新推导了工程实用的大型捆绑

火箭姿态动力学模型. 新模型充分地反映了发动机

摆动和推进剂晃动等活动质量相对箭体运动时对火

箭刚体运动和弹性振动的影响 , 充分反映了刚-晃-
弹、复杂弹性模态、伺服-发动机系统低频振动之间

的耦合关系, 同时又保留了工程上所熟悉的形式, 能
够适应大型捆绑火箭姿控系统工程研制的需要.  

本文推导概念清晰, 推导过程严密. 采用本文推

导的模型进行数学仿真, 仿真结果与采用虚拟样机

等多种手段建模的仿真结果开展严格的对比分析 , 
对比结果完全证明了本文所推导模型的正确性 . 
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图 5  虚拟样机模型仿真(左侧图)与数学模型仿真(右侧图)曲线对 
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