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基于滑模方法的不确定分数阶广义系统的鲁棒无源控制❋
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摘 要: 本文研究了基于滑模控制的一类不确定分数阶广义系统的可容许性和鲁棒无源性问题。首先,设计了一种含有

奇异矩阵的分数阶积分型切换函数,对其求分数阶导数推导出等效控制,进而得到滑动模态方程。其次,针对滑动模态方

程和系统输出方程,利用线性矩阵不等式技巧,给出了系统滑动模态具有鲁棒无源性和可容许性的充分性判据,并进一步

建立了鲁棒无源可容许的可解性条件。同时,设计的分数阶滑模控制律保证了闭环系统状态轨迹能够到达预设的切换面。
最后,通过一个仿真实例验证了本文结果的有效性。
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  分数阶微积分是对任意阶导数和积分的探索,从
数学上讲,它是对经典微积分学的延伸[1]。分数阶导

数具有历史记忆的特性,也越来越多地出现在控制科

学和工程领域的应用之中。对分数阶系统的稳定和控

制问题进行深入研究是十分必要的,现已有大量相关

成果[2-8]。例如,文献[2]研究了针对分数阶系统的二

次型李雅普诺夫函数,文献[3]将李雅普诺夫直接法推

广到非线性分数阶系统,并给出了分数阶系统的 Mit-
tag-Leffler稳定的定义及充分判据,文献[4]研究了时

滞分数阶神经网络的 Mittag-Leffler同步问题,文献

[5-6]研究了分数阶广义系统的镇定问题。
滑模控制是研究鲁棒控制问题的一种有效方

法[9-10]。近年来,滑模控制也被应用到分数阶系统中,
提出了各种分数阶滑模控制策略和方法[11-15]。文献

[11-12]研究了针对分数阶混沌系统的鲁棒滑模控制器

设计问题。文献[13]将滑模控制用于线性多变量分数

阶系统的鲁棒调节问题。文献[14]设计了基于扰动观

测器的分数阶系统的滑模控制器。文献[15]研究了分

数阶系统的高阶滑模观测器问题。现有的分数阶滑模

控制经常采用整数阶滑模控制的方法,即对滑模切换

函数和李雅普诺夫函数求取一阶导数,进而获得等效

控制并研究滑动模态的稳定性。然而,研究并发展分

数阶的滑模控制方法和分数阶稳定性理论似乎会更有

意义,例如构造分数阶型的切换函数并求分数阶导数。
无源性理论可以保持系统内部的稳定,这在控制

理论中起着非常重要的作用。基于李雅普诺夫函数的

稳定性理论也可以用无源性来解释,可以说是对稳定

性的一种更高层次的抽象。然而,以往关于无源性的

讨论主要集中在整数阶系统的情况下[16-18]。据作者了

解,分数阶广义系统的无源性分析尚未得到研究,本文

首次尝试对具有时变不确定参数的分数阶广义系统进

行鲁棒无源性分析。
针对一类含扰动的不确定分数阶广义系统,本文

基于滑模方法讨论了其具有无源性能的鲁棒可容许性

问题。本文工作的主要贡献可概括为以下两方面:
(1)对带外部扰动的不确定分数阶广义系统设计

分数阶积分型切换函数,利用分数阶稳定性理论对滑

动模态进行稳定性分析并给出充分条件。
(2)首次给出不确定分数阶广义系统鲁棒无源可

容许性的充分性判据。

1 问题描述

考虑一类时变不确定分数阶广义系统
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EC
0Dα

tx(t)=A(t)x(t)+B1(u(t)+h(t,x(t)))+B2ω(t),

y(t)=C(t)x(t)+Dω(t),{
(1)

式中:α∈0,1( );奇异矩阵E∈Rn×n的秩为r≤n;x(t)∈
Rn 是状态变量,u(t)∈Rm 是控制输入,y(t)∈Rl 是输

出变量,ω(t)∈Rp 是范数有界的外部扰动;A(t)=
A1+ΔA1(t),C(t)=C1+ΔC1(t),矩阵A1、B1、B2、C1
和D 均是已知的且具有合适的维数。ΔA1(t)和
ΔC1(t)是时变的未知矩阵,代表系统的参数不确定性,
满足ΔA1(t)=M1F(t)N,ΔC1(t)=M2F(t)N,矩阵

M1、M2和N 具有合适的维数,F(t)∈Ri×j是已知的有

界函数,满足FT(t)F(t)≤I。此外,未知的非线性函

数h(t,x(t))∈Rm 满足‖h(t,x(t))‖≤ι‖x(t)‖,
其中常数ι>0。

C
0Dα

tx(t)表示对x(t)求从0到t的α阶Caputo导

数。下面给出几个本文将用到的重要预备知识,其他

相关的分数阶微积分的定义和性质参见文献[1-3]。
定义1[5] 分数阶广义系统

EC
0Dα

tx(t)=Ax(t),α∈(0,1) (2)
被称为是

(Ⅰ)正则的,如果存在常数s0 使得det(sα
0E-A)

不为零;
(Ⅱ)无脉冲的,如果degdetsα

0E-A( )( )=r;
(Ⅲ)渐近稳定性的,如果detsE-A( )=0的所有

有限根都满足 args( ) >απ2
;

(Ⅳ)可容许的,如果系统同时是正则的、无脉冲的

和渐近稳定的。
定义2 分数阶广义系统(1)被称为是鲁棒无源的,当
u(t)=0时,如果存在常数γ>0使得下式

-γ∫
t*

0
ωT(t)ω(t)dt≤2∫

t*

0
ωT(t)y(t)dt

对任意t*>0和任意可容许的系统不确定性在零初始

情况下都成立。
定义3 分数阶广义系统被称为是具有无源性能的鲁

棒可容许的,如果系统对任何可容许的不确定性同时

满足鲁棒无源性和可容许性。
引理1[2] 对于分数阶系统

C
0Dα

tx(t)=f(x(t)),α∈(0,1), (3)
如果x(t)=0是系统的平凡解,则系统(3)被称为是

(Ⅰ)稳定的,如果任意x(t)≠0使得xT(t)·
f(x(t))≤0成立;

(Ⅱ)渐近稳定的,如果任意x(t)≠0使得xT(t)·
f(x(t))<0成立。
引理2[19]Y和Z 是具有合适维数的实矩阵,对任何满

足VTV≤I的矩阵V 及常数ε>0,不等式

YVZ+YVZ( )T≤ε-1YYT+εZTZ

成立。

2 主要结果

本节针对分数阶广义系统设计了分数阶积分型切

换函数和分数阶滑模控制方法,依次解决下面三个问

题:
(1)如何设计分数阶积分型切换函数并得到滑动

模态方程?
(2)如何确保滑动模态具有鲁棒无源性和可容许

性,给出对应的充分条件,并确定控制反馈增益矩阵?
(3)如何设计滑模控制律使状态轨迹可以到达预

设的切换面?
2.1分数阶积分型切换函数

分数阶积分型切换函数设计如下:
s(t)=GEx(t)-G(A1+B1K)0Iα

tx(t), (4)
式中:G∈Rm×n需满足GB1 可逆;K∈Rm×n是控制反馈

增益矩阵,将在后文给定。
根据分数阶微积分的性质[1],Ex(t)可改写为

Ex(t)=Ex(0)+E0Iα
t
c
0Dα

tx(t)=
Ex(0)+0Iα

t[A(t)x(t)+B1(u(t)+
h(t,x(t)))+B2ω(t)]。 (5)

将式(5)代入式(4),积分型切换函数变形为

s(t)=GEx(0)+0Iα
t[GΔA1(t)x(t)+GB1(u(t)+

h(t,x(t))-Kx(t))+GB2ω(t)]
对s(t)求α阶导数得

C
0Dα

ts(t)=GΔA1(t)x(t)+GB1(h(t,x(t))+
u(t)-Kx(t))+GB2ω(t)。 (6)

令C
0Dα

ts(t)=0,得到等效控制

ueq(t)=-(GB1)-1G(ΔA1(t)x(t)+B2ω(t))-
h(t,x(t))+Kx(t)。 (7)

将式(7)代入式(1),滑动模态被表示为

EC
0Dα

tx(t)=(A1+B1K)x(t)+[I-B1(GB1)-1G]·
(ΔA1(t)x(t)+B2ω(t))。 (8)

为方便表示,下文将符号简记为:􀭺A(t)≜􀭾A+
Â(t),􀭺B≜􀭾GB2,􀭾A≜A1+B1K,̂A(t)≜􀭾GΔA1(t),􀮄M1≜
􀭾GM1,􀭾G≜I-B1(GB1)-1G。

因此,滑动模态(8)和系统(1)中的输出方程可写

作

EC
0Dα

tx(t)=􀭺A(t)x(t)+􀭺Bω(t)

y(t)=C(t)x(t)+Dω(t){ 。 (9)

2.2具有无源性能的鲁棒可容许性分析

本小节研究式(9)中滑动模态和输出方程的鲁棒

无源性和可容许性问题,具体分为两步:第一步,假设

系统(9)中包含矩阵K 在内的所有矩阵都是已知的,给
出系统(9)在满足无源性条件下的鲁棒可容许充分判

据。第二步,确定控制反馈增益矩阵K,使系统(9)实

841
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现具有无源性能的鲁棒可容许性。
定理1 给定常数γ>0,分数阶系统(9)是具有无源性

能的鲁棒可容许的,如果存在矩阵P∈Rn×n和常数ε>
0,使得

PTE=ETP≥0,

Π1 PT􀭺B-CT
1 PT􀮄M1

* -γI-D-DT -M2

* * -εI

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

<0 (10)

成立,其中,Π1=PT􀭾A+􀭾ATP+εNTN。
证明 首先考虑标称情况,当系统(9)中的不确定项

ΔA1(t)=0和ΔC1(t)=0时,系统(9)被写作

EC
0Dα

tx(t)=􀭾Ax(t)+􀭺Bω(t)

y(t)=C1x(t)+Dω(t){ 。 (11)

构造李雅普诺夫函数

V(x(t))≜xT(t)PTEx(t)。
对V(x(t))求α阶导数,可以得到

C
0Dα

tV(x(t))=C
0Dα

t(xT(t)PTEx(t))≤

2xT(t)PT(􀭾Ax(t)+􀭺Bω(t))。
令

χ= PT􀭾A+􀭾ATP PT􀭺B-CT
1

* -γI-D-DT

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,φ(t)=

x(t)
ω(t)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú。

结合式(10)可知χ<0,因此
C
0Dα

tV(x(t))-2ωT(t)y(x)-γωT(t)ω(t)≤
φT(t)χφ(t)<0。 (12)

对上式不等号两侧作关于t的[0,t*](∀t*>0)
区间上的一阶积分,由于V(x(t))>0,故

0I1t*C
0Dα

tV(x(t))=0I1-αt* 0Iα
t*

C
0Dα

tV(x(t))=

0I1-αt*V(x(t))= 1
Γ(1-α)∫

t*

0

V(x(ζ))
(t*-ζ)α

dσ>0

(13)
在零初始条件下成立。因此,对∀t*>0,

-γ∫
t*

0
ωT(t)ω(t)dt≤2∫

t*

0
ωT(t)y(t)dt

在零初始情况下成立,故分数阶系统(11)是鲁棒无源

的。
另一方面,对矩阵P和􀭾A 进行相同维数的分块P=

P11 P12
P21 P22
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú,􀭾A=

􀭾A11 􀭾A12

􀭾A21 􀭾A22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,P11∈Rr×r。由χ<0可

以得到PT􀭾A+􀭾ATP<0,即
○❋ ○❋

○❋ PT
22􀭾A22+􀭾AT

22P22

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú<0,

其中○❋表示讨论中未使用的矩阵块。从而PT
22􀭾A22+

􀭾AT
22P22<0,显然􀭾A22是非奇异的。否则,如果􀭾A22是奇

异矩阵,则存在向量ξ≠0使得􀭾A22ξ=0,从而,ξT(PT
22·

􀭾A22+􀭾AT
22P22)ξ=0这与PT

22􀭾A22+􀭾AT
22P22<0矛盾。因

此,标称系统(11)是正则和无脉冲的[7]。
并且,当ω(t)=0时,根据式(12)和引理1,可知系

统(11)同时是渐近稳定的,由定义1进而实现可容许

性。
下面考虑一般情况。用􀭺A(t)和C(t)代替􀭾A 和

C1,用

χ̂(t)≜ PT􀭺A(t)+􀭺AT(t)P PT􀭺B-CT(t)
* -γI-D-DT

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú=

χ+ PT􀮄M1

-M2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úF(t)N 0[ ]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷+

PT􀮄M1

-M2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úF(t)N 0[ ]

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

T

(14)

代替χ。根据引理2可知

χ̂(t)≤􀭹χ≜χ+ε
NT

0
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú N 0[ ]+

1
ε

PT􀮄M1

-M2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
􀮄MT
1P -MT

2[ ]。 (15)

结合Schur补定理,由式(10)可知􀭹χ<0,从而χ̂(t)<
0,接下来的证明过程与特殊情况下相同。因此,系统

(9)是具有无源性能的鲁棒可容许的。
注1 无源性问题早已被研究过,但它们的结果是在整

数阶情况下建立的[16-18]。需要注意的是,为分数阶广

义系统构建适当的无源性标准并不是一项简单的任

务。本文巧妙地利用区间参数和分数阶微积分的性

质,解决了参数间切换的复杂性。
注2 当定理1的条件满足时,系统(9)可以实现具有

无源性能的鲁棒可容许性,但实际上矩阵􀭾A 中包含未

知的控制增益矩阵K。下面给出求解增益矩阵K 的条

件,同时使得系统(9)是无源和鲁棒可容许的。
定理2 给定常数γ>0,系统(9)是具有无源性能的鲁

棒可容许的,如果存在常数ε>0,矩阵H∈Rm×n和L∈
Rn×n,使得

Π2 􀭺B-LTCT
1 􀮄M1 εLTNT

* -γI-D-DT -M2 0
* * -εI 0
* * * -εI

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

<0(16)

成立,其中,Π2=A1L+LTAT
1+B1H+HTBT

1。且式

(4)中的矩阵K 被给定为K=HL-1。
证明 结合Schur补定理,由式(16)可得

Π2+εLTNTNL 􀭺B-LTCT
1 􀮄M1

* -γI-D-DT -M2

* * -εI

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

<0。

(17)

941



中 国 海 洋 大 学 学 报 2023年

利用diag{L-T,I,I}对式(17)做合同变换,因合同

变换不改变负定性质,再结合H=KL可得

Π3 L-T􀭺B-CT
1 L-T􀮄M1

* -γI-D-DT -M2

* * -εI

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

<0,

其中,Π3=L-T􀭾A+􀭾ATL-T+εNTN。当式(10)中的P
取P=L-1时,定理1中的条件可以满足,因此系统(9)
是具有无源性能的鲁棒可容许。
2.3滑模控制律

本小节设计了滑模控制器,使系统(1)中的状态轨

迹在其作用下可以到达切换面。
定理3 切换函数s(t)由式(4)给出,s(t)中的矩阵G
满足GB1可逆,矩阵K 由定理2得到。设计滑模控制

器如下:
u(t)=Kx(t)-(GB1)-1(‖GM1‖‖Nx(t)‖+
ι‖GB1‖‖x(t)‖+‖GB2‖‖ω(t)‖+ρ)·

sgn(s(t)), (18)
式中ρ>0,系统(1)的状态轨迹可以到达切换面s(t)=
0。
证明 将u(t)代入到式(6)中得到

C
0Dα

ts(t)=GΔA1(t)x(t)-(‖GM1‖‖Nx(t)‖+
ι‖GB1‖‖x(t)‖+‖GB2‖‖ω(t)‖+ρ)·
sgn(s(t))+GB1h(t,x(t))+GB2ω(t)。 (19)

选取李雅普诺夫候选函数

Ψ(t)=12s
T(t)s(t)。

对Ψ(t)求α阶导数,从而得到
C
0Dα

tΨ(t)≤sT(t)C0Dα
ts(t)=sT(t)(GΔA1(t)x(t)+

GB1h(t,x(t))+GB2ω(t)-sT(t)(‖GM1‖‖Nx(t)‖+
ι‖GB1‖‖x(t)‖+‖GB2‖‖ω(t)‖+ρ)sgn(s(t))≤
‖s(t)‖(‖GM1‖‖Nx(t)‖+ι‖GB1‖‖x(t)‖+
‖GB2‖‖ω(t)‖)-sT(t)(‖GM1‖‖Nx(t)‖+

ι‖GB1‖‖x(t)‖+‖GB2‖‖ω(t)‖)sgn(s(t))-
ρsT(t)sgn(s(t))≤-ρ‖s(t)‖<0, (20)

其中sT(t)sgn(s(t))≥‖s(t)‖。因此,状态轨迹可以

到达切换面。

3 数值算例

对不确定分数阶广义系统(1)赋予如下参数:

E=
1 0 0
0 1 0
0 0 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,A1=
-1.5 0.4 0.2
0.3 -0.6 0.4
0.9 0.6 1.1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,

B1=
1
0.7
1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,B2=
0.4
0.5
1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,C1= 1.4 2 1.7[ ],

M1=
0.5 0 0.2
0.3 0.6 0.1
0.4 0.2 0.3

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,N=
0.2 0.1 0.2
0.3 0.4 0.2
0.1 0.3 0.8

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,

D=0.4,M2= 0.3 0.4 0.3[ ],G= 0.85 1 0[ ]。
此外,令α=0.85,函数h(t,x(t))=0.1e-tx(t),

即ι=0.1,外部扰动ω(t)= 1
1+t2

。我们的目标是利用

式(18)给出的控制器ut( ),使系统(1)同时具有鲁棒无

源性和可容许性。
利用MATLAB软件对定理2中的式(16)进行求

解,可得ε=0.6,矩阵

H=[0.4760 0.4238 -0.5712],

L=
0.7816 0.2899 0
0.2899 0.8573 0
-0.8378 -1.0203 0.184

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

,

从而K=[-1.7504 -2.6071 -3.1033]。取参

数ρ=0.01,给定初始条件x0=[-10 6.8 9.5]。
结合上述所有给出的条件,仿真结果如图1~3所示,
图1代表的是状态轨迹x(t),图2描述的是切换函数

s(t),图3表示的是控制器u(t)。

图1 状态向量轨迹x(t)

Fig.1 Statevectortrajectoriesx(t)

图2 切换曲面函数st( )

Fig.2 Switchingsurfacefunctionst( )

051



7期 张程程,等:基于滑模方法的不确定分数阶广义系统的鲁棒无源控制

图3 滑模控制器ut( )

Fig.3 Slidingmodecontrollerut( )

4 结语

本文针对带外部扰动的不确定分数阶广义系统设

计了分数阶积分型切换函数,计算了切换函数的分数

阶导数并使其为0,得到了等效控制,设计了滑模控制

器使状态轨迹到达切换面。利用区间参数和分数阶微

积分的性质,通过线性矩阵不等式首次给出了滑动模

态具有无源性能的鲁棒可容许性的充分性判据,并且

解决了滑动模态的鲁棒无源化问题。本文给出的鲁棒

无源分析方法也可尝试推广到分数阶奇异摄动系统和

分数阶时滞系统。
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RobustPassiveControlofUncertainFractionalOrderSingular
SystemviaSlidingModeApproach
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Abstract: Theadmissibilityandrobustpassivityofuncertainfractionalorder(FO)singularsystemvia
slidingmodecontrol(SMC)isstudied.Firstly,aFOintegral-typeswitchingfunctionwithsingular
matrixisdesigned,andtheequivalentcontrolisderivedbycalculatingtheFOderivative,andthenthe
slidingmodeequationisobtained.Secondly,inviewoftheslidingmodeequationandthesystemoutput
equation,thesufficientcriteriafortherobustpassivityandadmissibilityoftheslidingmodeofthe
systemaregivenbyusingthetechniqueoflinearmatrixinequality,andtheconditionsfortherobust
admissibilitywithpassiveperformanceofthesolvablearefurtherestablished.Atthesametime,theFO
SMClawisdesignedtoensurethatthestatetrajectoriesoftheclosed-loopsystemcanreachthepre-
designedswitchingsurface.Finally,asimulationexampleisprovidedtoverfitytheeffectivenessofthe
results.
Keywords: fractionalorder;singularsystem;slidingmodecontrol;robustpassivity;admissibility
AMSSubjectClassifications: 26A33;93D20
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