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摘 要

考虑半参数回归模型 Y ~ X’ 夕+ 或 T ) 十
。 ,

其中 ( X
,

丁 )为取值于 R , x 〔。
,

1了

上的随机 向量
,

月为 p X l 未知参数向量
,

g 为定义于 0[
, 1 〕上的未知函数

, `

为

随机误差
, 百 亡 一 。

,

E 。 ,

一 。 ,

> 0
,

且 ( x
,

T ) 与
。

独立
.

本文综合最近邻和最小

二乘的方法定义了 双
,

g 和 。 ,

的估计量 声
。 ,

君 和 武
.

在适 当条件下证 明了 声
。

和

武 的渐近正态性
,

并得到了 g才的最优收敛速度
.

关键词 : 半参数回 归模型
,

最近邻准则
,

渐近正态性
,

最优收敛速度

考虑半参数回归模型

Y 一 X 诊 + 或丁 ) + 。 ,

( l )

其中 ( X
, T ) 为取值于 R , x IR 的随机向量

, T 的支撑集为有界闭集
,

不妨设为 0[
, l ]

.

尽

是 p x l 未知参数向量
,

g 是定义于 0[
,

l] 上的未知函数
. 。

为随机误差
,

均值为零
,

方差

护 > 0 未知
.

且
。
与 ( X

,

T ) 相互独立
.

模型 ( l) 属于一类可加模型
,

它表明因变量 Y 关于

自变量 ( X
,

T ) 的回归函数 E ( YI ( X
,

T ) ) 呈偏线性的形式
,

文献中亦称其为偏线性模型
.

由

于这一模型较单纯的参数或非参数模型有更大的适应性
,

近年来关于模型 ( l) 及相关模型的研

究 已成为统计领域灼一个热门方向
.

目前
,

文献中已 出现若干研究模型 ( 1 ) 中参数分量 月和非参数分量 g 的估计问题 的 文

章
.

研究的重点是设法构造 口和 g 的估计量
,

使它们分别达到各自的最优收敛速 度
二一

12/ 和

矿 (r/ 2 ,+ 1)
(

; 表 g 的光滑度 )
.

C he
n 〔 11 利用一种逐点多项式逼近研究了这一问题

.

正如他指

出的
,

其方法应用不广
.

S eP c km an 〔习 利用核和最小二乘法得到了 夕估计量的最优收敛速度
,

但他所施的条件较强且不易验证
.

本文综合最近邻和最小二乘法构造了 夕和 g 的估计 声
。

和

君
.

在简洁合理的条件下得到了 了万 晰
。

一 刃 的渐近正态性及 或 的最优收敛 速度
, 一 1,,3

。

另外
,

出于对 夕进行假设检验的考虑
,

本文定义了误差方差 护 的一个估计
,

并得到了它 的渐

近正态性
.

关于这一间题的研究至今文献中还未出现过
.

一
、

估计的构造和主要结果

假设 { X
` 一 (凡

1 ,

…
,

iX
,
)’

,

T ` , Y ` , 1 镇 i 成 。
} 为来自模型 ( l) 的一组独立 同分布随机

一一-

一
-一一

~

一
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样本
,

即

其中
e ` , 1镇 i 成 : 为 i i d

{
。 、 , 1 成 i 《 。

} 相互独立
.

下面顺序重排

{ T : ( :
, ,

Y
,

一 不口十 式兀 ) + e ` ,

舅~ l
,

…
, 。 ,

( 2 )

随机误差
, E ` ·

:
一 。

,

石` ~ 少 > 0
.

{ ( 义
, ,

乙 )
,

l ( i 蕊 好 与

为构造 口
,

g 和 少 为估计
,

对任意 不 〔 0[
,

1〕
,

将 几
,

…
, T

。

按

一 川 毛 }T (2R ,t ) 一 , }成 … 簇 } T 侧柑 ) 一 了’

(按小下标在前的方式消结 )
.

, 妻 l} 满足

a() 钊了认
。 : 。

一 二
,

给定一组非负实数 { 、
` ,

l 簇 i ( ”
} 和瓜整数列

( 3 )

{友~ 夜
。 ,

交/
n , /`

一 O
,

( b ) 艺
二 。 、
一 ,

,

友m a 、 ,
、 , ,

才= 1 1畏 万毛 辛

利用 ( 3 )式可得一列非负随机变骨

一 O ( 1 )
,

艺
, , 。 ,
一 。 (

。 一 ’ / 2

)
.

t > 冷

{翻
二 ; ( t ) 一

,。 。 :

(
, ,

了、 ,

…
,

了

。
。 ; ( `

,
, )( t ) 一 : 。 ` , l 簇 i 钱

, ;

,

1 毛 f 簇 朴
,

使得

( 4 )

注意显然有 o砚、
,

簇 1
,

o ( 留抓 t) 毛 l
,

对 1 《 i (
。 ,

0 蕊 ; ( 1)
.

现在由 ( 2 )式知对真参数 夕有

Y 、
一 X :夕一 g ( T ,

) +
。 , l 毛 i 毛 , ,

因而若视 夕已知
,

则依通常的最近邻法
,

由 ( 5 )式可定义 g 的最近邻估计

( 5 )

营
。

( ` )垒营
。

(
: ,

夕) 一 艺

其中 营
l ”

( : ) 一 艺 留
, 、 ( , ) Y ` 和

留
, ` ( t ) ( Y ` 一 X !尽)垒户

; 二

( t ) 一 户
,

( t )口
,

( 6 )

夕
2 .

( , ) 一 艺 留
, `
( : ) X

`
分别为 :

,

( , ) 一 E ( Y
:

{T
、

一 , )不: ; :
2

( , )

一 E ( X
、
! T

,

一 ,
) 的最近邻估计

,

二乘法定义 夕的估计为下式的解

岌
,

表向量 营
2 ,

的转置
.

利用 ( 6 )和 ( 2 )式可由通常的最小

见 ( y
,

一 X沪一 氛 ( 丁
、 , “ ) )

,
一 nT ill

·

记 戈 一 (戈
; ,

…
,

义
,

)’
,

夕一 (空
, ,

…
,

夕
。

)
’

,

其中

戈、 ~ x `
一 户

2二

( 了
`
)

,

萝` 一 Y ;

一 女
1。

( T 、
)

后面将证明 生 分戈 以概率 1趋于一正定阵
,

因而可不妨假定

么由 ( 7 )式解得 月的估计为

夕
。

一 (又
’

义)
一 ’
戈

’

空
.

由此及 ( 6 )式可定义 g 的估计
g才( , ) ~ 户

, 。

( , ) 一 营;
。

( ` )声
二 ,

而定义
。 ,

的估计为
月

一

青馨(夕 一 戈;夕
二

)
2.

( 7 )

1成 i ( n ,

( 8 )

分戈 (当
打 充分大时 、可逆

.

那

( 9 )

( 10 )

( 1 1)

本文需要如下假定 :

( i ) T :

有密度
r

( t )
,

且
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0 < i n f ,

( t ) 毛 s u p r ( t ) < co
.

0 灯 t ` 1 0 ` t ` !

( 11) 函数 : ( t )
,
:

,

( t ) 和 9
2 , ( t )

,

一毛 z ( 户 满足 l 阶 L ip s h i t
z

条件
,

即存在常数材 > o ,

使对任意的
; ; , : 2 〔 [ o

,

一]
,

! f ( , l

) 一 f (
, 2

) { ( 对 I t
;

一 ; 2

1 对 f 一 。 ,
9

1 ,
9

2 , , l 簇 z ( p 均成

立
.

这里 9
2 , ( : ) = 石 ( x

l , t T
I
一 ,

) 是 君2

( t ) 的第 j 个分量
.

(山 ) 石 ( Y 、 {T
;
一 ,

) 和 E (兑 、 ’ 丁 1
一 ,

)
, 1抓 1 钱 p 都是 , 的有界函数

.

( i
v
) 艺 =

c o V

( X
】
一 E ( X

:
{ T

I

) ) 是正定阵
.

注 1 条件 (心一 ( iii ) 是研究非参数回归估计最优收敛速度所施的基本条件 (见文献

那
,

4〕等 )
,

因而为处理模型 ( 1)中的非参数分量
,

它们是必要的
.

条件 i(
v
) 保证了了石 (风一

助 的渐近协方差阵 护了
`

有意义
.

实际中
,

( i
v
) 表明 x 的任何线性组合都不是 T 的函数

.

C h e n川 给出了 ( iv ) 成立的一个充分条件
.

注 2
.

条件 ( ii ) 和 ( iii ) 表明 g
,
g

:

和 岛 都是 不的有界函数
,

且 E Y i < co
,

州 ;凡 1!
2

<

/

co 又{
X 1

1
2
一 习 X台

本文的主要结果如下
:

定理 1
.

在条件 ( i )一 ( i
v

) 和 ( a
)

,

( b ) 下有

了百 (厅
,

一 夕)一竺一N ( o
, 。 2艺一 `

)
.

( 1 2 )

注 3
.

如 C h e n 山 指出的
,

当误差
。
服从正态时

,

护犷
,

是 夕的正则估计 (定义见 文 献

[5 )] 的最小渐近方差
.

因而定理 1 表明 声
。

是 口的 自适应估计
,

这正是我们所期待的结果
.

定理 2
.

设条件 ( i )一 ( i
v

) 和 (
a
)

,

( b ) 成立
,

若还有 石 l}X
l

{l
’
< co 和 五 {

e ;

}
’
< co

,

则

取 夜一 [ C尸
3

(] 0 < C < co ) 时有

g分( ` ) 一 、 ( , ) 一 O ,
(
。 一 ,“

) o 镇 Z毛 1
.

( 1 3 )

定理 3
.

设条件 ( i )一 ( I v ) 和 ( a )
,

( b ) 成立
,

若还有 o < v a r e矛< co
.

贝{I

召百 (武一 ) / (
、

注意到由第二节中引理 2 知
一

工分又一

a r e 子)
“ 2

一
N ( O

,

l )
.

( 14 )

a
.

s
.

,

由定理 1 和 3 得

了万 (生 分叮气声
。

一 ;
a)/

。

一 (又
二

(斤
。

一 口) z: 一二一
、 ( o

,

, ,
)

,

敌 由文献 [6 ]中定理 1 0
.

2 d ( p
.

1 4 2 ) 我们得

定理 4
.

在定理 3 的条件下有

(声
。

一 刃
,

k(’ 幻 (户
二

一蒯此一兰~ ;.x

此结果可用于关于 夕的大样本置信椭球估计以及假设检验
.

注 4
.

上述所有结果可方便地推至 T 为 q > 1 维的情形
.

( 1 , )

二
、

定 理 的 证 明

引 2
、

记号

W
, 、
一 ( 留

。 ,

( T L

)
,

…
, u , 。 、

( T
。

) )
` ,

W ~ ( W
, , ,

·

… 牙
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、 ,/
.
、

./、 .
/、卫尹、2、z
了

\/、 ,、 J/护0nUQC0
2nUI伪̀
八j J份l(一臼l((1口归仁(2口

X ~ ( x
: ,

…
, x

。

)
` , 。

= (
。 , ,

…
, ` ,

)
` ,

Y = ( Y
, ,

…
,

Y
,

)
’ ,

m ` , 一 9 2 , ( T`
)

, h、 , 一 X ` , 一 m : ,
,

l 蕊 i 毛 , , l 蕊 j 毛 p
,

云(了 ) 一 ( 。 ( T
;

) 一 营
。

( T I

)
,

…
,
g ( 了

,

) 一 女
。

( T
。

) )
’

,

则易见有 戈一 (, 一 w ) x
,

夕一 l( 一 w ) Y
,

且

夕一 戈夕十 云( T ) 十 ` .

先给出如下若干引理
.

为方便计
,

用 C 表绝对正常数
,

每次出现其值可不 同
.

引理 l (见文献 [ 4一)
.

设条件 ( 11)
,

( 111)和 ( b ) 成立
,

且有 及/丫百
·
〔 J: :

一 二
,

夭,

则有

5 IJ P
O摇 ` (

{
、 2 , ( 犷, 一

馨
留 一 (才 )尤

,

`

1:
,

( ; ) 一
全

留
。 、
( ; ) Y 、

{

。 0 a
.

s
.

,

1 ( 少成 户s

峥 o a
,

5
. 。

引理 2
.

在引理 1 的条件下有

生 分戈 , 万 a

证
.

因 戈一 (I 一 w ) x
,

其第 i(
,

乃 元为

又` , 一 X ` ,一 艺
留

。 :

( T `
) X

; ,
一 `

: ,

+
。 ` , ,

一 艺 砂
二 :

` T 、
) X

`
, ,

所以 分戈 的第 ( `
,

j) 元为

习 戈
`、

戈
` , 一 见 h , ` h , , + 艺 h , , (

阴
, ,

一

客
?

, : :

( `
’
才

, /
!
,

)

十 艺 从 , m , ` 一 艺 留
。 ,

( 了
’

,

) X
, `

)

+

客(
m , 、
一

客
?

,了

( 了一) X
J 、

、(
柳

! 夕

一 艺 砂
一
( T r

, X
,
,

)

垒艺 j
,

尸
.

由 ( X 、 ,

T 窟)
, l 成 毛 , 的 ii d

.

性及强大数定律知对 l ( i
,

j 成 P 有

土 I :{
, 一 生 艺 、

, ;、 , 、

一 石、 ; 、人l , 一 万、 , a
.

5
.

,

俘 n , = 1

其中 艺
`
, ~

c o v
( X

: , 一 E ( X
, 、 ! T

L

)
,

X t , 一 E ( 万
; , { T ;

) ) 正是 万的第 ( i
,
少) 元

,

青客
,”

, ` ’
一 引 lz1

,

} < co a
.

s

因而由引理 1

l

移

五 ( X
: ;
i T

,

~
t
) ~ E ( X

I ` ! T
;

一 ,
)

, l 毛 了 (
: ,

G毛 多成 1

及 ( 2 3 )
,

( 2 4 )式得

I }{
, ( S u P

0 《 t (

; : , (宕卜全
留

, :

( : ) 、
,
,

!全
。

, ;

} /。 一 。
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生 叮
,

攫 s u P
0 ( t (

n 二 月

:
2、
( 亡 , 一
客

留一 (: , X “

{客
,`

;

川 /一
。

一

生 z }:
, ( s u P

卜
,

( 公卜黔
一 ( ` )万

, 、

…}
“ 2 , (` , 一

各气
(` , X

:
,
峥 0 a

.

s一

由此及 ( 2 1 )
,

( 2 2 )式即程 ( 19 )式
.

引理 3
.

设条件 ( i) 成立
,

且 习 l叹 ,
* co

,

天/
, ” 0

.

则
。

织旦
:

}了
; ( ,

,
子 ) 一 `

1一 0 ,
(左/

n

)
,

( 2 5 )

E (
s u P

证
.

只需证 (2 6 )式
.

令 , ` 一 丛

}几.k(
, 、

一 , } )
“
一

。
((

一

灯、 ( 2 6 )

o 镇 i 蕊 i
,

垒 〔, /友1
.

由 尺仅
, r

)的定义知对 o 《 i 蕊 i -

及 t` ( r 镇 , , + :

有

及一 甘 ( { T l ,

…
,

T
,

}门 [ ` 一 {T
; ( ,

,
, 、

一 : }
, , + } T : ( ,

,
,

一 `
门)

一 井 ( { T
l ,

…
,

T
。

} 自 t , ` 一 i T ; (*
, : ; ) 一 , `

l
, , 、 + ! T。 。、 , ; 、 一 t`门 )

成 井 ( { T
: ,

…
,

T
。

}自 [
:

一 ( ) , 一 : ,

} + ! T ; ( 、
,
, ` ; 一 t` l )

, , + ( !
: 一 r ` !

+ } T
; ; 、

. : ; 。一 , ;
} ) ] )

,

因而 ! T
; (*

.
, ) 一 t } 提 ! T。 、

,
, ,。一 t`

{十 ! , 一 ; `

、 u p I T
* ( ,

.
, ) 一 t l 蕊

0 ` r福 l

1l l a X

O` , 石 f ,

,

由此得

}T : ( 、
.
, , 、

一 t`

于是为证 ( 2 6 )式
,

只需证

E ( m a x

0` i ` f ”

我们有

! T : ( ,
,
, ; ) 一 ; 、 ` )

,
一

。

((钉)
.

( 2 7 )

E ( m a x

0杯 i` i ,

! : : ( 、
,
, , , 一 ` ,

} )
二
一

{ j〕 {
, n a x

。蕊 ,摇二

{T : ( ,
. , ; ) 一 , , I )

, “ ,

} J
,

( M
(令)

’ 弓
一

蕙!认
(。, ” ` , T· (无

, ! ` )

一
’ ) ; ’ /

” “ 了

:
一

)
’
十 ,

蕙
尸

{
, T :

、
) 一 ` ! 、

而粉 ( 2 8 )

/了万

、
、

M簇

:
。

} 。

卜
一

而知
、
+

而翎 则有T
r

气
L

/

l
、

其中 M > 。
.

记 Q
, 、

~ 非

尸

{
, T一 *

,
犷 r ) 一 ` ,

李 创 M 务卜
尸

{夸
- p

,

簇 立 一 iP
( 2 9 )

其中由条件 ( i) 知存在菜常数
。 ,

> o 使

,
,

一 尸

{
T ! 〔

!
/二 冷

— 丫 Z城 一

了 /
十

而丢
一

朴
、

_

/万 反
`` ` ` 1 V Z性 —

.

因此取 材 > ( 2 /
c ,

)
, ,

则由 H o e f f d i n g 不等式及 ( 2 9 )式得
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,

干r
: : 。 ,

,
, i 。一 , ; , 妻了丽土干、

p

干如 一 , ` 、 一粤}
` 刀 」 t 刀 Z J

、 … {一 (今)
’

/ (
2 。、

+

合
, 、

)}
毛 一“ , ·

( 3 0 )

因 灸八
0 9 。
一 co

,

由 ( 2 5 )和 ( 3 0 )式即得 ( 2 7 )式
.

引理 4
.

在定理 1 的条件下对 l 毛 j 毛 P 有

一
, 垒雀 艺 、 ` ,( g ( :

`

) 一 、
。

( T ;
) )一二

,

斌 n 丫 移 ` = 1

O
。

( 3 1 )

证
.

由 ( 6 )和 ( 2 )式有

` 一

客
” 、 ,

(
/ ( T `

卜客叽
( T `

)。 ( T
·

)
)
一

客客
` 、 , , 一 ( T`

)一

垒 J ,

一 几
·

首先由 { ( X
` , T `
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.
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1
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由 ( 3 9 )
,

( 3 4 )式
,

条件 ( a
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澎
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)
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、
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,

条件 (
a
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) ) 及引理 3得
n 石 I ( * 0 ,

此即 ( 6 2 )式
.
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