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摘要 本文推导了拟 Hermite 流形间拟调和映照的第二变分公式. 当目标流形为复 Euclid 空间中等

距嵌入 CR 流形或者是 Heisenberg 群中的拟 Hermite 浸入子流形时, 本文给出了在 Weingarten 变换

满足一定条件下, 有关拟调和映照不稳定性的若干结果.
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1 引言

调和映照是能量泛函的临界点. 如果一个调和映照的第二变分是非负的,即映照的指标为 0,那么

称此映照是稳定的. 稳定性问题一直是调和映照理论中的重要问题.文献 [1]中, Smith对 Riemann流

形间的恒等映照的指标做了估计, 特别地, 他证明了球面 Sm 间恒等映照的指标为 m+ 1. 文献 [2] 中,

Xin 证明了当 m > 3 时, 任意从球面出发的非常值的调和映照 f : Sm → Nn 是不稳定的, 这里 N 是

任意 Riemann 流形. 而 Leung 在文献 [3] 中证明了任何从紧致 Riemann 流形到球面的非常值调和映

照是不稳定的. Howard 和 Wei 将此结论推广到目标流形是 Euclid 空间紧致浸入子流形的情形 (参见

文献 [4]).

为了研究更多几何对象的性质,一些广义调和映照在各类几何背景下被引进,比如 p-调和映照、F-

调和映照等. 近几年, 拟 Hermite 几何受到了广泛关注, 许多黎曼几何中的问题都可在此背景下提出.

例如, CR Yamabe问题 (参见文献 [5–8])、CR Obata问题 (参见文献 [9–12])等. 特别地,拟调和映照的

概念也在此背景下被推广 (参见文献 [1,13–15]). 此外,在拟 Hermite几何中, Sasakian几何扮演了非常

重要的角色, 几何学家也在探究其几何性质方面做了许多努力 (参见文献 [16–18]). 对两个拟 Hermite

流形间的映照

f : (M2m+1,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃),

Petit 在文献 [15] 中引入了一种新的水平能量泛函 EH,H̃(f). 他推导了关于 EH,H̃(f) 的第一变分公式

并且将此能量泛函的临界点称为拟调和映照. 注意到在此变分公式中需要对目标流形的拉回挠率做限

制, 这样会对研究第二变分公式带来不便. 本文的第二作者东瑜昕在文献 [14] 中通过将变分向量场限

制为水平方向, 对 Petit 提出的变分问题稍作了修正. 这较之于 Petit 引入的全方向变分, 更能体现水
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平结构的作用. 他将此限制变分问题下得到的能量临界点仍称为拟调和映照. 除此之外，他还推导了

当目标流形为 Sasakian 时拟调和映照的第二变分公式, 并且证明了任意从闭的拟 Hermite 流形到奇

维数球的非常值水平拟调和映照是不稳定的.

本文将会把上面有关结论推广到目标流形是等距嵌入 CR 流形或者 Heisenberg 群的拟 Hermite

浸入子流形的情形, 并且给出恒等映照 I : S2n+1 → S2n+1 (n > 1) 指标的下界估计. 首先我们推导了

目标流形为一般拟 Hermite 流形时拟调和映照的第二变分公式. 证明了当 Weingarten 变换满足一定

条件时, 不存在从闭的拟 Hermite 流形到等距浸入 CR 流形的稳定的非常值水平拟调和映照. 接下来

我们考虑了恒等映照 I : S2n+1 → S2n+1, 从上述讨论可知 I 是不稳定的. 根据文献 [19] 中的讨论, 我

们对 I 的不稳定性的程度进行了研究并且得到 I 的拟指标是大于等于 2n+ 2 的. 本文最后证明了当

CR-Weingarten 变换满足一定条件时, 任意从闭的拟 Hermite 流形出发到 Heisenberg 群的拟 Hermite

浸入子流形的非常值水平拟调和映照都是不稳定的.

2 基本概念

设 M 是一个实 2m + 1 维的光滑流形, 用 TM ⊗ C 表示 M 的复化切空间. 设 T1,0M 是 M

的复化切丛 TM ⊗ C 的一个复子空间, 其复维数为 m. 如果 T1,0M 满足 T1,0M ∩ T0,1M = {0} 以
及 [T1,0M,T1,0M ] ⊆ T1,0M , 则称 T1,0M 为 M 上的一个 CR 结构, 这里 T0,1M = T1,0M , 并且称

(M,T1,0M) 为一个 CR 流形, 整数 m 为 CR 维数.

令 H(M) = Re{T1,0M ⊕ T0,1M}, 它是实数维为 2m 的 TM 的子丛. 称此子丛为 CR 流形

(M,T1,0M) 的 Levi 分布. 可以按如下方式在 H(M) 上定义一个复结构 Jb : H(M) → H(M): 对任

意的 V ∈ Γ(T1,0M),

Jb(V + V ) =
√
−1(V − V ).

定义 2.1 设 (M,T1,0M) 和 (N,T1,0N) 是两个 CR 流形且 f : M → N 是光滑映照. 如果对任意

的 x ∈ M , 有 (dxf)(T1,0M)x ⊆ (T1,0N)f(x), 则称 f 为 CR 映照, 其中 dxf 表示 f 在点 x 处的微分.

设 (M,T1,0M) 是可定向的 CR 流形, 记 Ex = {ω ∈ T ∗
xM : Ker(ω) ⊇ H(M)x}, 则 E → M 是

一个可定向的线丛, 故 E 上存在一个整体定义的处处非零的截面 θ, 这样的截面称为 M 上的一个拟

Hermite结构. 每个拟 Hermite结构对应一个 Levi形式 Lθ,定义方式如下: 对任意的 Z,W ∈ Γ(T1,0M),

Lθ(Z,W ) = −
√
−1

2
(dθ)(Z,W ).

可以在 H(M) 上定义一个双线性形式 Gθ. 即对任意的 X,Y ∈ Γ(H(M)), 有

Gθ(X,Y ) =
1

2
(dθ)(X,JbY ).

特别地, Gθ 是对称的.

定义 2.2 设 (M,T1,0M) 是一个定向的 CR 流形且 θ 是 M 上的一个拟 Hermite 结构. 如果它

上的 Levi 形式是正定的, 则称 (M,T1,0M) 是一个严格拟凸的 CR 流形.

注 2.3 本文只考虑严格拟凸的 CR 流形. 如果 (M,T1,0M) 是严格拟凸的, θ 是其拟 Hermite 结

构且使得 Lθ 正定, 为了突出拟 Hermite 结构的重要性, 也记这样的 CR 流形为 (M,H(M), Jb, θ), 并

且称其为拟 Hermite 流形.
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如果 (M,H(M), Jb, θ) 是一个拟 Hermite 流形, 则 M 上存在唯一一个处处非零的切向量场 T , 使

得

θ(T ) = 1, Ty dθ = 0. (2.1)

该向量场被称为特征方向, 有时也被称为 Reeb 方向, 立刻可得如下直和分解: TM = H(M)⊕RT . 通

过此分解可以将 Gθ 延拓定义到 TM 上. 这样可以按如下方式定义一个 M 上的 Riemann度量 gθ: 对

于任意的 X,Y ∈ Γ(TM), 有

gθ(X,Y ) = Gθ(πHX,πHY ) + θ(X)θ(Y ),

其中 πH : TM → H(M)是关于上述直和分解的投射. 称 gθ 为 M 上的Webster度量. 为方便起见,本

文用 ⟨·, ·⟩ 表示 gθ 或者 Gθ.

设 ∇是 M 上的一个线性联络,用 T∇ 表示其挠率.下面定义一个向量值的一形式 τ : TM → TM :

对任意的 X ∈ Γ(TM), τX = T∇(T,X).

通过令 JT = 0,可将复结构 Jb延拓成M 上的 (1,1)型张量场 J . 延拓后,我们仍将 (M,H(M), J, θ)

称为拟 Hermite 流形.

同 Riemann 流形上的 Levi-Civita 联络相类似, 在拟 Hermite 流形上, 也存在一个典范联络, 它同

时保持复结构和 Webster 度量.

定理 2.4 (参见文献 [1]) 设 (M,H(M), J, θ) 是一个拟 Hermite 流形, T 是其特征方向且 J 是复

结构, gθ 是其 Webster 度量, 则 TM 上存在唯一的线性联络 ∇, 称之为 Tanaka-Webster 联络, 满足:

(i) 分布 H(M) 关于 ∇ 平行;

(ii) ∇J = 0,∇gθ = 0;

(iii) ∇ 的挠率 T∇ 满足对任意的 Z,W ∈ Γ(T1,0M):

T∇(Z,W ) = 0, (2.2)

T∇(Z,W ) = 2
√
−1Lθ(Z,W )T, (2.3)

τJ + Jτ = 0. (2.4)

由定理 2.4 可得 ∇T = 0 和 ∇θ = 0. 将 M 上的向量值 1 形式 τ 称为 ∇ 的拟 Hermite 挠率.

注 2.5 拟 Hermite 挠率 τ 是 H(M)- 值的. 它关于 gθ 是自伴的且它的迹 trτ = 0 (参见文献 [1,

第 37页]).记 A(X,Y ) = gθ(τX, Y ). 则 A(X,Y ) = A(Y,X). 如果一个拟 Herimitian流形的拟 Hermite

挠率为 0, 那么将其称为 Sasakian 流形.

由于 Webster 度量是 M 上的一个 Riemann 度量, 用 ∇θ 表示 (M, gθ) 的 Levi-Civita 联络. 则有

如下引理:

引理 2.6 (参见文献 [1]) 假设 (M,H(M), J, θ) 是一个拟 Hermite 流形. ∇ 表示其上的 Tanaka-

Webster 联络, 则其挠率 T∇ 可表示为

T∇ = θ ∧ τ + dθ ⊗ T. (2.5)

进一步, Levi-Civita 联络 ∇θ 和 ∇ 之间有如下关系:

∇θ = ∇−
(
1

2
dθ +A

)
⊗ T + τ ⊗ θ + 2θ ⊙ J. (2.6)
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这里 ⊙ 表示对称张量积, 即对任意的 X,Y ∈ Γ(TM) 有 2(θ ⊙ J)(X,Y ) = θ(X)JY + θ(Y )JX.

例 2.7 (Heisenberg 群) Heisenberg 群 Hn = Cn × R 上的自然坐标为 (z, t) = (z1 = x1 +
√
−1y1,

. . . , zn = xn +
√
−1yn, t), 群运算关系如下:

(z, t) · (w, s) = (z + w, t+ s+ 2Im⟨z, w⟩).

考虑 Hn 如下的复向量场:

Tα =
∂

∂zα
+
√
−1zα

∂

∂t
, α = 1, . . . , n,

这里 ∂
∂zα = 1

2 (
∂

∂xα −
√
−1 ∂

∂yα ) 且 zα = xα +
√
−1yα, 那么 T1,0Hn 上的 CR 结构由 {T1, . . . , Tn} 张成.

θ = dt+ 2
n∑

i=1

(xidyi − yidxi)

构成 Hn 上的一个拟 Hermite 结构 θ. 从而 (Hn,H(Hn), J, θ) 成为一个拟 Hermite 流形. 实际上它还

是一个 Sasakian 流形. 详细证明可参见文献 [1].

本节最后来讨论怎样在拟 Hermite流形上计算向量场的散度.对于给定的向量场 X ∈ Γ(TM), 可

以按照如下方式计算其散度 divX:

divX = trgθ (∇θX) =
2m∑
λ=1

⟨∇θ
eλ
X, eλ⟩+ ⟨∇θ

TX,T ⟩, (2.7)

这里 {eλ}2mλ=1 是 H(M) 上的局部单位正交标架.

由于 ∇θgθ = 0, 利用 (2.6), 有

divX =
2m∑
λ=1

eλ⟨X, eλ⟩ −
2m∑
λ=1

⟨X,∇θ
eλ
eλ⟩+ T (θ(X))

=
2m∑
λ=1

eλ⟨X, eλ⟩ −
2m∑
λ=1

⟨X,∇eλeλ⟩+
(
1

2
dθ +A

)
(eλ, eλ)θ(X) + T (θ(X)).

注意到 trτ = 0, 那么

divX =

2m∑
λ=1

⟨∇eλX, eλ⟩+ T (θ(X)). (2.8)

特别地, 对于 X ∈ Γ(H(M)), (2.8) 变为

divX =

2m∑
λ=1

⟨∇eλX, eλ⟩. (2.9)

3 拟调和映照

设 (M,H(M), J, θ) 和 (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形且 M 是闭的, M 和 N 的实维数分

别为 2m+ 1 以及 2n+ 1.

对于任何光滑映照 f : M → N , Petit 在文献 [15] 中引入了水平能量

EH,H̃(f) =
1

2

∫
M

|dfH,H̃ |2dVθ,
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其中 dfH,H̃ = πH̃ ◦ df ◦ iH , πH̃ : TN → H̃(N) 是自然投影, iH : H(M) → TM 是包含映射.

记 ∇ 和 ∇̃ 分别是 M 和 N 上的 Tanaka-Webster 联络. 根据文献 [15], 可定义关于 (∇, ∇̃) 的第

二基本形式, β(X,Y ) = (∇̃Xdf)(Y ) = ∇̃Xdf(Y )− df(∇XY ). 这里仍用 ∇̃ 表示 f−1TN 上的拉回联络.

Petit 推导了关于水平能量 EH,H̃ 的第一变分公式并且称其临界点为拟调和映照. 但在此公式中,

需要对拟 Hermite 挠率的拉回项做一些限制, 这将给计算第二变分公式带来不便. 本文第二作者东瑜

昕在文献 [14] 中对此变分问题稍作修正, 他考虑将变分向量场限制成水平方向, 这样较之于 Petit 引

入的全方向变分更能体现水平结构的作用，则有如下结论成立.

命题 3.1 (参见文献 [14,15]) 对于任何给定的水平向量场 V ∈ Γ(f−1H̃(N)), 若 {ft}(|t| < ε) 是

一个单参数变换群, 记 f0 = f 以及 V = ∂ft
∂t |t=0, 则有

dEH,H̃(ft)

dt

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
M

⟨V, τH,H̃(f)⟩dVθ,

其中

τH,H̃(f) = trGθ
(βH,H̃ + (f∗θ̃ ⊗ f∗τ̃)H,H̃);

βH,H̃ = πH̃ ◦ β|H(M)×H(M);

(f∗θ̃ ⊗ f∗τ̃)H,H̃ = πH̃ [f∗θ̃ ⊗ f∗τ̃ ]|H(M)×H(M).

称 τH,H̃ 为 f 的拟张力场.

定义 3.2 (参见文献 [14]) 如果光滑映照 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃)是水平能量 EH,H̃

关于任意水平变分 V ∈ Γ(f−1H̃(N)) 的临界点, 则称 f 为拟调和映照.

推论 3.3 (参见文献 [14]) 光滑映照 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是拟调和的当且仅当

τH,H̃ = 0, 即 trGθ
{βH,H̃(f) + [(f∗θ̃)⊗ (f∗τ̃)]H,H̃} = 0.

注 3.4 上述拟调和映照的概念与 Petit 在文献 [15] 中的定义稍有区别, 在文献 [14] 中, 作者

证明了当目标流形为 Sasakian 流形时, 两种对于拟调和映照的定义方式是等价的. 本文将研究定

义 3.2 意义下的拟调和映照.

在本节的最后我们给出一个引理, 在后面的讨论中将会用到.

引理 3.5 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形间的光滑映照. 那么

对于任意的 X,Y ∈ Γ(TM), 有

∇̃Xdf(Y )− ∇̃Y df(X) = df([X,Y ]) + θ̃(df(X))τ̃(df(Y ))− θ̃(df(Y ))τ̃(df(X))

+ dθ̃(df(X), df(Y ))T̃ . (3.1)

证明 设 (U, x1, . . . , x2m+1) 和 (V, y1, . . . , y2n+1) 分别是 M 和 N 上的局部坐标系 (f(U) ⊆ V ).

由于 [ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ] = 0. 利用 (2.5), 我们只需证明

∇̃ ∂
∂xi

df

(
∂

∂xj

)
− ∇̃ ∂

∂xj
df

(
∂

∂xi

)
= T∇̃

(
df

(
∂

∂xi

)
, df

(
∂

∂xj

))
. (3.2)

用 ( ∂
∂ya )f 表示拉回坐标系, 则

∇̃ ∂

∂xi
df

(
∂

∂xj

)
− ∇̃ ∂

∂xj
df

(
∂

∂xi

)
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=
2n+1∑
a=1

[
∇̃ ∂

∂xi

∂fa

∂xj
·
(

∂

∂ya

)
f

− ∇̃ ∂

∂xj

∂fa

∂xi
·
(

∂

∂ya

)
f

]

=

2n+1∑
a,b=1

[
∂fa

∂xj

∂f b

∂xi
∇̃ ∂

∂yb

∂

∂ya
− ∂fa

∂xi

∂f b

∂xj
∇̃ ∂

∂yb

∂

∂ya

]

=
2n+1∑
a,b=1

∂fa

∂xi

∂f b

∂xj
T∇̃

(
∂

∂ya
,

∂

∂yb

)

= T∇̃

(
df

(
∂

∂xi

)
, df

(
∂

∂xj

))
. (3.3)

证毕. �

4 第二变分公式

在文献 [14]中,作者推导了目标流形为 Sasakian时拟调和映照的第二变分公式. 本节将推导当目

标流形是一般拟 Hermite 流形时, 拟调和映照的第二变分公式.

设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形间的光滑映照且 M 是闭的. 对

于任给的单参数变换群 {ft}(|t| < ε), 记 f0 = f, V = ∂ft
∂t |t=0, 令 Φ(·, t) = ft 且 Vt =

∂ft
∂t . 特别地, 要求

对于任意 t, Vt =
∂ft
∂t 是水平的, 即 ∂ft

∂t ∈ Γ(f−1
t (H̃(N))).

由文献 [14] 中已有的第一变分公式, 我们可得

dEH,H̃(ft)

dt
=

∫
M

⟨∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃(eλ), dΦH,H̃(eλ)⟩dVθ

=

∫
M

[⟨
∇̃eλdΦ

(
∂

∂t

)
, dΦH,H̃(eλ)

⟩
+ θ̃

(
dΦ

(
∂

∂t

))
⟨τ̃(dΦ(eλ)), dΦH,H̃(eλ)⟩

− θ̃(dΦ(eλ))

⟨
τ̃

(
dΦ

(
∂

∂t

))
, dΦH,H̃(eλ)

⟩]
dVθ

=

∫
M

[
−

⟨
dΦ

(
∂

∂t

)
, (∇̃eλdΦH,H̃)(eλ)

⟩
+ θ̃

(
dΦ

(
∂

∂t

))
⟨τ̃(dΦ(eλ)), dΦH,H̃(eλ)⟩

− θ̃(dΦ(eλ))

⟨
τ̃

(
dΦ

(
∂

∂t

))
, dΦH,H̃(eλ)

⟩]
dVθ.

则

dEH,H̃(ft)

dt
=

∫
M

[
− ⟨Vt, τH,H̃(ft)⟩+ θ̃

(
dΦ

(
∂

∂t

))
⟨τ̃(dΦ(eλ)), dΦH,H̃(eλ)⟩

]
dVθ.

注意到 f 是拟调和的且 ∂ft
∂t ∈ Γ(f−1

t (H̃(N))) (任意的 t), 那么

d2EH,H̃(ft)

dt2

∣∣∣∣
t=0

= − d

dt

{∫
M

⟨Vt, τH,H̃(ft)⟩dVθ

}∣∣∣∣
t=0

= −
∫
M

⟨V, ∇̃ ∂
∂t
τH,H̃(ft)⟩|t=0dVθ.

用 R̃ 表示关于 ∇̃ 的曲率张量. 由 (3.1) 以及 ∇̃θ = 0, 可得

∇̃ ∂
∂t
τH,H̃(ft)|t=0

=
2m∑
λ=1

∇̃ ∂
∂t
[(∇̃eλdftH,H̃)(eλ) + (f∗

t θ̃)(eλ)τ̃(dftH,H̃(eλ))]|t=0
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=
2m∑
λ=1

(∇̃ ∂
∂t
∇̃eλdΦH,H̃)(eλ)|t=0 +

2m∑
λ=1

∇̃ ∂
∂t
[θ̃(dΦ(eλ))τ̃(dΦH,H̃(eλ))]|t=0

=

2m∑
λ=1

[
R̃

(
∂

∂t
, eλ

)
dΦH,H̃

]
(eλ)

∣∣∣∣
t=0

+

2m∑
λ=1

(∇̃eλ∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃)(eλ)|t=0

+

2m∑
λ=1

[dθ̃(V, df(eλ))τ̃(dfH,H̃(eλ)) + θ̃(df(eλ))(∇̃V τ̃)(dfH,H̃(eλ))]

+
2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))τ̃(∇̃eλV − θ̃(df(eλ))τ̃(V )).

注意到 Gθ̃(·, ·) =
1
2dθ̃(·, J̃ ·). 那么

∇̃ ∂
∂t
τH,H̃(ft)|t=0

=
2m∑
λ=1

[
R̃

(
∂

∂t
, eλ

)
dΦH,H̃

]
(eλ)

∣∣∣∣
t=0

+
2m∑
λ=1

(∇̃eλ∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃)(eλ)|t=0

+
2m∑
λ=1

[2⟨J̃V, dfH,H̃(eλ)⟩τ̃(dfH,H̃(eλ)) + θ̃(df(eλ))(∇̃V τ̃)(dfH,H̃(eλ))]

+

2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))τ̃(∇̃eλV )−
2m∑
λ=1

[θ̃(df(eλ))]
2τ̃2(V ). (4.1)

考虑到有如下分解: df(eλ) = θ̃(df(eλ))T̃ + dfH,H̃(eλ), 则

⟨R̃(V, df(eλ))dfH,H̃(eλ), V ⟩ = θ̃(df(eλ))⟨R̃(V, T̃ )dfH,H̃(eλ), V ⟩+ ⟨R̃(V, dfH,H̃(eλ))dfH,H̃(eλ), V ⟩.

由文献 [1] 中的 (1.77), 我们有

⟨R̃(V, df(eλ))dfH,H̃(eλ), V ⟩

= −θ̃(df(eλ))⟨S̃(dfH,H̃(eλ), V ), V ⟩+ ⟨R̃(V, dfH,H̃(eλ))dfH,H̃(eλ), V ⟩

= −θ̃(df(eλ))⟨(∇̃df
H,H̃

(eλ)τ̃)V − (∇̃V τ̃)(dfH,H̃(eλ)), V ⟩+ ⟨R̃(V, dfH,H̃(eλ))dfH,H̃(eλ), V ⟩. (4.2)

这里 S̃ 定义为: 对任意的 X,Y ∈ Γ(TN), S̃(X,Y ) = (∇̃X τ̃)(Y )− (∇̃Y τ̃)(X).

下面定义一个水平向量场 X ∈ Γ(H(M)),

X =

[ 2m∑
λ=1

⟨(∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃)eλ, V ⟩eλ

]∣∣∣∣
t=0

.

计算向量场 X 的散度, 通过应用散度定理和 (3.1), 有∫
M

2m∑
λ=1

⟨(∇̃eλ∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃)(eλ)|t=0, V ⟩dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

⟨(∇̃ ∂
∂t
dΦH,H̃)(eλ), ∇̃eλV ⟩|t=0dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

[⟨∇̃eλV, ∇̃eλV ⟩ − θ̃(df(eλ))⟨τ̃(V ), ∇̃eλV ⟩]dVθ. (4.3)
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最后, 结合 (4.1)–(4.3), 可得如下定理.

定理 4.1 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形间的拟调和映照且

M 是闭的. 若 {ft}(|t| < ε) 是 f 的单参数变换群且对任意的 t, 有 ∂ft
∂t ∈ Γ(f−1

t (H̃(N))). 记 f0 = f 以

及 V = ∂ft
∂t |t=0. 则能量泛函 EH,H̃ 的第二变分公式为

d2EH,H̃(ft)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

2m∑
λ=1

{⟨∇̃eλV, ∇̃eλV ⟩ − R̃(V, dfH,H̃(eλ), V, dfH,H̃(eλ))

+ θ̃(df(eλ))⟨(∇̃df
H,H̃

(eλ)τ̃)V, V ⟩+ [θ̃(df(eλ))]
2⟨τ̃(V ), τ̃(V )⟩

− 2θ̃(df(eλ))[⟨(∇̃V τ̃)(dfH,H̃(eλ)), V ⟩+ ⟨τ̃(V ), ∇̃eλV ⟩]

− 2⟨dfH,H̃(eλ), τ̃V ⟩⟨dfH,H̃(eλ), J̃V ⟩}dVθ, (4.4)

这里 {eλ}2mλ=1 是 H(M) 的一组局部单位正交标架.

定义 4.2 (参见文献 [15]) 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形间的

光滑映照. 如果对任意的 x ∈ M 有

(dxf)(HxM) ⊆ H̃f(x)(N), (4.5)

则称 f 是水平的.

推论 4.3 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是两个拟 Hermite 流形间的水平拟调和映

照 (f 既是水平又是拟调和的), 且 M 是闭的. 若 {ft}(|t| < ε) 是 f 的单参数变换群, 对任意的 t, 有
∂ft
∂t ∈ Γ(f−1

t (H̃(N))). 记 f0 = f 以及 V = ∂ft
∂t |t=0. 那么能量泛函 EH,H̃ 的第二变分公式为

d2EH,H̃(ft)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

2m∑
λ=1

[⟨∇̃eλV, ∇̃eλV ⟩ − R̃(V, df(eλ), V, df(eλ))

− 2⟨df(eλ), τ̃V ⟩⟨df(eλ), J̃V ⟩]dVθ. (4.6)

与普通调和映照的情形类似, 同样可以引入有关拟 Hermite 流形间拟调和映照稳定性的概念.

定义 4.4 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是一拟调和映照. 若对于任意单参数变换群

{ft}||t|<ϵ, 记 f0 = f, V = ∂ft
∂t |t=0 ∈ Γ(f−1H̃(N)), 有 d2

dt2 |t=0EH,H̃(ft) > 0, 则称 f 是稳定的. 若对某一

变分 {ft}||t|<ϵ, f0 = f, V = ∂ft
∂t |t=0 ∈ Γ(f−1H̃(N)), 有 d2

dt2 |t=0EH,H̃(ft) < 0, 那么称 f 是不稳定的.

事实上, 如果要求对任意的 t, 都有 ∂ft
∂t ∈ Γ(f−1

t H̃(N)), 那么由定理 4.1 可得

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

EH,H̃(ft) =

∫
M

2m∑
λ=1

{⟨∇̃eλV, ∇̃eλV ⟩ − R̃(V, dfH,H̃(eλ), V, dfH,H̃(eλ))

+ θ̃(df(eλ))⟨(∇̃df
H,H̃

(eλ)τ̃)V, V ⟩+ [θ̃(df(eλ))]
2⟨τ̃(V ), τ̃(V )⟩

− 2θ̃(df(eλ))[⟨(∇̃V τ̃)(dfH,H̃(eλ)), V ⟩+ ⟨τ̃(V ), ∇̃eλV ⟩]

− 2⟨dfH,H̃(eλ), τ̃V ⟩⟨dfH,H̃(eλ), J̃V ⟩}dVθ. (4.7)

本文将会利用 (4.7) 研究一些拟调和映照不稳定性问题. 为了方便起见, 将 (4.7) 的右端记为

Hf (V, V ).
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注 4.5 当目标流形是 Sasakian 时, 本文第二作者东瑜昕已经在文献 [14] 中推导了关于能量

EH,H̃ 的第二变分公式, 如下:

d2EH,H̃(ft)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

2m∑
λ=1

[⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eλVH̃⟩ − R̃(V, dfH,H̃(eλ), V, dfH,H̃(eλ))]dVθ. (4.8)

这里 {ft} 是 f 关于 V 的单参数变换群, VH̃ 表示 V 的水平部分. 他利用此公式给出了若干有关拟调

和映照稳定或者不稳定性的结果.

5 到等距嵌入 CR 流形的拟调和映照

文献 [14]中,作者证明了任何从闭的拟 Hermite流形到奇数维球面的非常值水平拟调和映照是不

稳定的. 本节将会把此结论推广到目标流形为一般等距嵌入 CR 流形上.

设 i : N ↪→ Cn+k (∼= R2n+2k) 是一个 (2n + 1) 维的子流形 (k > 1). 如果 N 是一个 CR 流形并且

其 CR 结构式由 Cn+k 所诱导, 即 T1,0(N) = T 1,0(Cn+k) ∩ (TN ⊗ C), 则称 N 是一个嵌入 CR 流形.

设 θ̃ 是 N 上某个拟 Hermite 结构, 令 gθ̃ 是 (N, θ̃) 的 Webster 度量, gcan 是 Cn+k (∼= R2n+2k) 上

的典范度量. 如果 N 是一个嵌入 CR 流形且 gθ̃=i∗gcan.则称 (N, gθ̃) 是一个等距嵌入 CR 流形. 自然

地, (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 成为一个拟 Hermite 流形, 其中 H̃ = kerθ̃, J̃ 是由 Cn+k (∼= R2n+2k) 上标准的复结

构 Ĵ 所诱导的. 即: 对任意的 X ∈ Γ(H̃(N)), 有

J̃X = ĴX. (5.1)

令 T̃ 是 (N, θ̃) 的特征方向, 如果 T⊥N 记为 N 在 Cn+k (∼= R2n+2k) 中的法丛, 则存在向量场 ξ ∈
Γ(T⊥N) 使得

T̃ = Ĵξ|N . (5.2)

例 5.1 (参见文献 [1,14]) 标准的奇维数球 i : S2n+1 ↪→ Cn+1 是一个等距嵌入 CR 流形并且它也

是 Sasakian 的.

若无特殊说明本节将始终假定 (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是等距嵌入 CR 流形. 设 ∇̂ 是 Cn+k (∼= R2n+2k)

上标准的平坦联络, ∇̃θ 是 (N , gθ̃) 上的 Levi-Civita 联络, h 是 N 在 Cn+k (∼= R2n+2k) 中的第二基本

形式. 则它们有如下关系:

∇̂XY = ∇̃θ
XY + h(X,Y ), (5.3)

这里 X,Y ∈ Γ(TN).

对于任意的 η ∈ Γ(T⊥N) 以及 X ∈ Γ(TN), 可按如下方式定义 Weingarten 变换 AηX 以及法丛

上的联络 ∇⊥
Xη:

∇̂Xη = −AηX +∇⊥
Xη. (5.4)

则 h 和 A 有如下关系:

⟨AηX,Y ⟩ = ⟨h(X,Y ), η⟩, (5.5)

这里 X 和 Y 切于 N , η 垂直于 N . 显然, h(X,Y ) 关于 X 和 Y 是对称的且对任意 η, 线性映照 Aη 是

自伴的.
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令 {v2n+2, . . . , v2n+2k} 是点 y ∈ N 处法空间 T⊥
y N 中的一组单位正交基. 下面定义一个线性映照

QN
y : TyN → TyN :

QN
y =

2n+2k∑
α=2n+2

{2(πH̃Avα)
2 − trG

θ̃
(Avα) ·Avα + 2A2

ξ − 4Id}, (5.6)

这里 trG
θ̃
(Avα) =

∑2n
j=1⟨Avα(Xj), Xj⟩ 且 {Xj : 1 6 j 6 2n} 是 H̃(N) 上的一组局部单位正交标

架. 不难验证 QN
y 的定义并不依赖于点 y 处标准正交基的选取. 另外, 对于任意的 X,Y ∈ H̃y(N),

⟨QN
y X,Y ⟩ = ⟨X,QN

y Y ⟩.
由子流形的 Gauss 公式, 关于 ∇̃θ 的曲率张量由下述等式给出,

R̃θ(X,Y, Z,W ) = ⟨h(Y,W ), h(X,Z)⟩ − ⟨h(X,W ), h(Y,Z)⟩, (5.7)

这里 X,Y, Z,W ∈ Γ(TN).

设 ∇̃ 是 (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 上的 Tanaka-Webster 联络且 τ̃ 是其上的拟 Hermite 挠率. 则关于 ∇̃ 的
截面曲率为 (参见文献 [1, 第 49 页]),

R̃(X,Y,X, Y ) = R̃θ(X,Y,X, Y ) + 3⟨J̃X, Y ⟩2 − ⟨τ̃X, Y ⟩2 + ⟨τ̃X,X⟩⟨τ̃Y, Y ⟩,

这里 X,Y ∈ Γ(H̃(N)). 那么由 (5.7) 可得

R̃(X,Y,X, Y ) = ⟨h(X,X), h(Y, Y )⟩ − |h(X,Y )|2 + 3⟨J̃X, Y ⟩2 − ⟨τ̃X, Y ⟩2 + ⟨τ̃X,X⟩⟨τ̃Y, Y ⟩, (5.8)

这里 X,Y ∈ Γ(H̃(N)). 下面我们证明一个引理, 它将在后面的讨论中用到.

引理 5.2 令 ξ ∈ Γ(T⊥N) 是 (5.2) 中所定义的向量场. 对任意的 X ∈ Γ(H̃(N)), 有

(i) ⟨AξT̃ ,X⟩ = 0,

(ii) AξX = J̃ τ̃X −X.

证明 首先, 令 (5.3) 中的 X 和 Y 都为 T̃ , 由于 ∇̃θ
T̃
T̃ = 0, 可得

∇̂T̃ T̃ = ∇̃θ
T̃
T̃ + h(T̃ , T̃ ) = h(T̃ , T̃ ). (5.9)

利用 (5.2), 对任意的 X ∈ Γ(H̃(N)), 有

⟨AξT̃ ,X⟩ = −⟨(∇̂T̃ ξ)
⊤, X⟩ = ⟨∇̂T̃ Ĵ T̃ , X⟩. (5.10)

注意到 ∇̂Ĵ = 0 和 Ĵ2 = −1. 那么利用 (5.1) 和 (5.9), (5.10) 变为

⟨AξT̃ ,X⟩ = −⟨∇̂T̃ T̃ , J̃X⟩ = −⟨h(T̃ , T̃ ), J̃X⟩. (5.11)

由于 h(T̃ , T̃ ) ∈ Γ(T⊥N) 以及 J̃X ∈ Γ(TN), (i) 已证毕.

利用 (2.6) 和 ∇̃T̃ = 0, 可得

∇̂T̃X = ∇̃θ
T̃
X + h(T̃ ,X)

= ∇̃T̃X + J̃X + h(T̃ ,X)

= τ̃X + [T̃ ,X] + J̃X + h(T̃ ,X). (5.12)
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因为 ∇̂ 是无挠的, 故上述等式变为

∇̂X T̃ = ∇̂T̃X − [T̃ ,X] = τ̃X + J̃X + h(T̃ ,X). (5.13)

由 ∇̂Ĵ = 0, 利用 (5.2), (5.13) 可被改写为 −∇̂Xξ = J̃ τ̃X −X + Ĵh(T̃ ,X). 从而

AξX = J̃ τ̃X −X + [Ĵh(T̃ ,X)]⊤. (5.14)

对于任意的 Y ∈ Γ(H̃(N)), 因为 h(T̃ ,X) ∈ Γ(T⊥N) 并且 Ĵ2 = −1, 利用 (5.1) 有

⟨Ĵh(T̃ ,X), Y ⟩ = −⟨h(T̃ ,X), J̃Y ⟩ = 0. (5.15)

另一方面, 因为 Ĵ2 = −1, 所以结合 (5.1), (5.2) 和 (5.5), 简单的计算可得

⟨Ĵh(T̃ ,X), T̃ ⟩ = ⟨AξT̃ ,X⟩. (5.16)

最后利用 (i) 的结论, 有

⟨Ĵh(T̃ ,X), T̃ ⟩ = 0. (5.17)

再利用 (5.15) 和 (5.17) 可得 [Ĵh(T̃ ,X)]⊤ = 0. 将其带入 (5.14), 有 AξX = J̃ τ̃X −X. 引理证毕. �
设 a 是 Cn+k (∼= R2n+2k) 中的向量场. 分别记 a⊤ 和 a⊥ 为切于以及垂直于 N 的向量场. 根据分

解 TN = H̃(N)⊕ RT̃ , 可将 a⊤ 写成 a⊤ = πH̃a⊤ + ⟨a, T̃ ⟩T̃ . 记 aH̃ = πH̃a⊤. 则

aH̃ = a− a⊥ − ⟨a, T̃ ⟩T̃ , (5.18)

显然 aH̃ ∈ Γ(H̃(N)).

引理 5.3 设 a 是一个常值向量场. 对于上述定义的 aH̃ , 对任意的 X ∈ Γ(H̃(N)), 有

∇̃XaH̃ = Aa⊥X − ⟨Aa⊥X, T̃ ⟩T̃ − ⟨a, T̃ ⟩τ̃X − ⟨a, T̃ ⟩J̃X.

证明 注意到 Gθ̃ = 1
2dθ̃(·, J̃ ·) 以及 ∇̂a = 0. 利用 (2.6) 和 (5.13), 简单的计算可得

∇̃XaH̃ = ∇̃θ
XaH̃ +

1

2
dθ̃(X, aH̃)T̃ + Ã(X, aH)T̃

= [∇̂X(a− a⊥ − ⟨a, T̃ ⟩T̃ )]⊤ + ⟨J̃X, a⟩T̃ + ⟨τ̃X, a⟩T̃

= (−∇̂Xa⊥)⊤ −X⟨a, T̃ ⟩T̃ − ⟨a, T̃ ⟩(∇̂X T̃ )⊤ + ⟨J̃X, a⟩T̃ + ⟨τ̃X, a⟩T̃

= Aa⊥X − ⟨a, ∇̂X T̃ ⟩T̃ − ⟨a, T̃ ⟩(τ̃X + J̃X) + ⟨J̃X, a⟩T̃ + ⟨τ̃X, a⟩T̃

= Aa⊥X − ⟨Aa⊥X, T̃ ⟩T̃ − ⟨a, T̃ ⟩τ̃X − ⟨a, T̃ ⟩J̃X.

证毕. �
设 f : (M,H(M), J, θ)→ (N, H̃(N), J̃ , θ̃)是M 和 N 之间的水平拟调和映照, a是 Cn+k (∼= R2n+2k)

中的常值向量场. 用 φt(|t| < ϵ) 表示由 aH̃ 生成的单参数变换群. 可将 aH̃ 看成沿 f 的水平变分向量

场, 则它的单参数变换群为 ft = φt ◦ f , f0 = f, ∂ft
∂t |t=0 = aH̃ . 由于 aH̃ 是水平的, 从而对任意的 t 来

说, ∂ft
∂t = ∂φt

∂t ◦ f 也是水平的.

由推论 4.3, 第二变分公式可写成如下形式,

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

EH,H̃(ft) =

∫
M

2m∑
λ=1

[|∇̃df(eλ)aH̃ |2 − R̃(aH̃ , df(eλ), aH̃ , df(eλ))
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− 2⟨df(eλ), τ̃aH̃⟩⟨df(eλ), J̃aH̃⟩]dVθ, (5.19)

其中 {eλ}2mλ=1 是 H(M) 中的一组单位正交标架.

定理 5.4 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃)是从闭的拟 Hermite流形到等距嵌入 CR流

形的非常值水平拟调和映照. 如果对任意 y ∈ N , QN
y 在 H̃y(N) 上都是负定的 (即对任意的 X ̸= 0 且

X ∈ Γ(H̃(N), ⟨QNX,X⟩ < 0), 则 f 是不稳定的.

证明 考虑上述提及的水平向量场 aH̃ . 根据定义 4.4, 利用 (5.19) 可得

Hf (aH̃ , aH̃) =
d2EH,H̃(ft)

dt2

∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

2m∑
λ=1

[|∇̃df(eλ)aH̃ |2 − R̃(aH̃ , df(eλ), aH̃ , df(eλ))

− 2⟨df(eλ), τ̃aH̃⟩⟨df(eλ), J̃aH̃⟩]dV θ, (5.20)

其中 {eλ}2mλ=1 是 H(M) 上的单位正交标架. 因为 f 是水平的, 由引理 5.3 可得

∇̃df(eλ)aH̃ = Aa⊥df(eλ)− ⟨Aa⊥df(eλ), T̃ ⟩T̃ − ⟨a, T̃ ⟩τ̃ df(eλ)− ⟨a, T̃ ⟩J̃df(eλ),

从而

|∇̃df(eλ)aH̃ |2 = ⟨Aa⊥df(eλ), Aa⊥df(eλ)⟩ − ⟨Aa⊥df(eλ), T̃ ⟩2

+ ⟨a, T̃ ⟩2⟨τ̃2df(eλ), df(eλ)⟩+ ⟨a, T̃ ⟩2|df(eλ)|2

− 2⟨a, T̃ ⟩⟨Aa⊥df(eλ), τ̃df(eλ)⟩ − 2⟨Aa⊥df(eλ), J̃df(eλ)⟩⟨a, T̃ ⟩

+ 2⟨a, T̃ ⟩2⟨τ̃ J̃df(eλ), df(eλ)⟩. (5.21)

根据 (5.8), 有

R̃(aH̃ , df(eλ), aH̃ , df(eλ))

= ⟨h(aH̃ , aH̃), h(df(eλ), df(eλ))⟩ − |h(aH̃ , df(eλ))|2 + 3⟨J̃aH̃ , df(eλ)⟩2

− ⟨aH̃ , τ̃df(eλ)⟩2 + ⟨τ̃aH̃ , aH̃⟩⟨τ̃ df(eλ), df(eλ)⟩

= ⟨Ah(a
H̃
,a

H̃
)df(eλ), df(eλ)⟩ − |h(aH̃ , df(eλ))|2 + 3⟨aH̃ , J̃df(eλ)⟩2

− ⟨aH̃ , τ̃df(eλ)⟩2 + ⟨τ̃ aH̃ , aH̃⟩⟨τ̃ df(eλ), df(eλ)⟩. (5.22)

对任意给定的点 y, 选取 Cn+k ∼= R2n+2k 中的一组实单位正交基{a1, . . . , a2n+2k}. 满足 {a1, . . . ,
a2n}|y 是 H̃y(N) 的一组基, a2n+1|y = T̃y, 以及{a2n+2, . . . , a2n+2k}|y 是 T⊥

y N 的一组基. 对于每个 ai

(i = 1, . . . , 2n + 2k), 我们按上面提到的方式构造 (ai)H̃ . 利用 (5.21), (5.22) 以及 trτ̃ = 0, 点点计算可

得

2n+2k∑
i=1

⟨∇̃df(eλ)(ai)H̃ , ∇̃df(eλ)(ai)H̃⟩

=
2n+2k∑
i=2n+2

[⟨Aaidf(eλ), Aaidf(eλ)⟩ − ⟨Aaidf(eλ), T̃ ⟩2]
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+ ⟨τ̃2df(eλ), df(eλ)⟩+ |df(eλ)|2 + 2⟨τ̃ J̃df(eλ), df(eλ)⟩ (5.23)

以及

2n+2k∑
i=1

R̃((ai)H̃ , df(eλ), (ai)H̃ , df(eλ))

=

2n∑
i=1

[⟨Ah(ai,ai)df(eλ), df(eλ)⟩ − |h(ai, df(eλ))|2] + 3|df(eλ)|2 − |τ̃ df(eλ)|2. (5.24)

注意到 J̃2 = −1, 通过简单的计算便知

2n+2k∑
i=1

−2⟨df(eλ), τ̃(ai)H̃⟩⟨df(eλ), J̃(ai)H̃⟩ = 2⟨df(eλ), τ̃ J̃df(eλ)⟩. (5.25)

结合 (5.23)–(5.25) 有

2n+2k∑
i=1

Hf ((ai)H̃ , (ai)H̃)

=

∫
M

2m∑
λ=1

{ 2n+2k∑
i=2n+2

[⟨πH̃Aaidf(eλ), πH̃Aaidf(eλ)⟩]−
2n∑
j=1

⟨Ah(aj ,aj)df(eλ), df(eλ)⟩

+
2n∑
j=1

⟨h(aj , df(eλ)), h(aj , df(eλ))⟩] + 2⟨τ̃2df(eλ), df(eλ)⟩

− 2|df(eλ)|2 + 4⟨τ̃ J̃df(eλ), df(eλ)⟩
}
dVθ. (5.26)

由 (5.5) 和单位正交基的选取可知

2n∑
j=1

⟨h(aj , df(eλ)), h(aj , df(eλ))⟩

=
2n∑
j=1

2n+2k∑
i=2n+2

⟨Aaidf(eλ), aj⟩2 =
2n+2k∑
i=2n+2

⟨πH̃Aaidf(eλ), πH̃Aaidf(eλ)⟩. (5.27)

再次应用 (5.5), 有

2n∑
j=1

⟨Ah(aj ,aj)df(eλ), df(eλ)⟩ =
2n∑
j=1

2n+2k∑
i=2n+2

⟨Aaiaj , aj⟩⟨Aaidf(eλ), df(eλ)⟩

=
2n+2k∑
i=2n+2

⟨(trG
θ̃
Aai)Aaidf(eλ), df(eλ)⟩. (5.28)

由引理 5.2 中的 (ii) 以及 (2.4), 对任意的 X ∈ Γ(H̃(N)) 有

τ̃2X = (τ̃ J̃) · (τ̃ J̃)X = (−Aξ − Id) · (−Aξ − Id)X = (A2
ξ + 2Aξ + Id)X. (5.29)

利用 (5.29), 可得

2⟨τ̃2df(eλ), df(eλ)⟩ − 2|df(eλ)|2 + 4⟨τ̃ J̃df(eλ), df(eλ)⟩
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= 2⟨A2
ξdf(eλ) + 2Aξdf(eλ) + df(eλ), df(eλ)⟩ − 2|df(eλ)|2

− 4⟨Aξdf(eλ), df(eλ)⟩ − 4|df(eλ)|2

= ⟨(2A2
ξ − 4Id)df(eλ), df(eλ)⟩. (5.30)

最后, 将 (5.27), (5.28) 和 (5.30) 代入 (5.26), 有

2n+2k∑
i=1

Hf ((ai)H̃ , (ai)H̃) =

∫
M

2m∑
λ=1

⟨QN (df(eλ)), df(eλ)⟩dVθ. (5.31)

在定理条件的假定下,
∫
M

∑2m
λ=1⟨QN (df(eλ)), df(eλ)⟩dVθ < 0. 所以至少存在一个 Hf ((ai)H̃ , (ai)H̃) 小

于 0. 由定义 4.4 可知, f 是不稳定的. �
注 5.5 实际上, 利用 (5.31) 式可将条件 ⟨QNX,X⟩ < 0 减弱为

2m∑
λ=1

⟨QN (df(eλ)), df(eλ)⟩ < 0.

利用定理 5.4, 我们可以得到与文献 [14] 中相同的结论.

推论 5.6 (参见文献 [14]) 如果 f : (M,H(M), J, θ) → (S2n+1, H̃, J̃ , θ̃) 是从闭的拟 Hermite 流形

出发到奇维数球的非常值水平拟调和映照, 则 f 是不稳定的.

在我们证明此推论之前, 我们需要下述引理.

引理 5.7 设 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是一水平映照. 如果 f 是非常值的, 则它一

定是水平非常值的 (这里水平非常值的意思是指映照只在水平方向非常值).

证明 事实上, 只须证明如果 df |H(M) = 0, 那么 df |TM = 0. 对于任给的 X,Y ∈ Γ(H(M)), 由于

df |H(M)= 0, 根据 (3.1), 可得 (∇̃Xdf)(Y )− (∇̃Y df)(X) = −dθ(X,Y )df(T ). 因为 Levi分布是平行于 ∇
的, 所以 df(T ) = 0. �
现在开始证明推论 5.6, 令 N = S2n+1. 由例 5.1 可知, 标准奇维数球 i : S2n+1 ↪→ Cn+1 是等距嵌

入 CR流形. 因此 T̃ = Ĵν. 这里用 ν 表示 S2n+1 上的单位外法向量. 由于对于任意的 X ∈ Γ(TS2n+1),

AνX = X. 那么 QS2n+1

y = 2πH̃−(2n+2)Id. 既然 f 是非常值的,根据引理 5.7可得
∑2m

λ=1 |df(eλ)|2 > 0.

从而
∑2m

λ=1⟨QN (df(eλ)), df(eλ)⟩ < 0. 由注记 5.5, 可得到推论 5.6 的结论.

下面考虑最简单情形的映照, 即恒等映照 I : S2n+1 → S2n+1. 不难看出, I 是一个水平拟调和映

照. 由推论 5.6 可知此映照一定是不稳定的. 仿照文献 [19] 中的理论, 可以研究映照 I 作为拟调和映

照的不稳定程度.

令 V ∈ Γ(TS2n+1). 根据分解 TS2n+1 = span{T̃} ⊕ H̃(S2n+1), 可把 V 写成

V = VT̃ + VH̃ , (5.32)

其中 VT̃ = ⟨V, T̃ ⟩T̃ , VH̃ = V − ⟨V, T̃ ⟩T̃ . 显然, VH̃ 是 H̃(S2n+1) 的一个截面.

记 LV gθ̃ 为关于 Webster 度量下 V 方向的 Lie 导数, 它是 S2n+1 上的对称 2 张量.

引理 5.8 对于任意的 V ∈ Γ(TS2n+1),

1

2

∫
S2n+1

|LV gθ̃|
2
H̃
dVθ̃ =

∫
S2n+1

{ 2n∑
λ=1

[⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eλVH̃⟩ − ⟨R̃(V, eλ, V, eλ⟩]

+ (divVH̃)2 − 2⟨∇̃T̃VH̃ , J̃VH̃⟩
}
dVθ̃,
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其中 |LV gθ̃|
2
H̃

=
∑2n

λ,µ=1[(LV gθ̃)(eλ, eµ)]
2 且 {eλ}2nλ=1 是 H̃(S2n+1) 上的一组单位正交标架.

证明 由 (3.2) 可得

(LV gθ̃)(eλ, eµ) = (LV
H̃
gθ̃)(eλ, eµ) + (LVT̃

gθ̃)(eλ, eµ),

其中 1 6 λ, µ 6 2n. 由于 S2n+1 是一个 Sasakian 流形且 ∇̃T̃ = 0, 则可做如下计算:

(LVT̃
gθ̃)(eλ, eµ) = −⟨[VT̃ , eλ], eµ⟩ − ⟨eλ, [VT̃ , eµ]⟩

= −θ̃(V )[⟨∇̃T̃ eλ, eµ⟩+ ⟨eλ, ∇̃T̃ eµ⟩]

= 0.

从而

(LV gθ̃)(eλ, eµ) = (LV
H̃
gθ̃)(eλ, eµ). (5.33)

并且还可得到

1

2
|LV

H̃
gθ̃|

2 =
1

2

2n∑
λ,µ=1

[(LV
H̃
gθ̃)(eλ, eµ)]

2

=
2n∑
λ=1

⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eλVH̃⟩+
2n∑

λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨eλ, ∇̃eµVH̃⟩. (5.34)

下面定义两个向量场 X,Y ∈ Γ(H̃(S2n+1)), 其中 X = ∇̃V
H̃
VH̃ 以及 Y =

∑2n
i=1⟨∇̃eλVH̃ , eλ⟩VH̃ . 分别计

算 X 和 Y 的散度, 可得如下结论:

divX − divY =
2n∑
λ=1

R̃(VH̃ , eλ, VH̃ , eλ) +
2n∑

λ,µ=1

[⟨∇̃[eλ,eµ]VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩

+ ⟨VH̃ , ∇̃eλeµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩ − ⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eµeλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩

+ ⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨eλ, ∇̃eµVH̃⟩]− (divVH̃)2.

利用 (2.5) 以及 τ̃ = 0, 可将 [eλ, eµ] 重新表达成

[eλ, eµ] = ∇̃eλeµ − ∇̃eµeλ − dθ̃(eλ, eµ)T̃ .

则

divX − divY =

2n∑
λ=1

R̃(VH̃ , eλ, VH̃ , eλ) +

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩

+
2n∑

λ,µ=1

[⟨∇̃∇̃eλ
eµ
VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩ − ⟨∇̃∇̃eµeλ

VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩]

+
2n∑

λ,µ=1

[⟨VH̃ , ∇̃eλeµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩ − ⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eµeλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩]

−
2n∑

λ,µ=1

dθ̃(eλ, eµ)⟨∇̃T̃VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩ − (divVH̃)2. (5.35)
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另一方面,

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃∇̃eλ
eµ
VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩ =

2n∑
λ,µ,ν=1

⟨∇̃eλeµ, eν⟩⟨∇̃eνVH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩

= −
2n∑

λ,µ,ν=1

⟨eµ, ∇̃eλeν⟩⟨∇̃eνVH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩

= −
2n∑

λ,µ=1

⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , ∇̃eλeµ⟩.

同样, 通过简单计算可得

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃∇̃eµeλ
VH̃ , eλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩ = −

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eµeλ⟩⟨VH̃ , eµ⟩.

从而 (5.35) 变为

divX − divY =
2n∑
λ=1

R̃(VH̃ , eλ, VH̃ , eλ) +
2n∑

λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩

− (divVH̃)2 + 2⟨∇̃T̃VH̃ , eλ⟩⟨J̃VH̃ , eλ⟩.

那么

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩

= divX − divY −
2n∑
λ=1

R̃(VH̃ , eλ, VH̃ , eλ) + (divVH̃)2

− 2⟨∇̃T̃VH̃ , eλ⟩⟨J̃VH̃ , eλ⟩. (5.36)

由于 S2n+1 的拟 Hermite 挠率为 0, 根据文献 [1] 中的讨论, 可得

⟨R̃(T̃ , Y )Z,W ⟩ = ⟨S̃(Z,W ), Y ⟩ = 0.

因此 R̃(VH̃ , eλ, VH̃ , eλ) = R̃(V, eλ, V, eλ). 于是 (5.36) 式变为

2n∑
λ,µ=1

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩⟨∇̃eµVH̃ , eλ⟩

= divX − divY −
2n∑
λ=1

R̃(V, eλ, V, eλ) + (divVH̃)2

− 2⟨∇̃T̃VH̃ , eλ⟩⟨J̃VH̃ , eλ⟩.

将其代入 (5.34) 式可得

1

2
|LV

H̃
gθ̃|

2
H̃

=
2n∑
λ=1

[⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eλVH̃⟩ − R̃(eλ, V, eλ, V )
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− 2⟨∇̃T̃VH̃ , eλ⟩⟨J̃VH̃ , eλ⟩] + (divVH̃)2 + divX − divY.

那么

1

2

∫
S2n+1

|LV gθ̃|
2
H̃
dVθ̃ =

∫
S2n+1

{ 2n∑
λ=1

[⟨∇̃eλVH̃ , ∇̃eλVH̃⟩ − ⟨R̃(V, eλ, V, eλ⟩]

+ (divVH̃)2 − 2⟨∇̃T̃VH̃ , J̃VH̃⟩
}
dVθ̃.

证毕. �
由注 4.5 以及引理 5.8, 立刻可得如下结论.

命题 5.9 对任意的 V ∈ Γ(TS2n+1), 有

HI(V, V ) =

∫
S2n+1

[
1

2
|LV gθ̃|

2
H̃
− (divVH̃)2 + 2⟨∇̃T̃VH̃ , J̃VH̃⟩

]
dVθ̃, (5.37)

其中 VH̃ 表示 V 的水平部分.

令 i 表示无穷小等距群, 即如果向量场 V ∈ i 那么 LV gθ̃ = 0. 令 c 表示所有共形向量场. 这里的

记号参见文献 [20] 中的定义.

命题 5.10 S2n+1 上的向量场 V 是共形的当且仅当 LV gθ̃ =
divV

H̃

n gθ̃.

证明 若向量场 V 是共形的, 则 LV gθ̃ = σgθ̃, 这里 σ 是某一函数. 在 H̃(S2n+1) 中的某一单位

正交标架下, 有

(LV gθ̃)(eλ, eµ) = σgθ̃(eλ, eµ) = σδλµ.

由 (5.33) 式, 可得

(LV gθ̃)(eλ, eµ) = (LV
H̃
gθ̃)(eλ, eµ) = ⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩+ ⟨eλ, ∇̃eµVH̃⟩.

因此

⟨∇̃eλVH̃ , eµ⟩+ ⟨eλ, ∇̃eµVH̃⟩ = σδλµ.

缩并上述等式, 可得 σ =
divV

H̃

n . 命题证毕. �
命题 5.11 如果 n > 1, 则 ind(I)> 2n+ 2. 这里 ind(I) 表示 Γ(TS2n+1) 中使得 HI 负定的最大

子空间的维数.

证明 若 V ∈ c, 由命题 5.10 可知 |LV gθ̃|
2
H̃

= 2
(divV

H̃
)2

n . 代入 (5.37) 可得

HI(V, V ) =

∫
S2n+1

1− n

n
(divVH̃)2 + 2⟨∇̃T̃VH̃ , J̃VH̃⟩dVθ̃. (5.38)

如果 V 在 i 在 c 的正交补中, 那么它也可看成是 R2n+2 上的常值向量场通过限制到 S2n+1 上得到的.

文献 [5] 中已经证得 ∇̃T̃VH̃ = −J̃VH̃ . 将此等式代入 (5.38), 有

HI(V, V ) =

∫
S2n+1

[
1− n

n
(divVH̃)2 − 2|VH̃ |2

]
dVθ̃.

实际上, 由命题 5.10 可知, divVH̃ ̸= 0, 故 HI(V, V ) < 0. 则 i(I)> dim(c/i), 即 ind(I)> 2n+ 2. �
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6 到 Heisenberg 群的拟 Hermite 子流形的拟调和映照

本节将会证明如果 CR-Weingarten 变换满足一定条件时, 任何从闭的拟 Hermite 流形到 Heisen-

berg 群的拟 Hermite 子流形的非常值拟调和映照是不稳定的. 首先介绍一些相关概念 (参见文献 [1]).

分别记 (M,H(M), J, θ) 和 (K,H(K), JK ,Θ) 为两个实维数为 m 和 m+ k 的拟 Hermite 流形. 如

果 f 是一个 CR 映照并且对于任意的 x ∈ M 有 rank(dxf) = m 则称 f : M → K 是一个 CR 浸入.

定义 6.1 (参见文献 [1]) 设 f : M → K 是一个 CR 浸入. 如果 f∗Θ = θ, 则称 f 是一个拟等距

Hermite CR 浸入.

注 6.2 事实上, 在上述定义中由于 f 是一个 CR 映照, 故 JK ◦ df |H(M) = df ◦ JM |H(M) 且

f∗GΘ = Gθ. 但一般来说, 此浸入 f 关于 Riemann 度量 gθ 和 gΘ 并不是等距的.

为方便起见,用M 表示 f(M),记浸入为 i : M ↪→ K. 实际上,拟 Hermite流形 (K,H(K), JK ,Θ)也

可看成是 Riemann流形 (K, gΘ). 对于任意的W ∈ Γ(TK),可按如下方式定义两个向量场: W⊤ = tanW

以及 W⊥ = norW . 即 W⊤ 切于 M , W⊥ 垂直于 M .

记 ∇K 为 K 上的 Tanaka-Webster 联络. 对任意的 X ∈ Γ(TM) 以及 η ∈ Γ(T⊥M), 令

∇XY = (∇K
XY )⊤, (6.1)

α(X,Y ) = (∇K
XY )⊥. (6.2)

容易验证 ∇ 是 M 上的线性联络. α 是双线性的, 且它取值于 T⊥M . 进一步, 可得如下 CR-Gauss 公

式:

∇K
XY = ∇XY + α(X,Y ). (6.3)

对任意的 X ∈ Γ(TM) 以及 η ∈ Γ(T⊥M), 记

aηX = −(∇K
Xη)⊤, (6.4)

∇⊥
Xη = (∇K

Xη)⊥, (6.5)

那么 a 是双线性的且 ∇⊥ 为 T⊥M 上的一个联络. 有如下 CR-Wegarten 公式成立,

∇K
Xη = −aηX +∇⊥

Xη. (6.6)

事实上, 一般情况下 (6.1) 中的联络 ∇ 和 (M, θ) 的 Tanaka-Webster 联络是不同的, α 也不一定对称.

设 i : M → K 是两个拟 Hermite流形间的拟等距 Hermite CR浸入. 文献 [1]中,证明了 i∗gΘ = gθ

当且仅当 T⊥
K = 0.

根据上述讨论, 有如下定义:

定义 6.3 如果一个拟等距 Hermite CR 浸入还满足 T⊥
K = 0, 则称其为拟 Hermite 浸入.

注 6.4 如果 i : M ↪→ K 是一个拟 Hermite 浸入, 则 TM = TK |M (文献 [1] 中有详细讨论).

定理 6.5 (参见文献 [1]) 设 (M,H(M), J, θ)和 (K,H(K), JK ,Θ)是两个拟 Hermite流形, i : M →
K 是拟 Hermite 浸入. 则

(i) ∇ 是 (M, θ) 的 Tanaka-Webster 联络;

(ii) πHα 是对称的, 这里 πHα 是按如下方式定义的向量值形式: 对任意的 X,Y ∈ TM ,

(πHα)(X,Y ) = α(πHX,πHY );
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(iii) aη 是 H(M) 值的. 对任意的 x ∈ M , (aη)x : H(M)x → H(M)x 关于 Gθ,x) 是自伴随的.

实际上, 张量 α 和 a 有如下关系: 对任意的 X,Y ∈ Γ(TM), η ∈ Γ(T⊥M),

gΘ(α(X,Y ), η) = gθ(aηX,Y ). (6.7)

下面考虑一个特殊的拟 Hermite 浸入. 令 K = Hn+k 是 Heisenberg 群. 由例 2.7 可知, 它是一个

Sasakian 流形. 设 (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 是一个 2n + 1 维的拟 Hermite 流形. 若无特殊说明, 本节总假定

i : (N, H̃(N), J̃ , θ̃) → Hn+k 是一个拟 Hermite 浸入.

分别记 ∇, ∇̃ 为 Hn+k 和 N 上的 Tanaka-Webster 联络. 由于 i 是一个拟 Hermite 浸入, 由定

理 6.5 可知

∇XY = ∇̃XY + α(X,Y ) (6.8)

且

∇Xη = −aηX +∇⊥
Xη, (6.9)

其中 X,Y ∈ Γ(TN), η ∈ Γ(T⊥N). 立刻可得如下引理:

引理 6.6 对任意的 η ∈ Γ(T⊥N), X ∈ Γ(TN), 有 aηT̃ = 0, α(T̃ ,X) = 0, 其中 T̃ 表示 N 的特征

方向.

证明 由 (6.7) 可知, 对任意的 X ∈ Γ(TN),

⟨aηT̃ ,X⟩ = ⟨α(T̃ ,X), η⟩. (6.10)

因为 Hn+k 是 Sasakian 的, 利用性质 THn+k
|N = T̃ ,∇THn+k

= 0 以及 ∇̃T̃ = 0 可得

α(T̃ ,X) = (∇T̃X)⊥ = (∇X T̃ + [T̃ ,X])⊥ = ∇XTHn+k
− ∇̃X T̃ = 0.

证毕. �
由于 Hn+k 是 Sasakian 的, 则 (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 也是 Sasakian 的. 事实上, 根据定义 6.3、定理 6.5

以及 ∇̃T̃ = 0, 对任意的 X ∈ Γ(TN), 可作如下计算:

τ̃(X) = T∇̃(T̃ ,X) = (∇T̃X)⊤ − [T̃ ,X]

= (∇THn+k
|NX − [THn+k

|N , X])⊤

= (τHn+k
|N (X))⊤

= 0. (6.11)

这里 τ̃ 记为 N 上的拟 Hermite 挠率.

对任意的 x ∈ N , 设 {η2n+2, . . . , η2n+2k+1} 为法空间 T⊥
x N 上的一组单位正交基. 根据定理 6.5 中

的 (iii), 可定义如下线性自伴算子 PN
x : H̃(N)x → H̃(N)x

PN
x =

2n+2k+1∑
i=2n+2

[2a2ηi
− trg

θ̃
(aηi) · aηi ]. (6.12)
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不难看出, 这样定义的 PN
x 与 {ηi}2n+2k+1

i=2n+2 的选取方式无关.

设 V 是 Hn+k 中的一个向量, V 可以按 ∇V = 0 方式平行移动成为 Hn+k 上的一个向量场.对任

意的 W ∈ Γ(TN), 可按如下方式定义张量 AW : TN → TN :

AW (X) = ∇̃XW,

其中 X ∈ Γ(TN) 是任意给定的向量场.

如果令 W = V ⊤, 利用 (6.8), (6.9) 以及性质 ∇V = 0 可知

AV ⊤
(X) = ∇̃XV ⊤ = aV ⊥(X)

以及

∇⊥
XV ⊥ = (∇XV ⊥)⊥ = −α(X,V ⊤).

故

(∇̃V ⊥AV ⊤
) = (∇V ⊤a)V ⊥ − aα(V ⊤,V ⊤), (6.13)

其中对任给 X ∈ Γ(TN), 有 (∇Xa)V ⊥ = (∇̃XaV ⊥)− a∇⊥
XV ⊥ .

引理 6.7 对任意的 X ∈ Γ(TN),

R̃(V ⊤, X, V ⊤, X) = −⟨(∇̃V ⊤AV ⊤
)(X), X⟩ − ⟨AV ⊤

AV ⊤
(X), X⟩

+ ⟨∇̃X(AV ⊤
(V ⊤)), X⟩. (6.14)

证明 由曲率张量的定义, 有

⟨R̃(V ⊤, X)V ⊤, X⟩ = ⟨∇̃V ⊤∇̃XV ⊤ − ∇̃X∇̃V ⊤V ⊤ − ∇̃[V ⊤,X]V
⊤, X⟩. (6.15)

因为 N 是 Sasakian 的, 根据 (2.5) 可得

[V ⊤, X] = ∇̃V ⊤X − ∇̃XV ⊤ − T∇̃(V ⊤, X)

= ∇̃V ⊤X − ∇̃XV ⊤ − dθ̃(V ⊤, X)T̃ .

将上述等式代入 (6.15), 利用引理 6.6 有

⟨R̃(V ⊤, X)V ⊤, X⟩ = ⟨∇̃V ⊤∇̃XV ⊤, X⟩ − ⟨∇̃X∇̃V ⊤V ⊤, X⟩ − ⟨∇̃∇̃
V ⊤XV ⊤, X⟩

+ ⟨∇̃∇̃XV ⊤V
⊤, X⟩+ dθ̃(V ⊤, X)⟨∇̃T̃V

⊤, X⟩

= ⟨(∇̃V ⊤AV ⊤
)(X), X⟩+ ⟨AV ⊤

AV ⊤
(X), X⟩ − ⟨∇̃X(AV ⊤

(V ⊤)), X⟩.

注意到 R̃(V ⊤, X, V ⊤, X) = −⟨R̃(V ⊤, X)V ⊤, X⟩, 那么

R̃(V ⊤, X, V ⊤, X) = −⟨(∇̃V ⊤AV ⊤
)(X), X⟩ − ⟨AV ⊤

AV ⊤
(X), X⟩

+ ⟨∇̃X(AV ⊤
(V ⊤)), X⟩.

证毕. �
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定理 6.8 设 i : (N, H̃(N), J̃ , θ̃) → Hn+k 是一个拟 Hermite 浸入. 假定 (M,H(M), J, θ) 是一个

闭的拟 Hermite 流形且 f : (M,H(M), J, θ) → (N, H̃(N), J̃ , θ̃) 为非常值的拟调和映照. 如果对于任给

y ∈ N , PN
y 在 H̃(N) 是负定的, 则 f 是不稳定的.

证明 取上述讨论中的向量场 V ⊤ 为沿 f 的变分. 根据注记 4.5 有

Hf (V
⊤, V ⊤)

=

∫
M

2m∑
λ=1

[⟨∇̃df(eλ)(V
⊤)H̃ , ∇̃df(eλ)(V

⊤)H̃⟩ − ⟨R̃(V ⊤, πH̃df(eλ), V
⊤, πH̃df(eλ)⟩]dVθ, (6.16)

其中 {eλ}2mλ=1 是 H(M) 的单位正交标架.

根据定理 6.5 中的 (iii) 以及引理 6.6, (6.16) 式等号右边的第一项可改写为∫
M

2m∑
λ=1

⟨∇̃df(eλ)(V
⊤)H̃ , ∇̃df(eλ)(V

⊤)H̃⟩dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

⟨aV ⊥(df(eλ)), aV ⊥(df(eλ))⟩dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

⟨aV ⊥(πH̃(df(eλ))), aV ⊥(πH̃(df(eλ)))⟩dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

⟨a2V ⊥(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩dVθ. (6.17)

由 (6.13) 和引理 6.7, (6.16) 式的左端第二项变为∫
M

2m∑
λ=1

R̃(V ⊤, πH̃df(eλ), V
⊤, πH̃df(eλ))dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

[−⟨(∇̃V ⊤AV ⊤
)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩ − ⟨AV ⊤

AV ⊤
(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩

+ ⟨∇̃π
H̃
df(eλ)(A

V ⊤
(V ⊤)), πH̃df(eλ)⟩]dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

[−⟨(∇V ⊤a)V ⊥(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩+ ⟨aα(V ⊤,V ⊤)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩

− ⟨a2V ⊥(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩+ ⟨∇̃π
H̃
df(eλ)(∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩]dVθ. (6.18)

上式的最后一项可按如下方式计算:∫
M

2m∑
λ=1

⟨∇̃π
H̃
df(eλ)(∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

[⟨∇̃df(eλ)(∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩ − θ̃(df(eλ))⟨∇̃T̃ (∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩]dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

[eλ⟨∇̃V ⊤V ⊤, πH̃df(eλ)⟩ − ⟨∇̃V ⊤V ⊤, ∇̃eλ(πH̃df(eλ))⟩

− θ̃(df(eλ))⟨∇̃T̃ (∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩]dVθ.
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令 Y = ⟨∇̃V ⊤V ⊤, πH̃df(eλ)⟩eλ. 显然 Y ∈ Γ(H(M)), 对 Y 求散度可得

div(Y ) =

2m∑
λ=1

[eλ⟨∇̃V ⊤V ⊤, πH̃df(eλ)⟩ − ⟨∇̃V ⊤V ⊤, πH̃df(∇eλeλ)⟩].

那么 ∫
M

2m∑
λ=1

⟨∇̃π
H̃
df(eλ)(∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

=

∫
M

[
− ⟨∇̃V ⊤V ⊤, trGθ

βH,H̃⟩ −
2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))⟨∇̃T̃ (∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩
]
dVθ.

因为 f 是拟调和的, 所以由 (6.13) 和引理 6.6 可知∫
M

2m∑
λ=1

⟨∇̃π
H̃
df(eλ)(∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))⟨∇̃T̃ (∇̃V ⊤V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))⟨(∇̃T̃A
V ⊤

)(V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))⟨(∇T̃a)V ⊥(V ⊤)− aα(T̃ ,V ⊤)(V
⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ

= −
∫
M

2m∑
λ=1

θ̃(df(eλ))⟨(∇T̃a)V ⊥(V ⊤), πH̃df(eλ)⟩dVθ.

将上述等式代入 (6.18) 可得∫
M

2m∑
λ=1

R̃(V ⊤, πH̃df(eλ), V
⊤, πH̃df(eλ))dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

[−⟨a2V ⊥(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩ − ⟨(∇V ⊤a)V ⊥(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩

+ ⟨aα(V ⊤,V ⊤)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩ − θ̃(df(eλ))⟨(∇T̃a)V ⊥(V ⊤), πH̃df(eλ)⟩]dVθ. (6.19)

结合 (6.16), (6.17) 和 (6.19), 有

Hf (V
⊤, V ⊤) =

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

EH,H̃(ft)

=

∫
M

2m∑
λ=1

[2⟨a2V ⊥(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩+ ⟨(∇V ⊤a)V ⊥(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩

− ⟨aα(V ⊤,V ⊤)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩+ θ̃(df(eλ))⟨(∇T̃a)V ⊥(V ⊤), πH̃df(eλ)⟩]dVθ. (6.20)

选取 Hn+k 中的一组单位正交基 {V1, . . . , V2n+2k+1} 使得 {V1, . . . , V2n+1} 和 {V2n+2, . . . , V2n+2k+1} 分
别成为 TxN 以及 T⊥

x N 中的单位正交基. 因为对任意的 j 来说, V ⊤
j |x 或者 V ⊥

j |x 中必有一个为 0, 因
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此 (∇V ⊤
j
a)V ⊥

j
= 0 且 (∇T̃a)V ⊥

j
(V ⊤

j ) = 0. 从而可得

2n+2k+1∑
j=1

Hf (V
⊤
j , V ⊤

j ) =

∫
M

2m∑
λ=1

[ 2n+2k+1∑
i=2n+2

2⟨a2Vi
(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩

−
2n+1∑
j=1

⟨aα(Vj ,Vj)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩
]
dVθ. (6.21)

根据 (6.7), 可做如下计算:

⟨aα(Vj ,Vj)(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩ = ⟨α(πH̃df(eλ), πH̃df(eλ)), α(Vj , Vj)⟩

=

2n+2k+1∑
i=2n+2

⟨α(πH̃df(eλ), πH̃df(eλ)), Vi⟩⟨α(Vj , Vj), Vi⟩

=

2n+2k+1∑
i=2n+2

⟨aVi(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩⟨aViVj , Vj⟩

=

2n+2k+1∑
i=2n+2

⟨trg
θ̃
aVi · aVi(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩.

将上式代入 (6.21), 则

2n+2k+1∑
j=1

Hf (V
⊤
j , V ⊤

j ) =

∫
M

2m∑
λ=1

2n+2k+1∑
i=2n+2

[2⟨a2Vi
(πH̃(df(eλ))), πH̃(df(eλ))⟩

− ⟨trg
θ̃
aVi · aVi(πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩]dVθ

=

∫
M

2m∑
λ=1

⟨PN (πH̃df(eλ)), πH̃df(eλ)⟩dVθ.

由于 PN 是负定的, 所以至少存在一个 Hf (V
⊤
j , V ⊤

j ) 小于 0, 故 f 是不稳定的. �
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Instability of pseudoharmonic maps between pseudo-Hermite man-

ifolds

CHONG Tian, DONG YuXin & REN YiBin

Abstract In this paper, we derive the second variation formula of pseudoharmonic maps into any pseudo-

Hermite manifolds. When the target manifold is an isometric embedded CR manifold in complex Euclidean space

or a pseudo-Hermite immersed submanifold in Heisenberg group, we give some conditions on Weingarten maps

to obtain some unstability of pseudoharmonic maps between these pseudo-Hermite manifolds.
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