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亚 纯 函 数族 的 正 规性

杨 乐
( 中国科学院数学研究所

,北京 )

摘 要

对于域内亚纯的函数族
,

本文证明了一个普遍与简明的正规定则
,

它包含了以往

的一 些正规定则为其特殊情况
,

并解决了 aB
e

ms t d n
最近提出的一个问题

.

一
、

引 言

设 萝 为域 D 内的一族亚纯函数
,

左为一正整数
.

在文献 [ 11 中
,

作者证明了下述定

理
。

定理 A
.

若对于 笋 中每一函数 f (的
,

它与其左阶导数 产
,

(幻 在 D 内都没有不动点
,

则
叱

乡z 在 D 内正规
.

阅读了作者的上述文稿后
, B ae m st 抓n

曾猜想以下命题应该成立
.

若对于 厉犷 中每一函数 f (二 ) 有 f ( ,
) 铸 o ,

f
`

(二 ) 铃 P ( 二 )
,

其中 尸 (二 ) 为一确定的多项

式
,

则 乡r 为正规族
.

本文 目的在于证明以下的普遍定理
,

它包含了以往的一些正规定则 (例如 iM ar dn
: 闭 ,

顾

永兴
【3] ,

定理 A 1[] )以及上述 aB er sn iet n 所猜想的命题为其特殊情况
.

定理 L 设了 为域 D 内的一族亚纯勇数
,

左为一正整数
.

又设 甲 (幻
,

必(
, ) 于 D 内全

纯
,

且 甲快 ,

( , ) 笋 沙 (二 )
.

若对于 厉 r 中每二函数 了(二 ) 有 f (二 ) 铸 甲。 )
,

f
`及,

(二 ) 笋 沙 (
二 )

,

则

j r 在 D 内正规
. _

作者曾与 aB
e r sn t d n

教授进行了有益的交谈与通信
,

谨于此表示谢意
.

二
、

一 些 引 理

引理 1
.

设在 }: 1 < R ( o < R ( co ) 内
,

f (二 ) 亚纯
, 甲 ( 二 )

甲 ( o ) 笋 o ; f
’

( 0 ) 特 甲 ( o ) 及 f” ( o )甲 ( 0 ) 一 f
’

( o )甲
’

( 0 ) 笋 o ,

则当

全纯
.

若 f (。 ) 尹 0 ,

co ;

0 < , < R 时有

_
, 、 _

二
, , 、 . 、 ,

了 1 、
. 、 ,

/
_

_

l 、
J 气r , ’ 夕 < 川 `犷 ’

,

,夕一 ` v

戈
r ’

了) 十
` v

火
r ,

了不不
一

夕
二 ,

/ l 、

一 ’̀

(
r ,

J

吞万)
十

“ L了 ’ ` ,

、 甲 /

( 2
.

1)

其中

本文 19 8 5年 7 月 2 5乒收到
.
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2 )

证
.

由恒等式

二 _ 二 _

由
` .

赶
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’ ( 2
.

3 )

出发
,
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。

(
, ,

: )
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(
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— .
、

一
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与

一

f一甲

犷二丫
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用
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.
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与
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、 甲 /

二 _

甲
)r

.

了刃宁....,、
、 、

N
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+
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二
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!
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(
一
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( 0 )丛旦2 _
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`

( o ) ,
’

( Q) l
’
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〕
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`
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`

J
`
、、

!
了
宁
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l
j
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f一甲一
矛

l
、

犷
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再注意到
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l
_
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一

1
三V 性 r . ~

- ` ` - -曰`一 ~ 百一 止V l r .

—
l

\
一

工 一 ;
/ \

一

(二丫/
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’ 、

、 甲 /

_
、 ;

/
_

/ f
,

\
,

\ _ 、 7

se
` v 、 , , 、 — 1 1—

` ,

、 、 甲 / /

_

f
’

, , — —
1 + N

1
、 、 , , _

1
r ,

了二万)
一

` ’

(
z ,

了耳 )
甲 / 、 、 甲 / /

一 反 (
, ,

二卜
N

、 甲 /

一三一八

二 一 1 }
甲 /

1
一

` ’

(
r ,

l万丫
.

)
’

\ 、 甲 / /

( 2
.

1) 与 ( 2
.

2 ) 式即随之成立
.

引理 2
.

命 f (幻 与 甲 (的 如引理 1所设
,

而

g ( , )

若 g ( 0 ) 笋 0 ,

co ; g
`

( 0 ) 尹 o ,

则

_ { f
’ `

( , ) 甲 ( , ) 二
.

f
’

( :
)甲

`

(二 ) }{
,户( 。 )

’
( f

`

(二 ) 一 甲 ( 。 ) )
, ( 2

.

4 )

N
: ) ( , ,

f ) 《 反《: ( r ,

f ) + 反

十 2反 (
, ,

生
、 甲

的单极点的密指量
,

六 )
十 可

.(r 丙士万 )

)
十 。

(
! ,

葺)
+ 。̀ g

}珊卜 ( 2
.

5 )

其中 N
: )

( r ,

f ) 为 f ( , )

每个值点仅计一次
.

证
.

设 尹(幻 在点

。 ( : 。
) 内有

风式
, ,

)I 为 f( 幻 的重极点的精简密指量
,

即

: 。

具有单极点
,

且
: 。

不是 甲 (幻 的零点
.

因此在
: 。

的一个小邻域

I (二 ) 十 O ( 1 ) (
a 特 0 )

,

艺 一 朴

r (幻 一 二一二飞
( 书 一 宕。

少
J

+ O ( l )

以及

f’
`

(二 ) ~
2`

(
: 一 z 。

)
,
+ 0 ( 1 )

另一方面
,

在 口 (z
。

) 内有展式

甲 (二 ) . 甲 ( : 。
) + 甲

’

( z 。
) (

: 一 : 。

) + … (甲 (
z 。

) 铸 。 )
,

内有

/

l
一尹了.、、夕y

于是 由初等计算
,

在 口 (
z 。

)

峪a Z

g ( 劣 ) ~
(

z

甲 ( : 。

一 2 0

二些犯(巫2{ _

(
: 一 二0

)
`

竺黔餐黔
十 。

粤兴钾
+ “

1

获于
, 。

)
`

1

(
; 一 ; 。

)
`

一 一 一一

李一
二 谧1 + o ( ( : 一 二。

)
:

) }
.

a 甲吸言
。
少

即 B 。

既不是 g (的 的零点
,

也不是 g (幻 的极点
,

而是 了份 ) 的零点
.

从而
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这里

州
一

切
表 以习 的零点但非 g

闭 的零点的密 ” 量
·

( 2
.

6 )

另一方面
,

由 J
e
二 e 。

公式有

。

(
一

晋)一 (
一

誊)
一 ,。 g

{珊 }
一 N

(
一

韵
一 “

(
一

韵
一 “ `犷 , ` , 一 “ (犷

,
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(
一
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一 N

(
一

含)

一
反(

犷 , ` ’ 十 N0 (
一

合)
一 厨

(
一

合)
.

因此

N0 (
一

奋)
提 厉`一 。 , + 可

(
一

合)
十 。

(
, ,

蓝卜
,0 9

{理李!
.

( 2
.

7 )

\ g , ` g 又u少 `

从 g (幻 的表达式 ( .2 4 ) 可以看出
,

g (幻 的零点和极点仅能出现在 f’ (的 一 甲 (幻 的零

点
,

l’’ (’ )甲 (幻 一 f (幻了 (的 的零点
,

/ (二 ) 的重极点与 甲 (约 的零点
,

所以
`

反( , , ; ) + 厉 (
, ,

生、《 反
( :

(
, ,

l ) + 厉 (
, ,

一工一 、
、 g / 、 r 一 甲 /

井 Z
_

l 、
.

二 / 1 、
宁

乙v 飞r , 言厂
~

一一 一二二 ) 宁 丈v l r ,

了 j
。

、 了 甲一 r 甲 / 、 甲 /

( 2
.

8 )

比较 ( .2 6 )
,

( 2
.

7) 与 (2 .8 ) 式
,

引理 2 即得证 :

引理 3 命 f (刃 与 甲 (幻 如引理 1所设
.

关于 f 与 甲的原始值
,

我们还假设 H 笋 。 ,

其

H ~ 2甲( o )
Z
f”

, ,

( 0 ) 一 甲 ( o ) ) 一 2甲( o )甲
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,
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’
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,

f
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,
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,

f
`
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,
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,

有
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.
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.
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.
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.
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,
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r ,
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’
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,
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·

声粉招 )
+ 。
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`
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H

引理 3 即得证
.

类似于文献 LS] 中的步骤
,

用 N ve an h nn 。 基本引理及其推广来界困 5 1

(
,

项
,

用 B ur ae u 引理消去 出现的项 109 + T ( p ,

f ), 可得

引理 4
.

设 f (幻 与 甲 (幻 适合引理 3的条件
,

且 R < co
.

若在 {引 < R

0 ,

l
,

( , ) 笋 甲 (。 )
,

则对于 o < 犷 < R 有

f) 中的前六

内有 f ( ,
) 护

、 、.J/1一f`0 9 ’ I又
犷 ,

_ , R I
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+ T

(
R ,

幸)
+ ,。 , 一卫一 }

尸 ee
f JR 一

其中 c 为数字常数
,

而

B ~ 10 9 十 l甲( o ) I + 10 9 十
1

1甲( o ) !
+ l叩 十 }f ( 0 ) I

+ 10 9 +

}f
,

( 0 ) }+ 10 9 +

;尸
’

( o )甲( 0 ) 一 f
’

( o )甲
`

( o ) I

` 1
月~ 1 0 9

’

下花二7 .

l仃 l

这里 H 由 ( 2
.

9 ) 式确定
.

三
、

界 囿 定 理

定理 2
.

设在 }二 1成 R ( R ( 1 ) 上
,

f ( , ) 亚纯
, 甲 (二 ) 全纯且无零点

,

且 f ( , ) 笋 o ,

f
’

( , )

祷 叭幻
.

又设 。 < m 成 l ,

1镇 肚 < + co
,

使得在 }二 . 成 R 上有

。 毛 {甲 ( , ) } 《 皿
,

}甲
,

( , ) }毛 万
,

}甲
` ’

( , ) {簇 M
.

若记

R
.

一 一丝
-一 R

.

1 6 0肚
,

则在 】刻 < R ,

内
,

或者恒有 】产(幻 } < l ,

或者恒有 } f (幻 }

。 ,

M ) 表示仅依赖于 R , , ,

肚 的常数
.

证
.

在 1
:
{ < R :

内
,

倘若 } f (二 ) } < 1 或 } f (
, ) l > l

成立
.

因而可设存在点
二 :

使

If (
z :

) I一 1 ,

}
: :

} < 尺 : .

( 3
.

1 )

> C ( R
,

。
,

M )
,

其中 C ( R ,

一致成立
,

则定理 2 的结论已经

( 3
.

2 )

区分两种情况进行论证
.

( A ) 在 }川 < 4 R :

内恒有

于是在 卜 } < 4 R :
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J

溉
’ ” ,’ (· ,” 希

·

}f }
《 竺艺

协 i 二 o

8M f ( i )

f
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。
(
· , : : ,
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。
(
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,。 g
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)
.

结合 “

(
一 lz, 劲

一 0 ,

并应用 N e v a n li n n a
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:

(一于)
< c

{
` +

。̀“

+ ,、 · r ( ,
, · : ,

, )
}

1 二
冬 1

二二
- .

, .

10 9
’

—代一 P 一 r

( R
:

< ! < p < 3 R :

)
.

这里及以后
, c 恒表示数字常数

,

至多依赖于 。 ,

M 与 R
,

此但是每次出现时不必具有相同数

值
.

再应用 uB
r ea u

引理可得

T

(一宁)
< c

!
, + ,、

`

众
3 R

.

1
十 10 9 : : 万 se
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j 式 -
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-
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.
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,

在这种情况
,
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` ,
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: 。
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朴 z :
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: 。
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首先
,
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’

—
.

8卫 \ 3 2 皿 / 3 2肚
,

3 2 卫
’

这与 {f ( 二
,

) ! 一 1

于是存在点

相矛盾
。
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四
、

h = 1 时定理 1 的证明

置 f (幻 一 甲 (的 ~ g (幻
,

则函数族了 转化为族 G ,

其中每个函数 抓幻 在 D 内亚纯
,

且 g (的 尹 。 ,

了 (的 笋 必(幻 一 了份 )
.

_
· _

,

对域 D 中的点
z 。 ,

若 必(z 0) 一 丫 (勒 ) 笋 0 ,

则存在 ” , 0 < ` < 1 ,

使 卜一
B 。

. ( 。 食

于 D 内
,
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夕月 . . . 们比 In

}沙
`

( , ) 一 甲
’ `

(二 ) }
,

[巾
` ’

(二 ) 一 甲
, , ,

(幻 1
, 一}

,
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,

族 G 在 。 <

}: 一 : 。
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盖) 2 的 情 况
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,

我们可以证明 左》 2 时定理 1 成立
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.
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