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高维半线性波动方程解的正则性估计
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( 复旦大学数学研究所
,
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摘 要

本文讨论高维半线性波动方程解的奇性传播与干扰问题
,

给出了关于解的正 则

性的估计式
,

并利用一般结论分析了若千条载有奇性的次特征相交于一 点时解的奇

性结构
,

以及三个前进波汇集于一 点时的奇性传播情形
.

本文目的在给出高维半线性波动方程解的正则性估计
,

其主要结果与方法都容易推广到

一般的高阶半线性严格双典型方程 (组 )的情形
.

aR uc 护 , 首先讨论了半线性方程解的奇性传

播问题
.

指出半线性波动方程解的具一定强度的奇性将沿着次特征传播
.

但是
,

由于方程中非

线性项的出现
,

解的奇性会互相千扰
,

因而解的全部奇性分布要比线性方程的情形复杂得多
.

对于仅含一个空间变量的半线性严格双曲组
,

R an cb 与 eR ed[
, 一 ` , 中对解的 奇性 作 了 详 细 分

析
.

本文讨论具有多个空间变量的情形
,

对所讨论非线性方程解的奇性分布及其强度作了细

致的分析与估计
.

由于当空间变量个数增加时
,

方程特征的几何结构更复杂
,

奇性扩散方式也

更丰富 (如见文献 〔5 1)
,

因此我们在文中必须引入一些新的概念与方法加以处理
.

本文中用以

刻划解的奇性是由 H汾m a

dn
e : 引人的正则性函数旧

:

s
“

(
x ,

夸) 一
s u p {

s , u ` 11
`

(
x ,

杏) }
,

这
一

与文献 2[ 一刘的作法不同
.

文中估计解的奇性主要有两个过程
,

其一是奇性在次特征线相

交时的溶合
.

这反映了右端项的非线性效应
.

这时每一个载有奇性的次特征线的交点都可视

为新的奇性源
,

而产生一些额外的奇性 ;其二是奇性的传播
,

这是 由方程的左端所决定的
,

奇性

只能沿着所考察微分算子的次特征带传播
.

综合这两步可得本文的主要结果 (定理 3 )
,

它实

际上提供了根据初始条件来决定方程解的奇性分布与强度的一个有效方法
.

一
、

简单情形的讨论

考察方程

亡: “ 三三 f』牛一 歹
一

军
二
、

\ d x鑫 了或 d x亨/

u
~ f (

x , u

)
, 二 〔 口 ,

= 中 , , x ,

〔 马

( 1
.

1 )

取初值

“
{
二 , 一。

~ 甲。 , 己
u

d x n ( 1
.

2 )

本文 19 8 3 年 4 月 2 7 日收到
.



第4 期 陈恕行 :高维半线性波动方程解的正则性估计

的解
.

此处 了 ~ (
x, ,

…
,

介
一 : 口。

为 R
” 一 ’

中的一个开区域
, 。 为 马 在 x 。

> 。 中的决定区

域
.

本文中我们不讨论解的存在性问题
,

总假定在所讨论区域中 尸

在此基础上讨论解的奇性分布及其强度的估计
.

(
! >

韵
解是存在的

,

而

记
沙

为齐次波动方程 口
。 一 0 满足初始条件 ( 1

.

2) 的解
, E 为 口 的前向基本解算子

,

即

石 g 表示方程 口
。

~ g ,

且满足齐次初始条件

a u

口x , ( 1
.

3 )

在 二 ,

> 0 中的解
,

则问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )的解
u 满足

探 ~
夕

设 , , ,

= O
,

w F (甲
。

) 一 左( O
, 。 ) }

,

则

+ fE (
x ,

的
.

( 1
.

4 )

口
。 一 。 满足初始条件中 ( l

`

2) 的解
。
可以表示

。 上“ 一 ;
,

>+ , ; , ,二 )、
。

( ;
,

) , ,
,

+ 粤}
。 “ `一 ;

, ,一 }̀
, ,二 ,币

。

( ;
,

) , 。
, ,

艺 夕

g
, 一 ,

)
,
才杏

’

一 ( z ,
)
` 一 ”

d杏
` .

氨一田

式中 犷一 (杏

W F 夕
一

x , ,

杏
, ,

}杏{ ) ; x 、
+ 一

0 ( ` 一 ` ,
· ·

一
` ,

,

。
’

〔

一
p P ,

。

( ; ,
}

.,,

X
.
廿

了.、,

!
`kI

,.
且

。
{

(
· ’ ,

一 “
’

,

一 ,“ ,, ` 一

( i = l ,

…
, n 一 l )

,

杏
`
〔

~ (一 。 x , , x 。 , 。 , , l ) U ( 。
x , ,

占
,

_
。

甲, 下二一 刃 n

一
U

}歹 }

e s s s u p。 、
。

( ; )
}

x , , 。 ,

一 x )
,

( 1
.

多)

式中 。 为空间 R
” 一 `

的单位向量
.

今若
。
在次特征线 r : :

{ (一 。 x 。 ,

xn )
, x ,

) 0} 和

r : :
{ ( 。

x 。 , x n

)
, x ,

) O }

上是

则当

H
了:

正则的 ( , ;

) ,
)

,

则解 “ 的奇性可决定如下
:

先将 ( 1
.

4 )式写成

“ o

~
材 ,

u * ~ 。 + 石f (
x , u , 一 1

)
,

左) l ,

。 满足 ( 1
.

钓式时
,

每个 权 都与
“
相同

,

从而可利用 “ , 来估计
“ 的奇性

.

由于
u 。 〔

( 1
.

6 )

H
` ,

而

: > 兰 时
,

H
·

按通常的乘法构成代数
,

所以 f(
二 , 。

0) o H’
,

据线性方程解的奇性传播定理知
,

2

E f (
x , u 。

) 〔 尸
+ , ,

因此有
t “ :

(
x ,

杏) ) 。 i n
(

, ,

( x ,

夸)
, ` + 1 )

{
` 十

, ` ’ , 1 ·

`

m
l n 气万且 , 万 , 叫 1 2

,

(
二 ,

畜)任r 卜 2 ,

(
x ,

约 〔 r :
,

.2

利用分布乘积的波前集计算公式 (见文献 〔7 1)
,

当 砰 F w
,
十 w F 川

2

与余切丛上零截面之交为

空集时
,

有 不F F ( 。
: 留 ,

) 〔 (砰 F 留 , 十 邵 F 翻 2

) U邵尸留
:

U牙 F 即 2 ,

故可相继地导得

, , ,

(
二 ,

; ) )

{
` + l

,

(
x ,

蜜)尾r ; , . ,

m i n
(

, : , 了 + l )
,

(
x ,

夸) 〔 r l , 2 ,
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, : , :

(
二 ,

, ) )

{
,

+ 2
,

m i n

(
5 1 , ,

+ l ) + l

(
x ,

(
x ,

占) 〔 r L
.
2 ,

夸) 〔 厂
, , ; ,

式中 f
,

~ 了(
x , “ :

)
,

由此又可得 :

! 一 (一 “ , )

!
:

+ 2
,

(
x ,

杏)厦r l
,
2 ,

m sn
(

s , , ! + 2 )
,

(
二 ,

杏) 〔 r l , 2

等等
.

将这样的推导反复多次
,

可以得到在 r l
,
2

上成立
s “

(
x ,

约 ) , ,

而在 r l
,

,

外
, “

(
r ,

约 为

任意大
,

所以 “ 具有不亚于
t,

的正则性
.

这一事实表明
,

由于载有奇性的次特征线不相交
,

而

每条次特征上仅载有单向奇性 (即 ( 士 。 ,

l) 中的一个 )
,

半线性方程解的奇性分布将与相应线

性方程解的奇性分布一致
,

不会有额外的奇性产生
.

以下我们转向一般情形的讨论
,

并在本文末再回到几个特例上来
.

二
、

余切丛上的合格函数

定义 1
.

设在余切丛 T *

(口 ) 上给定一个关于 夸为正齐零次的下半连续函数
,

(
x ,

妇 满足

条件
`)

·
(

X ,

“ , >

号
·

11)
,
(

x ,

杏) 钱
,
(

x ,

夸
1

) + ,
(

x ,

幼 一 二
,

2

式中 杏
,

夸
、 ,

夸
2

为 S
” ’ `

上三点
,

且 杏位于连结 杏
,

与 参
2

的大圆弧上
.

则称
,

(
x ,

约 为 T *

( D )上的

合格函数
.

定理
,
(

x ,

的
,

1
.

若 r
(

x ,

约 为合格函数
,

定义在口 上的分布
“ , 粉 之正则性函数满足

s “

(
x ,

约 >

s ,

(
x ,

约 > ,
(

x ,

约
,

则不等式

注 1
.

由于 ,
(

x ,

杏) > 兰
,

故 “ , ,

2

, “ ,

(
x ,

杏) >
,
(

x ,

杏) 成立
.

均为 H
`

函数
,

从而按通常的乘法
“ , 也是 尸 函数

,

所

以定理 ] 中的 , “ ,

(
x ,

妇 有意义
.

在证明定理 ] 前
,

我们先引述文献 L3] 中一个引理如下
:

引理 1
.

设 K (杏
,
刃)

: 尺
”

x R
”

一
5

、p

{
5

; p

{

C
”

是一个局部可积函数
,

条件

}K (夸
, 。 ) }

’ J , < co
,

}K (参
, : ) !

“ J占 < co

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

之中至少有一成立
,

则映照

( 。
,

` ,一 }
K (“

· , ) g (“ 一 , ) ` ( , ) d ,

可以从 c 若(尸
”

) 火 C乙(尺
”

) 一 乙 ,

(尺
n

) 扩张为 乙 ,

(刀
”

) x L ,

(尺
”

) 一 乙 ,

( R
”

) 的双线性映照
,

且

{…{
、 ( ,

, , )。 (。一 , )乃( , )、 ,

{{
,

、 c l一。一
: :

一* lr
: : .

IJ J } {L
-

( 2
.

3 )

定理 1 的证明 :

我们经常采用记号 xr

因此
,

我们可局限在固定点

表示集合 r 的特征函数
.

由于正则性函数表示分布的微局部性质
,

x 的邻域中考察
.

将
; 。

(
x ,

夸)
, , ,

( x ,

杏)
, ;

(
x ,

夸) 简记为 : “

(互)
,
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` ,

(约
, ;

(约
,

由正则性函数的定义
,

对任一 夸
。 ,

可以取 x 的邻域 。 与 杏
。

的锥邻域 r
,

使对充分

小的正数 。 ,

成立着 沪“

(杏) (约
,( ` o) 斗 `

xr (约 ` 刀
,

其中甲 为 C于函数
, s

uP p ? 任 。 .

对
。
也成立同

样的估计
.

注意到当 夸
。

遍历 R琴时
,

杏
。
在球面 S

” 一 `

上的投影遍历 S
” 一 ` ,

由于 s
” 一 ’

为紧集
,

利用

有限覆盖定理
,

可以将 的 与 “ 取得充分小
,

使对一切 占
。 〔 s

” ’ `
.

上面的估计式成立
,

从而由齐

次性知
,

对一切 夸
。 〔 R琴此式均成立

.

为记号简单起见
,

以下不妨设
“ , 。 的支集已包含在 cD 中

.

作

。 。
(夸)

一

{
“ ( “ 一 , ’ ` ( ” ’ ` ”

·

( 2
.

4 )

我们只需讨论在 杏
。
点锥邻域中

沪尹 . 、

祥夕 的性质
.

作 参
。

的锥邻域 r l ,

r Z ,

使 r ,
+ r ,

c r Z ,

且在 r :

中
“ , , 。 月

· (̀ 。 ) + · ,

( 2
·

5 )

其中
6 > 0 充分小

,

且使 (r 约 > 兰 十 。

2
对一切 夸成立

.

于是

} (杏)
r `女。 ,十 “

x r :

(杏)
, ` 。

(杏) l 成 x r :

(夸) Xr Z

( , ) x r Z

(夸一 , ) <杏>
r
“

。 ,十喻 (夸一 , )价( 、 ) {d :

+

!
}̀

r ,

( ; ) `
· :

( , ,“一
2

(“ 一 , , <“ )
一`。 )二 “ (“ 一 , ,` ( , , ,“ :

+

!
}̀

!
· :

(。 )“ 一
2

(: ,`
J

,

2

( ; 一 , , <“ )
一 “

。 )` ·

“ (` 一 : ,̀ ( , , ,“ ,

+

!
{̀

· 1

(。 )“ 一
2

(: ) `
5

一
2

(。一 , )、 ; )
一 “

。 )
一“ ( ; 一 , ,` (、 ) ,̀ ,

一 1 1
十 1 2

十 1 3
+ I、

.

今取

K
:

(参
, , ) 一 x r :

(杏) x r Z

( , ) x r Z

份 一 , ) (占)
·
“ 。 )十 `

<夸一 , )一
(“
。 )一 “

<, )一
`“。 ,一` ,

兀 2

(夸
, , ) 一 x r :

(杏) x ,
,

:

( , ) x 、一
、 ,

, :

(夸一 , ) (杏)
· “̀。 , + 5

(若一 , )
一

蛋
一 “

`。 )一
( ; 。卜

· ,

犬
3

(夸
, , ) 一 x : :

(夸) x : 2

(杏一 , ) x 、一
、 r Z

( , ) <夸>
·
“̀
。 , + 厅

若杏一 , )一
(“
。
卜

·

<, )
一

登
一 “ ,

则对于 K
` ,

由

以及
·

(氛 , >
号
知

,

凡

}刀 }

信 )
r
烤

。 ,十 “

镇 信 一 : )
犷`“。 , + 6

+ ( , )
『
“

。 )十 “

满足引理 1 的条件
.

又对于 K Z ,

由于在其支集中

~ } (夸一 刀 ) 一 引 ) c
( {夸一 引 + 1占}) )

`

1引
.

所以

一尺
2

(夸
, , ) l 成 e <夸>

·
“

。 ) + ·

<夸一 , >
一

晋
一 “

<杏)一
`“

。
卜
一

c (夸一 , )
一

晋
一 “ ,

故 K
Z

也满足引理 1 中的条件
.

对于 凡
,

可以由不等式 }杏一 引 妻 c( 1引 十 } , 1) 作同样讨

论
,

于是由引理 1 知 I , ,

1 2 ,

1 3

均平方可积
.

为考察 八
,

记 雪一 夸一 刃 ,

视 亡
, 刃为在球面上变动的点

,

则对任意 刀。 ,

g
。 ,

可以找到它们

的锥邻域 C , 。 ,

C ;
。 ,

使在相应的锥邻域中 <: )
r ”̀ , ) ” ` · ( , 。 ,` ( 、 )

,

( g )
『“ 。 )斗 〔 “ 〔`。 ,左(乙) 平方可积

,

由于

开锥族 { ( c , 。
X C :

。

) }在 S
” 一 ` X S

” 一 `

上的投影覆盖 U 一 ( S
月一 `

\ r Z

) X ( S
” 一 `

\ r Z

)
,

所以可以从 中

选取有限个覆盖 U
,

将它们记为 C ` 一 C 。 才
X C ; , ,

又对于集合 C `
记 s * 一 m i n

(
“ 。

( , ,
)

, “ ,`

( g
;

) )
,

并设 (么5 )式中
“ 已取得小于 时

n 。 , ,

则我们可分别对每个 i 考察
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K ;,
(歹

, , ) 一 X r ,

(舀)
·

X
:

一
、 r :

( , )
·

x
:

一
、 r ;

(蜜一 , )
·

X e , 才

(: )
·

飞e : ,
(参一 , )

·

<夸>
· `。 ,十 “

(夸一 : )
一 犷 ”̀ ` ,一 “ ( , )

一 r t“ ,一 “
.

由于
;

(约 是下半连续函数
,

我们不妨设前面 r :

已取得充分小
,

使当 杏` r :

时
,

有
,
·

(的 >
,

(夸
。

) 一 “ ,

又不妨设 C
`

也取 得如此之小
,

使当过 , , ,

g , 的平面与 r Z

不相交时
,

过 叭
, ,

q
` 中任意向量 , ,

右所作出的平面就与 r ,

不相交
.

于是
,

注意到在 K沪的支集上
,

嗜一 引 ) c( }引 + }刃 ! ) ) `
}夸}

,

1引 ) :
( !杏一 引 十 法 } ) ) :

}引
。

并利用
/

是合格函数的性质可知
,

在 K沪的支集上

r

(刃* ) + s ,
十

;

( g、 ) + 。 ,

> m in r

f t

(` , +

号
+ 2“ /

)
·

(“ ) + 一 + s,

所以 麟
)t
拷

,

动 满足引理 1 的条件
,

从而

` “
! ) 一

{
! 、 ;

/ )
( ;

, , )、。一 , )

一
“ ( ; 一 , ) <, )

一“ )

一 , ( , ) .、 ,

平方可积
、

于是 I ;

亦平方可积
.

综合以上结果
,

可得

, “ 。

(氛) )
r

(畜
。

) + 6
>

r

(氛)
.

由于 氛 为 R琴中任意点
,

故得所需结果
.

定理 1 证毕
.

定义 2
.

所有不超过

若 g (
x ,

杏) 为在 T *

(口 ) 上给定的齐零次下半连续函数
,

满足 抓
x ,

约 > 二
,

称
2

g (
x ,

杏) 的合格函数之上确界为

左 [ g ] 一

g 的溶合函数
,

记作 左 [ g ]
,

即

su P ,
(
二 ,

约
.

( 2
.

6 )
r ( 窟

一尸合格

注 2
.

当 x 限制在一紧集上变动时
,

由 g (
x ,

约 的下半连续性知
,

对充分小的 6 , ;
(

x ,

约

可以取成 兰 +
。 .

且由此又可知
,

即使 当 二 变化区域非紧时
,

也容易构造出不超过 g (
x ,

约

的合格函数
,

因此 ( 2
.

6)式右端是有意义的
.

定理 2
.

若 抓
x ,

妇 为在 T *

(口 ) 上给定的齐零次下半连续函数
,

满足

若分布
u , 。 满足

, u

(
x ,

蜜) > g , , ,

(
x ,

夸) > g ,

则

xe(,
“ , >
今

( 2
.

7 )

, “ 。

(
二 ,

言) > A 〔g ]
.

i正
.

我们先证明 A 「妇 是合格函数
.

显见
,

我们有
A 〔: 〕 > 粤

.

2

( 2
.

8 )

又若 杏
,

氛
,

杏
2

为 少弓

上三点
,

夸〔 氛夸
2 ,

则由 月 [妇 的定义知
,

对任一
x ,

以及 占 > 0 ,

有合格函数
, * ,

使

A [g ] (
x ,

夸) <
r *

(
x ,

夸) + 占
,

所以
,

刁 〔g ] (
x ,

夸) <
, *

(
男 ,

占
1

) +
,
·

*

(
二 ,

杏
2

) + , 一 二
2

( A [g ] (
x ,

杏
,

) + A [g ] (
x ,

动 十 占 一 二
.

2
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由 占的任意性
,

可得
, [。 ] (

二 ,

杏) 成 , 汇g ] (
二 ,

夸
:

) + 注 [ g一(
二 ,

杏
2

) 一 粤
.

Z

又由于下半连续函数的上确界也是下半连续的
,

故 A 〔妇 下半连续
,

从而知 刀 [ g」为合格函数
.

又 ( 2
.

7 )式即表明
s “

(
x ,

杏) > 建 [ g ] (
二 ,

g) 及
, 。

(
x ,

占) > A [g ] (
x ,

畜) 成立
,

故由定理 1 知定理

2 成立
.

注 3
.

若在 T *
(口 ) 上给定 g (

x ,

妇 满足定理 2 的条件
,

分布 “ 满足 ` ( x ,

约 > g (
x ,

的
,

又若 f (
x ,

u) 为 “ 的具 C ` 系数的多项式
,

则成立
s ,

(
x ,

若) > A [ g ] (
x ,

夸)
.

( 2
.

9 )

三
、

半线性波动方程解的奇性分析

现在讨论半线性波动方程具有一般初始条件的解的奇性估计
,

为此再引人如下定义
.

定义 3
.

记
,

为线性波动方程取初始条件 ( 1
.

2 )的解
,

取
; `动 (

x ,

约 伏 李 0) 满足
r `。

(
x ,

夸) < , ,

(
x ,

夸)
,

( 3
.

1 )
r `夜,

(
x ,

夸) 一 m in
(

, `0)
(

x ,

杏)
, i n f A [ r `走一` ,

] ( ,
,
刀 ) + l ) (左> o )

,

( 3
.

2 )
( y

,
, ) ` f 一 气x ,

舀)

式中 r
一

(
二 ,

约 表示由 (
x ,

约 出发通往
x ,

减少方向的次特征带
,

我们称

犷
(

x ,

夸) 一 辣
犷`交,

(
x ,

夸) ( ,
·

3 )

为问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )的正则性界函数
.

.

注 4
.

由( 3
.

1 )
,

( 3
.

2 )式容易用递推法证明
犷“ ,

(
x ,

夸) 一 m ǹ
(
犷“ 一 `

(
x ,

杏)
, ( ,

,
, )

咨p工
(二

,

; 。 “ 〔犷“
一 ` , ] ( y

, ” ) + ’ )
,

( 3 斗)

故
, `劫 (

二 ,

约 是一个关于 及的单调下降函数
,

故其极限存在
,

从而定义 3 是合理的
.

引理 2
.

设 g (
x ,

约 满足定理 2 中的条件
, 左> 兰

汉 [m i n
( g ,

及) ] ~ m i n

( A [g ]
,

反)
.

( 3
.

5 )

证
.

1 ) 由于 m in ( g
,

琦) ( g ,

故 A [m in
( g ,

夜) I 成 A [ g ]
,

同理 A 〔m i n

( g
,

及) ] 成 左
,

因

此 A [。 i n

( g ,

天) ] 〔 m i n
( A [g ]

,

反)
.

2 ) 我们先指出
,

若 ,
(

x ,

的
’

为合格函数
,

则 m in (
, ,

钓 也是合格的
.

事实上
,

nI ·̀
( `

,

友’ >
合

是显然的
,

又设 夸〔 氛夸
2 ,

则当 。 (
x ,

氛) > 舜时
,

我们有

m in
(。 (

x ,

互)
,

咬) 《 左一 m
l n

(。 ( x ,

杏
;

)
,

左)

< m i n

(二 (
x ,

互
:

)
,

反) + m in
(二 (

x ,

杏
2

)
,

左) 一 二
.

当 ,
(

x ,

9
2

) > 及时
,

可作同样处理
,

而当 。
(

x ,

夸
1

) 毛 反
, a

(
x ,

参
:

) 毛 左时
,

。 i n

(
二

(
二 ,

夸)
,

夜) 镇 。 (
x ,

杏) 提
。

(
x ,

杏
1

) + a
(

x ,

幼 一 兰
Z

攫 m i n
(

,
(

x ,

若
,

)
,

友) + m i n
(二 (

x ,

执
` ) 一号
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又 n li n(
二

(
x,

约
,

的 为下半连续
,

所以它为合格函数
.

今任取一个不超过 g 的合格函数
二 ,

则有

, (
x ,

夸) 蕊 A [g ] (
x ,

夸) 成 g (
x ,

g)
,

。 i n

( , (
x ,

夸)
,

左) 成 m i n
( g (

x ,

夸)
,

左)
.

由于 m i n

(
二 ,

左) 为合格函数
,

所以 m in

(二
,

及) 毛 A [rn i n

( g
,

左) ]
.

又注意到 A [ g ] 是所有
, 的上

确界
,

从而得

m i n
( A [ g ]

,

反) ( A [m i n
( g ,

友) ]
.

引理 2 证毕
.

现在给出本文的主要结果
.

定理 3
.

设在问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )中
,

了(
x ,

u) 为
。 的具 c ` 系数的多项式

.

初始条件 甲。 ` rH
,

甲一 〔

式中

H
,

一
(

, > 二、
,

又设在 口 中
,

问题 ( 1
.

1 )
,

( 1
.

2 )的 : 。 解 。
存在

,

则解 “

\ 2 /

s u

(
x ,

杏) ) 犷
(

x ,

杏)
,

,

(
x ,

约 为按 ( 3
.

3 )式定义的正则性界函数
.

证
.

我们仍采用

的正则性函数满足

( 3
.

6 )

“ o

~
况 ,

“ * 一 , + E f (
x , u * 一 1

)
,

左> o

的格式进行证明
.

为记号简单起见
,

记 f* 一 f (
二 , u * )

.

由 ( 3
.

2 )式
, , ,

(
x ,

夸) > , `o ,
(
二 ,

杏)
.

定理条件可知
, “ ` tH

,

所以 阮

于
u :

一 , + 石 f
。 ,

故

(x
,

妇 ) , > 二
.

从而 sf
。

> 二
2

且有
, lE

。

> 兰 十 1
.

2

又由

又由

, 。 ,

(
二 ,

; ) ) m ; n
(

, ,

(
二 ,

。)
, , : I n

(
二 ,

。) > m ; 。

(
; `0)

(
二 ,

。)
,

粤+ l、
,

\ 艺 /

一般地
,

若设

s 。
* (

x ,

夸) >

成立
,

则由 ( 2
.

9 )式及引理 2 可知
,

m ·̀

(
一`一 (一 。 ,

,

合
+ `

) ( 3
.

7 )

: j ,

(
二 ,

。) > ,
{m i。

(
, `*一 ,

(
二 ,

。)
,

粤一 左、
L \ Z /

一
·̀

(
、 〔· (`一 ” , (

X ,

“ )
,

普
+ `

! : ,* (
· ,

; ) > m i·

( i n f
( y

,
叮) 〔 l’ 一 ( 公 , C)

理〔
, `及一 ` , ] (夕

,
刃 ) + l 二 + 左十 l

)
由 u * + :

~
。 十 fE ,

,

又可知
, u *十

:

(
x ,

夸) 妻 m i n

(
, ,

(
二 ,

夸)
, s : ,* (

x ,

杏) )

> m `·

(一
(一 ; )

,

i n f
( y , , ) 〔 f 一 ( x ,

右)

刀 [ , (*一 ) ] ( , , , ) + ;
,

粤 + 受+ ; 、
艺 /

一 m i。

(
, “̀ ,

(
x ,

。)
,

竺 + 左十 l

2

故知 ( 3
.

7 )式对一切 左成立
.



第 4期 陈恕行: 高维半线性波动方程解的正则性估计

由于 左充分大时
,

二 + 反可以大于任何数
.

2
所以当

;
(

x ,

约 为有限值时
,

取 左充分大
,

即有
` “

(
` ,

杏) 一
` · 、 + ,

(
x ,

夸) >
r (畏,

(
x ,

夸) ) r
(

x ,

杏)
.

又当 ,
(

x ,

约取 + co 时
, ,彬 (

二 ,

约 也是 + co
,

而

( 3
.

8 )

s “

(
x ,

夸) 一
, “ ; 一

,

(
x ,

夸) > 粤 + 友+ l

2
( 3

.

9 )

可以大于任何实数
,

所以
s “

(
x ,

妇 也是 + co
,

故得 ( 3
.

6 )式成立
.

定理 3 证毕
.

例 1
.

设
,

为线性齐次波动方程
,

且满足初始条件 ( 1
.

2 )的解
,

它的正则性函数满足

, 。

> 二
,

2

十 C( )

(
x ,

杏) 。

其它
,

U r i ,

( 3
.

2 0 )

`

!
、
1
.吸

李
、 ,了

七ó
X

硬了、

式中 r ` = { ( 。
i

( l 一 x ,

)
, x , , 。 , , l ) }

, 。 , , 。 : , 。 3

为球面 S
月 一 2

上互异的单位向量
.

此时
,

载有
t,

的奇性的次特征带为 r , , r Z , r 3 ,

它们在底空间上的投影相交于点 ( o
,

1 ) (这里 ( 。
,

l) 是

( o
,

…
,

o
,

l) 的缩写 )
.

为确定非线性问题 ( 1
.

1)
,

( 1
.

2 )的解
“ 的奇性分布

,

我们构造正则性

_
_ _ _

_

r了万 了万、
界函数

.

记在球面 少一 上坐标为 火二万二 叭厂
二下二 / 的点为 尸, ,

取正数
6 < s。 一 二

,

则可取产 ’ `

~ ~
、 ’ 护

~ 一
一

’

“ ’

一
一

一一
r J ” J “

2 一
’ 7

2 / 曰 J 子` 、 、 / 夕 “ ’ )

~ 一~
一 ~ 一 “

2
’ 乃 刁 “

~

r 。̀)
(

x ,

g) 一 s0 一 8 > 一
,

从而

A [ r `o , ] (
二 ,

夸) 一 {
s 。 一 。 ,

(
二 ,

杏) 〔 U r i ,

2 (
! 。 一 “

) 一号
,

3 (
, 。
一 s

) 一
, ,

x ~ ( o , l )
,

夸̀ U尸
、尸,

,

x ~ ( O
,

l )
,

杏〔 △尸
l p 2

已
,

J尸、 尸、
、

尸、 、 尸自、

式中 U已尸, 即 lP尸
Z

U IP凡 U已尸
: ,

△已凡尸
;

表示由这三段大圆弧构成的球面三角形
.

对于 登不落

在 产一 `
上的点

,

可以利用齐次性得知 左卜 `0)] 之值
.

由于 当若落在 尸i尸, 内或在 △ lP p Zp ,

内时
,

(
x ,

畜) 不属于方程的特征集
,

故在这些点的奇性不可能传播出去
,

从而有
r “ ,

(
x ,

畜) ~ m i n

(才 〔
r `o , ] (

x ,

夸) + 1 , , 。̀,
(

x ,

夸) )

A [
r “ , ] (

x ,

杏)
’

一 左 [
; `o , ] (

x ,

夸)
,

r
(

x ,

若) ~ m i n

(刁 [
r `0) ] (

x ,

杏) + 1
, 犷`0 )

(
x ,

夸) )
.

又由于
` 可以取得任意小

,

故我们得到
“ 的正则性函数的估计

:

5 0 ,

(
x ,

互) 〔 U r
Z ,

2 , 。 一二 + l

3了。 一
刀
十 l

+ co
,

= ( o , 1 )
,

夸〔 U p 、 p s ,

~ ( O , l )
,

夸` △ p .

凡凡
,

其它
.

了.....J、奋.....-

李
、少七ó

X
了吸
、

上述计算表明
,

当半线性波动方程的载有解的单向奇性的三条次特征线相交于一点时
,

若

所载奇性如 ( 3
.

1的式所示
,

则不会有额外的奇性往外传播
.

类似地可知
,

当只有两条载有解的

单向奇性的次特征线相交时
,

也不会引起额外奇性的传播
.
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但是
,

如果 ( 3
.

1 0 )式中 r 3

改为 { ( 。
。
( l 一 x ,

)
, x 。 ,

一 。 3 ,

一 l ) }
,

r : , r :

保持不变
,

则情形

就不同了
.

事实上
,

若仍取
; `

0)(
x ,

约 ~
, 。 一 。 ,

则 A 〔, (0) ] (
x ,

约 的形式不变
,

但此时在

x 。
一 ( o

,

l) 点的余切空间之单位球上
,

夕
1

凡尸
。

内可能含有这样的 占
,

使 (
x 。 ,

约 落在 口 的

特征集上
.

用大圆弧连结 尸3

与 尸尹
2

中的任意点
,

该大圆弧就必与特征点集

「/ 了万 丫万、
_

.

。

亏1 0
,

l
, 一一二

- 功
, 一 , : - 】; 功 〔 百一

`

卜
L\

- 一

乙
一

乙 厂 J

相交
,

记此交点集为 拼
,

易知在 笋上 A 〔
; `0)] 至少按微局部意义是 尸

( ,0 一的 一 ”

正则的
.

于是记

,

八讨
.少

,.1

/

!
\

;、I” 一 {仁(
`

一
,一

丫万 了万 丫万 丫万
x n ,

一了
一 的 ,

2

(
x ,

一百一 功 , )
。 拼

, · ,

> 1

}
5 0
一 6 , 杏) 〔 口r , ,

2 (
, 。
一 。

) 一二 + l

r “ ,

(
x ,

夸) 一 2

3 (
, 。
一 e

) 一
。

+ l ,

x = ( 0
,

= ( O
,

z )
,

查〔 U p
,

P , ,

l )
,

互〔 △尸: 尸;尸。

或 (
二 ,

夸) 〔 {矛}
,

+ CO

, 了 2 )

(
才 ,

杏) 一
r (̀ ,

(
x ,

杏)
,
·

(
x ,

夸) =
, “ ,

(
x ,

夸)
.

再利用
“ 的任意性

,

可得

其它
,

, 。 ,

(
x ,

杏) ` U r ` ,

2 , 。 一二 + 1 ,
x ~ ( O , 1 )

,

杏〔 U p 、 p , ,

s 。

(
x ,

萝) )

3 5。 一
,

+ l , x 一 ( o
,

l )
,

杏。 △尸,尸2
3P 或 (

x ,

夸) ` {护}
,

十 co 其它
.

此式表示在次特征带集 {户}
_

匕 可能载有解
u 的奇性

.

这正是由于非线线效应所产生的额外

奇性传播的现象
,

但其奇性强度要比解在 r 、 上的奇性强度弱
.

与文献 〔3] 中的结果相比较可

知
,

当空间维数增高时
,

由载有奇性的次特征线相交时产生的额外奇性之强度可能会更弱些
.

又在文献【刘中
,

一个确实载有这种额外奇性的解已被构造得到
.

例 2
.

三个前进波的干扰

考察含两个空间变量的波动方程 ( 1
.

1 )
,

记
x 3

一 表示时间
.

设 “ 为方程 ( 1
.

1) 的解
,

在

t <
t 。 时 u 由三个相互靠拢的前进波组成

.

在波阵面上按微局部的正则性而言
, 。 为 ! 阶正

则的
.

当 r 一 , 。时三个波汇集于一点 p
,

则当 ,
>

t。 时
,

三个波相互分离后
,

可能会有额外的

奇性沿着从 P 点发出的特征锥面往外传播 (见图 1 )
.

燕
、
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由定理 3知
,

从 p 点产生的额外奇性传播情况取决于三个前进波相遇时
“ 的奇性溶合情

况
.

若在 p 点三个前进波的法向为 { (一 。 : , l ) }
, i 一 1 解 u 带人至 尸点的奇性为

了万

—
一 功

I ,

2
则不会有额外奇性往外传播

.

相仿
,

如果在时刻 t。 ,

解 “

3

U间

带人到 尸点的奇性为

/
.

了万 了万、
二了

.

丫万
戈
工 p ’ ` 。

厂一厄一 切`

厂万一夕U 戈
x ” , ` 。

厂厄一
。 , , ,

了万

,

2
,

3
.

与例 1

x 户 , , o , -

了万 了万、
口 J几 ,

一
一一二丁 - .

Z /

则在与波阵面 分
。

相对的一部分锥面 C ;

上
, 、 可能具有低于 3 , 一

,

n
+ l 阶的奇性

,

该奇性按

特征锥决定的波速往外传
,

而在锥面的 C : ,

亡
:

部分无额外奇性的传播

又如果解 。 在波阵面 砰
`
上载有的奇性具不同的强度

,

也容易按定理 3 计算出三个波 相

遇后额外奇性的生成与传播情况
.
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