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摘 要

本文给出了有限圆柱体径向牛顿引力场的一个新的解析表达式
,

并由此导 出对

于一定质量和密度的圆柱体
,

当其直径与长度之比为 刀0/ L 。
~ 1 0 2 9 2 8 时

,

具有最

大径向牛顿吸 引力
.

这一比值与 C oo k 和陈应天给 出的结果完全相同
,

但新的表达

式在形式上较之更为简洁
.
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牛顿引力场

自从 c a v e n id s h 1[] 报道了引力常数 G 的第一个实验值以来
,

在近百年的时间内许多物理

学家为了提高 G 的测量精度
,

付出了艰苦的努力
,

但至今仍未取得实质性进展
.

C a ve
n
id s h 的

追随者们为了获得较高测量精度的 G 而在实验中采用了不同的测量方法和不同形状的吸引质

量
·

由于实心圆柱体纂有加工容易
·

测量方便等实用上的许多优点
,

所以人们利用它作为一种

合适的吸引质量
.

因此
,

有限圆柱体引力场的解析解不仅仅是因为数学上的兴趣
,

而且在实际

应用方面也是具有相当价值的
2̀」.

但由于数学上的困难
,

以前一直没有关于有限圆柱体引力

场的解析解
.

19 8 2 年
, c 。 。 k 和陈应天

贬3] 以他们极大的细心和数学上的技巧给 出了有限圆柱体引力场

的第一个精确解
,

从而使得在两个圆柱体引力场 中的扭称行为的非线性特征 (如在 H e y l 实验

中
〔4J
)的详细讨论成为可能

.

最近
,

我们重新计算了有限圆柱体在任意点所产生的径向牛顿引

力
,

得到了一个新的解析表达式
.

利用这一新的表达式可导出
: 对于一定质量和密度的圆柱

体 当其直径与长度之比为 D 。

/ L
。
一 1

.

0 2 9 2 8 时
,

具有最大径向牛顿吸引
.

这一比值与 COo k

等人给 出的结果完全相同
.

利用新的表达式也可对 H e y l 实验中的近似计算结果进行验证
,

但它比 C oo k 等人给出的第一个表达式在形式上更为简洁
.

一
、

有限圆柱体径向引力场公式

现在考虑一个长为 L ,

半径为 R 以及密度为 p 的圆柱体 (如图 1 所示 )
.

由圆柱体产生的

本文 19 8 9 年 1 月 18 日收到
, 1 9 8 9 年 8 月 3 收到修改稿
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第二个积分很容易算出
,

其结果是
a

) R 时
,
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利用分部积分公 式
,

第一 个 积 分 I : 可 写 成 如 下形

式 :

R
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B
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现在考虑如下变量替换
:

t

为积分变量
.

“ 一

丫
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,

2 B

方程 ( 6 )变成为
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被积函数的分子分母同乘因子 (l 一丫灭下几不二五奋 )
,

则方程 ( 7 )变成为

1 1

~ I 一l 十 I ;: 十 I x ,

+ 1 1; ,

其中

1 11 ~ 一
ZR h

丫
A 十 B

{
’ “

,du _ _
_ .

J。 ( l + * u ,

) 丫( l 一
。 ,

) ( l 一 及
, u ,

)
’

ZR h

丫 A + B
{
,

空生一一一一
.

J 。 ( l + * u ,

)丫( l 一
。 ,

) ( 1 一 天
, u ,

)
-

I一 ~ Z R h
u今d “

。

( l + n“ ,

) 丫r 二
: ` ,

_ _
,

f
, u Zd u

, : . ~ 一 乙入 h }
_ _ 、

,

—
,

` “

吸l + h u
`

) V I 一 “ `

( 7 、

( 8)

( 9 )

( 10 )

( 1 1 )

( 1 2 )



第 2期 罗 俊等 :有限圆柱体的径向牛顿引力场

/ 2刀

介 ~
、 了一二一二 -二丁.

h ~
V双 十 万

`

分别计算 1 1, , 11: , I : , 和 I : 。 并将其与

A 一 B
’

:

结合起来
,
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`

/ L
`
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这里 K (的
,

E (的 和 式 h ,

的 分别为第一
、

第二和那三型椭圆积分
.

方程 ( 13 )是圆柱体底平面上一点的牛顿引力场公式
.

根据万有引力的叠加原理
,

任意一

点 Q的牛顿引力场公式应为

F
。

2 G p

一 C
, ,

( L 一 互
, R , a

) + C , ,

(否
,

R
, a )

,

( 15 )

这里 乙 是圆柱体的长
,

雪是 Q点到圆柱体底平面的距离 (如图 1 所示 )
.

如果检验质量位于圆

柱体的中截面上
,

则牛顿引力是

r 盆
2 , ~ 2尸鸟

` , ~ 4 G p C , ;

( L / 2
, R , a

) ( 16 )

二
、

两种表达式的等价性证明

我们来证明有限圆柱体径向引力场的两种表达式是完全等价的
.

考虑方程 ( 13 )中 K (的

的具体表达式

K (` ’ 一
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, 。 i n ,

币
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在方程 ( 17 )中利用下面的变换
:
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1
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·
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利用上述变换
,

还可导出
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这正是 c oo k 等人给出的第一个表达式
` ,
(见参考文献 [ 31 中的 ( 9 )式 )

.

三
、

公式 的 应 用

作为新的表达式的一个应用
,

我们利用它来检验 H e y l 在实验计算中所利用的近似公式
`

在计算单个圆柱体在其中截面上的引力场时
,
H e y l 考虑

。 一 R 一 上 L 一 oI c m
.

他保留级数近似公式的前

根据方程 ( 16 )和 ( 13 )
,

当 召

11 项
,

所得结果为
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1) 原表达式有误 (作者注 )
.
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由此可见
,

H ey l 的近似解是相当精确的
.

这正是他的实验结果为什么经常被引用的原因之

从方程 ( 1 3 )可清楚地看到
,

检验质量在圆柱体引力场中的运动是高度非线性的
,

尽管其位

移量非常小
,

有关扭称在圆柱体引力场中的非线性运动情况也可利用方程 ( 13 ) 进行详细讨

论
.

四
、

圆柱体的理想形状

选用圆柱体作为引力实验中的吸引质量
,

有许多众所周知的优点
.

理想的圆柱休形状能

在质量和密度一定的情况下给出最大的径向牛顿引力场
.

根据前面给出的有限圆柱体径向牛

顿引力场的解析解
,

可以导出理想圆柱体的直径和长度的比值 (几何因子 )
.

由于径向引力场

与检验质量到轴心的距离有关
,

因而并不存在一个稳定点
.

但 当我们考虑
“
一定时

,

吸引质

量在该点所产生的引力场的大小就与其几何因子有关
.

为了方便起见 (但并不失一般性 )
,

可

以考虑
a 一 R 时的情况

,

所得结果对于
a > R 时的情况完全适用

.

如果
。
~ R ,

方程 ( 13 )简化为
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·
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为了求得比值 R / L
,

须求方程 ( 2 7 )在下列条件下的最大值 :

R , L 一 常数
.

( 2 8 )

利用

式中

L ag r an ge 乘子法求条件极值
,

可以得到在条件 ( 2 5) 下方程 ( 2 7 )的平稳点方程
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3军
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,
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, , ,
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厂不蕊丁
-

及~ V不石不乒
, `

~ 尺 /乙
·

利用计算机求解上述平稳点方程得到如下结果 ;

x ~ 1
.

0 2 9 2 8
-

亦即

R / L ~ 1
.

0 2 9 2 5
.

不难证明
,

这一解给出了方程 ( 13 )的最大值
.

类似地根据引力叠加原理
,

当检验质量被放

在圆柱体的中截面上时
,

其结果是

D
。

/L
。
~ 1

.

0 2 9 2 5
.

这里 D 。 ,
L

。

分别表示圆柱体的直径和长度
.

上述结果表明
,

在实验中采用圆柱体作为吸引质量时
,

将其加工成正圆柱体 (直径与长度

之比等于 l )能得到更好的引力吸引效应
,

这一结论与 c o
ok 等人

汇3〕给出的结论完全吻合
.

附 录

首先考虑积分函数
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式中 A和 E与前面的定义相同
.

利用不同的步骤进行积分
,

可得到一些关于 I 的不同表达形式
.

在表达式 ( A
一 1 ) 中作变量代换

_
_ _
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在上式中作 ( A
一 2 ) 式中的变量代换可得到 I 的另一个表达式 :

二
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如果在 ( A
一
l) 式中将被积函数分母有理化

,

然后作如前的变量代换可得到又一个关于 l 的表达式

、
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