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摘要    将几何方法应用于研究环面黑洞的热力学性质, 计算了该黑洞的温度和热容, 并探讨了黑洞热力学

几何度规与黑洞的临界行为及相变特征之间的联系. 结果表明: 环面黑洞热力学温度等于其 Hawking 温度; 

由于其标量曲率等于零, 因而环面黑洞的Weinhold度规不能给出关于该黑洞热力学临界行为及相变的任何信

息; 而环面黑洞的 Ruppeiner 度规和 Legendre 协变度规却能很好地反映出黑洞的相结构信息. 
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自从 Hawking[1,2]利用弯曲时空量子场论证明黑

洞具有热辐射以来, 人们已经普遍相信Bekenstein[3,4]

提出的正比于黑洞视界面积的黑洞熵具有真正的热

力学意义. 伴随着黑洞热力学定律的建立, 人们发现

黑洞热力学与普通热力学有着极其相似的对应, 于

是Weinhold[5]将几何概念引入到普通热力学, 给出了

一个新的 Riemann 度规并将其定义为内能的二阶导

数, 这也为涨落理论的研究提供了新的理论工具. 然

而, 在纯平衡态热力学中利用 Weinhold 度规表达距

离时缺乏物理意义. 为了克服这一困难, Ruppeiner[6]

重新引入了Riemann度规, 并将其定义为熵的二阶导

数 . Ruppeiner 度规使得热力学系统可以用弯曲的

Riemann 流形来描述, 同时该度规具有相结构信息, 

由此构造的度规曲率张量具有物理意义 , 而且

Mrugala[7]和 Salamon 等人[8]也证明了它和 Weinhold

度规之间可通过温度密切联系. 可是, 进一步的研究

表明, 在 Legendre 变换中, Ruppeiner 度规和 Wein-               

hold 度规一样, 都不满足协变性[9,10]. 最近, Quevedo

等人[11~13]提出一种新的热力学度规, 它在 Legendre

变换中是不变式, 而且能决定平衡态相空间的几何

结构, 并称其为 Legendre 协变度规. 从理论上讲, 黑

洞作为一个热力学系统, 自然也有临界行为和相变

过程, 可直到今天, 黑洞作为热力学系统的统计力学

背景并不清楚. 因此, 寻找这几种度规与黑洞的热力

学性质间的联系是非常有意义的工作. 事实上, 自从

Ferrara 等人[14]将前两种 Riemann 度规应用到黑洞热

力学中, 并研究moduli空间的临界现象以来, 人们又

将上述方法推广到其他形形色色的热力学模型, 例

如: 纯理想气体、Van der Waals 液气模型、一维 Ising

模型、理想量子气体模型等, 而且针对黑洞热力学几

何的研究也有了许多结果 [15~30], 不过目前还没有人

对这些结果做出很好的符合物理意义的解释, 这些

模型也并没有彻底解决黑洞热力学几何中的悬疑问

题, 黑洞热力学几何仍是当前理论物理学中研究热
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点之一. 因而, 将现有的热力学度规应用于不同的黑

洞, 通过数值计算, 比较各种结果, 探讨黑洞热力学

几何标量曲率中所蕴含的系统相结构信息, 探究不

同度规的深刻涵义和它们之间的内在联系, 这不仅

有助于更进一步深入认识黑洞的温度、熵、热容等热

性质, 而且对完善自洽的黑洞热力学几何理论有着

极其重要的意义 . 

本文从几何学的角度研究了环面黑洞的热力学

性质, 计算了环面黑洞热容, 并对该黑洞热力学温度

与其 Hawking 温度进行比较. 作为主要工作, 还将

Weinhold 度规、Ruppeiner 度规及 Legendre 协变度规

应用于环面黑洞, 得到各度规的具体形式, 并将各标

量曲率和环面热容进行比较, 分析和讨论了环面黑

洞的临界行为及相变特征.  

1  环面黑洞的温度和热容 

环面黑洞的线元为[31,32] 

  2 2 1 2 2 2 2d ( )d ( )d d d ,s f r t f r r r       (1) 

式中 0 2 ,    0 2 ,    且 
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为宇宙常数, M 和 Q 分别为黑洞的质量和电荷. 文

献[31]指出: 当> 0 时, 度规(1)不能描述黑洞时空; 

当< 0 且  1 32 43
0 3 2

8
Q M    时, 度规(1)描述

了一个黑洞时空, ( ) 0f r  有两个正根, 即 
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其中 r 和 r 分别是环面黑洞的事件视界和 Cauchy 视

界, 且 
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从而, 环面黑洞的 Hawking 温度为 

 
2

H 2 3 2 2

2
,

2 62

rQ M
T

r r

 

 


    

  
 (5) 

式中 为黑洞事件视界的表面引力, 且 
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环面黑洞的事件视界面积为 

 2 2d d 4 .A g r      (6) 

根据面积定理, 环面黑洞熵为 

 2 21
.

4
S A r    (7) 

事件视界处满足 ( ) 0,f r   即 
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解出黑洞质量 M, 并将结果表示成黑洞电荷 Q 和熵 S

的函数, 即 
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黑洞热力学第一定律为 

 d d d ,M T S Q   (10) 

式中 T 和分别是黑洞温度和表面两极处的静电势. 

因此, 环面黑洞的温度为 
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这与 Hawking 温度是相等的, 若将 r S  和(9)式

一并代入(5)式, 即可验证这一点. 若用环面黑洞的

电荷和熵表示热容, 具体形式为 
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当 2 3 24S Q   时, 热容和Hawking温度均等于零, 

对应极端黑洞的情况, 这表明黑洞热力学系统的一

阶相变点不会出现. 另一方面, 黑洞热力学系统的二

阶相变点出现在热容发散情况下, 然而在环面黑洞

时空中, < 0, 因而(12)式中 2 3 212S Q   恒小于零, 

这表明该黑洞的二阶相变也不能发生. 

2  环面黑洞的 Weinhold 度规 

尽管 Weinhold 度规缺乏有意义的度规结构, 但
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研究表明, 它不仅能为 Ruppeiner 度规的计算提供方

便, 而且通过对二者进行比较, 有利于揭示度规之间

隐藏着的某种深刻的必然联系, 这对完善热力学几

何理论体系是非常必要的. 这里, 我们将 Weinhold

的工作推广到环面黑洞. Weinhold 度规被定义为内能

(这里即质量 M )的二阶导数[5], 即 

  , ,W a
ij i jg M S N    (13) 

式中 W 代表 Weinhold 度规, 而 S 和 Na 分别是黑洞熵

和系统的其它广延量. 环面黑洞的 Weinhold 度规线

元为 
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将(9)式代入(13)式, 可得环面黑洞 Weinhold 度规各

分量, 即 
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由(15)~(17)式, 可以进一步得到以下结果, 即 
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式中 
 是 Christoffel 符号, 它与度规张量的关系为 

 , , ,

1
( ).

2
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而 Riemann 曲率张量 ,
  Ricci 张量  以及标量

曲率分别为  
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 ,
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 .g 
    (27) 

计算表明, 环面黑洞 Weinhold 度规的曲率张量各分

量均为零, 因此其标量曲率 

 0.W   (28) 

显然, 环面黑洞的 Weinhold 度规是处处平直的, 不

能给出环面黑洞临界行为和相变过程的任何信息. 

3  环面黑洞的 Ruppeiner 度规 

虽然 Weinhold 度规未能给出关于环面黑洞热力学

相结构信息, 但可以由它得到 Ruppeiner 度规线元. 事

实上 Ruppeiner 度规和 Weinhold 度规满足以下关系[7,8]: 

 2 21
d d .R Ws s

T
  (29) 

该关系式是求 Ruppeiner 度规常用的方法, 式中 R 代

表 Ruppeiner 度规, 由(11)及(15)~(17)式, 可得环面黑

洞的 Ruppeiner 度规各分量, 即 
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将它们代入(24)~(27)式, 可得到环面黑洞的 Ruppei-           

ner 度规的标量曲率, 即 

 
 

  
2 3 2

3 2 2 3 2 2

12
.

4 4
R

S S Q

Q S Q S

   
 

    
 (33) 

当 2 3 24S Q    时, 该曲率标量发散, 这和黑洞极

端情况才出现的一阶相变点相对应. 而上式分子中

出现因子 2 3 212 ,S Q    也和热容的发散情况是对应

的. 因此, Ruppeiner 度规能给出环面黑洞热力学系统

相结构信息. 

4  环面黑洞的 Legendre 协变度规 

作为一种新的热力学几何模型, Legendre 协变度

规能较好的描述 Reissner-Nordström 黑洞、Kerr- 

Newman 黑洞、平面对称黑洞等的热力学性质[11~13,26]. 

现在, 我们将其推广到环面黑洞以确定它是否仍然
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有效. 环面黑洞的 Legendre 协变度规可以表示为 
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式中L代表Legendre 协变度规, 将(9)式代入(34), 可

得环面黑洞 Legendre 协变度规各分量, 即 
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将它们代入(24)~(27)式, 可得环面黑洞 Legendre 协

变度规的标量曲率 
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显然, 当 2 3 284 5 ,S Q     此时环面黑洞 Legendre 

协变度规的标量曲率为零, 但与黑洞极端情况才出

现的一阶相变点(即 2 3 24S Q    )没有对应关系 . 

此外 , (12)和 (37)式分母中均出现相同因子 2S  
3 212 ,Q   环面黑洞热容和其 Legendre 标量曲率具

有相同的临界值, 这表明环面黑洞 Legendre 协变度

规和热容之间有较好的对应关系. 

5  结论 

本文从几何学角度研究了环面黑洞的热力学性 

质, 计算了黑洞的温度和热容, 结果表明其热力学温

度等于其 Hawking 温度. 作为主要工作, 还将三种

Riemann 度规引入到环面黑洞并得到了一些有意义

的结果. 研究发现, 黑洞的 Weinhold 度规的标量曲

率等于零, 因而不能给出该黑洞相变的信息. 此外, 

黑洞的 Ruppeiner 度规曲率标量在 2 3 24S Q   处

是发散的, 这和黑洞极端情况才出现的一阶相变点

相对应. 并且, 在(12)式分母以及(33)式分子中, 均出

现因子 2 3 212S Q   , 表明 Ruppeiner 度规对环面黑

洞的临界行为和相变是有所反映的,但这和另一些研

究结果是不同的, 例如文献[24]发现 Reissner-Nord-           

ström 黑洞的 Ruppeiner 度规曲率标量和热容发散点

是相同的. 研究还发现, 当 2 3 284 5S Q    时, 黑

洞的 Legendre 协变度规标量曲率为零, 但与黑洞的

一阶相变点(即 2 3 24S Q    )不一致, 该点所表现

出的物理内涵还有待于进一步研究. 而且, (12)和(37)

式分母中均出现相同因子 2 3 212 ,S Q    也就是说环

面黑洞热容和其 Legendre 协变度规标量曲率具有相

同的临界值, 这说明 Legendre 协变度规能对环面黑

洞热性质进行较好的描述. 最后, 要指出的是, 热力

学几何是在寻找黑洞热力学统计力学背景过程中所

做的尝试之一, 虽然由此能够解释和描述黑洞的一

些热性质, 但存在诸多问题在目前还不能给出合理

的物理解释, 这值得进一步研究和探讨. 
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Thermodynamic geometry and critical behavior of a toroidal 
black hole 
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In this paper, we study the thermodynamic properties of a toroidal black hole from a geometric viewpoint. After the 
temperature and heat capacity of the black hole have been calculated, we investigate the relationship between its 
thermodynamic geometry metric and critical behavior, as well as phase transition characteristics. The results show 
that the temperature of the toroidal black hole is equal to its Hawking temperature. Moreover, because its curvature 
scalar is zero, the Weinhold geometry fails to provide some information about the critical behavior and phase 
transition characteristics of the toroidal black hole. But the Ruppeiner geometry and the Legendre invariant metric 
can provide a good description of its phase structure.   
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