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摘要 本文提出了解非线性半定规划的信赖域型过滤集-逐次线性化方法, 该方法基于

Fletcher 和 Leyffer 2002 年提出的解非线性规划的过滤集的概念. 本文给出了新的算法, 并

在较弱的条件下证明了算法的总体收敛性. 最后, 我们报告了新方法的数值结果,表明新方

法是有效的.
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1 引言

本文考虑解非线性半定规划 (或非线性 SDP) 问题:

min
X∈Sn

f(X)

s.t. g(X) � 0, (1.1)

X � 0,

其中, f : Sn → R, g : Sn → R
m 是二次连续可微函数, Sn 表示 R

n×n 中所有对称矩阵的子

集, X � 0 (� 0) 表示对称正定 (半正定) 矩阵.

非线性半定规划问题 (1.1) 是标准线性半定规划问题的推广, 而线性半定规划在过去十

年中得到了广泛的研究和很大的发展, 例如见文献 [1–4]. 但是, 非线性半定规划的研究刚刚

起步, 仍然处于一个初期阶段. 最近, 若干论文 (如文献 [5–13]) 从理论上和数值上研究了解

非线性半定规划的不同的算法, 例如, 逐次线性化方法 [7], 序列半定规划方法 [5, 12], 势下降

算法 [13], 光滑牛顿法 [9], 内点法 [6], 原始-对偶内点法 [14, 15], 非光滑牛顿型方法 [11], 增广

Lagrange 方法 [8], 等等. 文献 [10, 16–20] 对非线性半定规划的最优性条件和灵敏度分析进

行了研究. 上述方法的一个共同特点是利用罚参数 (或评价函数) 作为接受准则和得到算法

的总体收敛性.

引用格式: 李成进, 孙文瑜. 解非线性半定规划的过滤集-逐次线性化方法. 中国科学 A, 2009, 39(8): 977–995
Li C J, Sun W Y. On filter-successive linearization methods for nonlinear semidefinite programming. Sci
China Ser A, 2009, 52, DOI: 10.1007/s11425-009-0168-6
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最近, Fletcher 和 Leyffer 在他们的开创性工作 [21] 中提出了解非线性规划的一个新的

总体化技术 — 过滤集技术. 考虑到在罚函数方法中罚参数的选择常常导致问题的数值困难

和坏条件, 这个新技术的动机首先是避免采用罚函数和选择罚参数; 其次, 与通常方法相比,

过滤集型方法允许一定程度的非单调性, 放松了接受新迭代点的要求. 这个性质在算法实现

中被认为是很有益的. 另外, 过滤集方法根据多目标优化的想法, 在接受准则中利用了目标

函数和约束违反度函数, 这样, 算法在迭代过程中直接反映了原问题的信息, 因而过滤集-逐

次线性化方法优于原来的逐次线性化方法. 现在, 过滤集型方法已经广泛而有效地用于约束

优化和无约束优化中 (见文献 [22–28]),其理论和数值结果非常令人鼓舞. 孙文瑜在文献 [29]

中给出了过滤集型最优化方法的详细评述.

受解非线性规划的过滤集方法的启发, 本文的目的是考虑将过滤集方法推广到非线性半

定规划上. 我们打算结合逐次线性化方法和过滤集方法的思想和优点, 提出解非线性半定规

划的新的方法, 这无论对非线性半定规划还是对过滤集型方法来说, 都是一个很有意义的尝

试.

在解非线性半定规划的若干方法中, Kanzow等在文献 [7]中提出的逐次线性化方法 (SL

方法, Successive Linearization (SL) method) 是一个重要方法. 这个方法在每一次迭代中解

一个二次半定规划子问题, 而这个二次半定规划子问题可以转化成一个含有二阶锥约束的

线性半定规划子问题. 这样, 逐次线性化方法 (SL 方法) 本质上就成为一个计算上相对简单

的一阶方法, 而现成的有效的软件 SDPT3 (见文献 [30–32]) 可以用来求解这个子问题, 这给

我们提供了方便和优势. 但是, 在 SL 方法的接受准则中, 罚信息被采用了, 并且接受准则

ξ(k) = 0似乎太严厉, 这不利于算法的数值实现. 如果采用过滤集技术作为接受准则,这个缺

点可以被克服. 另外, SL 方法虽然简单, 但没有充分利用原函数提供的信息. 基于以上分析,

本文在逐次线性化的框架上引进过滤集技术. 为了便于利用现成的有效软件 SDPT3 (见文

献 [30–32]),本文仍然采用文献 [7] 中提出的线性化子问题.

本文基于过滤集技术和 SL方法, 给出了解非线性半定规划问题的新方法. 在理论上, 我

们提出了算法, 给出了收敛性证明, 这个证明的思路不同于文献 [7] 中 SL 方法的证明, 而是

根据 Fletcher 等在文献 [23]中关于解非线性规划的过滤集-逐次线性规划方法的框架进行推

广得到的 (证明中的细节是不同的). 我们在较弱的假设条件下得到了过滤集-逐次线性化方

法的总体收敛性,即,代替文献 [7]中四个假设条件 (A.1)–(A.4),我们仅需要利用三个假设条

件 (A.1) (A.2) (A.4) 得到收敛性结果. 数值上, 在大部分试验问题上, 我们的方法比原来的

SL 方法更有竞争力.

下面, 我们引进本文所采用的一些符号和定义. 设函数 gi, i = 1, . . . , m, 表示函数 g 的分

量, Df(X), D2f(X) 和 Dgi(X), D2gi(X) 分别表示 f 和 gi 的一阶和二阶 Fréchet 导数, 其

中 D2f(X)(ΔX, ΔX) 表示 〈D2f(X)(ΔX), ΔX〉, ∀X, ΔX ∈ Sn. 矩阵 X∗ ∈ Sn 称为问题

(1.1) 的驻点, 如果存在 Lagrange乘子 (λ∗, U∗) ∈ R
m × Sn 满足下面的 Karush-Kuhn-Tucker

(KKT) 条件:

Df(X∗) +
m∑

i=1

λ∗
i Dgi(X∗) − U∗ = 0,

gi(X∗) � 0, i = 1, . . . , m, X∗ � 0, (1.2)

λ∗
i � 0, U∗ � 0,
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λ∗
i gi(X∗) = 0, i = 1, . . . , m, 〈X∗, U∗〉 = 0,

其中 〈·, ·〉 表示 R
n×n 中的内积 (i.e., 〈A, B〉 = tr(A�B)), ‖X‖F = 〈X, X〉 1

2 , ∀ X ∈ Sn,

‖g‖∞ = maxi=1,...,m |gi|, ∀ g ∈ R
m (见文献 [33–35]). 另外, 我们定义三个数 a, t, b (a � b) 的

中间值为

mid(a, t, b) :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a, 若 t < a,

t, 若 t ∈ [a, b],

b, 若 t > b.

除了 KKT 条件外, 本文还需要 Fritz-John 必要条件 (见文献 [37]). X∗ 是问题 (1.1) 的

解的必要条件是 X∗ 是可行的, 且方向集

{ΔX | 〈ΔX, Df(X∗)〉 < 0, 〈ΔX, Dgi(X∗)〉 < 0, ∀i ∈ A∗, E∗�ΔXE∗ � 0} (1.3)

是空集, 其中 A∗ 表示 X∗ 处的有效约束集, E∗ 的列表示对应于 X∗ 的零特征值的标准直交

特征向量. 当上述两个条件满足时, 我们称 X∗ 是一个 FJ 点.

我们在定理证明中还需要:如果聚点 X∞ 是有 s (� n)个零特征值的可行点,但 X∞ 不

是 FJ 点, 那么,存在 ε > 0 (我们可以假定 ε < 1)和对称矩阵 ΔX , 满足 ‖ΔX‖F = 1 和对所

有 X ∈ N∞,

〈ΔX, Df(X)〉 � −ε, 〈ΔX, Dgi(X)〉 � −ε, ∀i ∈ A∞, E�
XΔXEX � εIs, (1.4)

其中, N∞ 是 X∞ 的某个邻域, EX 的列是 X 的对应于 s 个最小绝对值的特征值的标准直

交特征向量. 为简单起见, 我们假定矩阵 X 有谱分解, 其特征值按非增顺序排列. 这样, 从

(1.3), Df(X) 和 Dgi(X) 的连续性, 对应于 X 的特征值函数以及集合 EX := {EX | X∈ N∞}
的有界性可以推出公式 (1.4).

问题 (1.1) 的罚问题是:

min
X∈Sn

pα(X)

s.t. X � 0,
(1.5)

其中 pα : Sn → R 为精确 �1-罚函数

pα(X) := f(X) + α
m∑

i=1

max{0, gi(X)}, (1.6)

α > 0 是罚参数.

一个有用的结论是

引理 1.1[7] 当
∑m

i=1 max{0, gi(X)} = 0 时, (1.5) 的驻点是原问题 (1.1) 的驻点.

本文组织如下: 在第 2 节我们提出过滤集-逐次线性化算法, 并通过与文献 [7] 中的逐次

线性化算法的比较来进行分析. 第 3 节研究我们算法的总体收敛性, 在较弱的条件下证明了

算法所产生的序列的某个聚点是原问题 (1.1)的驻点. 第 4 节报告了初步的有竞争力的数值

结果. 在第 5 节我们给出了一个简单的结束语.
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2 过滤集-逐次线性化算法

在这一节, 通过对照文献 [7] 中的算法 4.1, 我们提出了解非线性半定规划问题 (1.1) 的

过滤集-逐次线性化算法. 首先, 我们定义文献 [7] 中给出的函数 Φα : Sn × Sn → R:

Φα(X, ΔX) := f(X) + 〈Df(X), ΔX〉 + α

m∑
i=1

max{0, gi(X) + 〈Dgi(X), ΔX〉}, (2.1)

它是 pα(X + ΔX) 的一阶近似. 设 ξ(k) 表示 m 维向量, 其分量为

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX(k)〉}, ∀ i = 1, . . . , m,

其中 X(k) 是第 k 次迭代点, ΔX(k) 是第 k 次的主迭代步.

设 ΔX
(k)
j 表示第 k 次主迭代中的第 j 个内循环迭代步, 设 h(X) := max{0, maxi=1,...,m

{gi(X)}}, h(k) := h(X(k)), h
(k)
j := h(X(k) + ΔX

(k)
j ), f (k) := f(X(k)), f

(k)
j := f(X(k) +

ΔX
(k)
j ), Δf

(k)
j := f (k) − f

(k)
j , Δl

(k)
j := −〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉, ξ

(k)
j 表示 m 维向量, 其分量为

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}, ∀ i = 1, . . . , m.

现在, 根据多目标优化中 “占优” 的概念, 我们给出过滤集的几个基本概念.

定义 2.1 点对 (f (k), h(k)) 被称为占优另一个点对 (f (l), h(l)), 当且仅当 f (k) � f (l) 和

h(k) � h(l).

在非线性半定规划中, 这意味着 X(k) 关于 min f(X) 和 min h(X) 两个目标至少与 X(l)

一样好.利用这个概念, Fletcher和 Leyffer[21] 将过滤集用于信赖域型优化算法作为接受或拒

绝试验步的准则 (见文献 [21]).

定义 2.2 过滤集是点对 (f (l), h(l)) 的表, 在这个表中, 没有一个点对占优任何其他点

对. 一个点对 (f (k), h(k))称为可被接受包含在过滤集中, 如果它不被过滤集中任何点对占优.

应用上述定义,一个点 X 称为可被接受包含到过滤集中,如果它相应的点对 (f, h)不被

过滤集中任何点对占优. 这个条件可以写成:

h < ht 或 f < ft, ∀ t ∈ F , (2.2)

其中 F 表示过滤集中点对 (或元素)的当前指标集. 通常,把点 X 包含到过滤集中是指把它

相应的点对 (f, h) 加到过滤集的点对表中去. 过滤集中的任何点对如果被新的点对占优, 就

将其去掉. 代替 (2.2), 一个更有效的接受准则为: 对所有 t ∈ F ,

h � βht 或 f � ft − γht, (2.3)

其中 β 和 γ 是预置参数, 满足 1 > β > γ > 0, β 靠近 1 而 γ 靠近 0 (见文献 [24]).

最后, 我们引进 f -型迭代和 h-型迭代的含义.对某个迭代, 其迭代点被当前过滤集接受.

如果下面两个条件满足,

Δf
(k)
j � σΔl

(k)
j 和 Δl

(k)
j � δ(h(k))2, (2.4)

其中 σ 和 δ 是正参数, 则称这个迭代为 f -型迭代. 如果上式右边的不等式不满足, 则这个迭

代称为 h-型迭代. 当 h-型迭代存在时, 将当前的迭代点包含到过滤集中. 关于这一点的详细

讨论见文献 [23].

现在, 我们叙述新算法, 它利用过滤集技术代替文献 [7] 中 SL 方法的算法 4.1 的 (S.2),

(S.3), (S.4) 步.
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算法 2.3 (过滤集-逐次线性化方法)

(S.0) 选择初始数据: α
(0)
0 > 0, 0 < γ < β < 1, ε(0) > 0, θ1 > 1, θ2 > 0, 0 < θ3 < ε(0),

2γ < σ1 < 1, σ4, σ5, σ6 > 1, 1 − θ3
ε(0) < σ7 < 1, 0 < σ2, σ3, σ8, σ9, σ10 < 1, cmax > cmin > 0,

c
(0)
0 ∈ [cmin, cmax], u > 0, X(0) � 0, X+ := X(0), F (0) := {0}, (h0, f0) := (u,−∞),

f (0) := f(X(0)), h = h(0) = h(X0),

δ :=

⎧⎨
⎩1, 如果 h(0) > 0,

0, 如果 h(0) = 0,

并令 k := 0, j := 0.

(S.1) 求子问题的解: 求子问题

min
ΔX∈Sn

1
2
c
(k)
j 〈ΔX, ΔX〉 + Φ

α
(k)
j

(X(k), ΔX)

s.t. X(k) + ΔX � 0 (2.5)

的解 ΔX
(k)
j ∈ Sn.

(S.2) 判断: 如果 h � h(X(k) + ΔX
(k)
j ), 则 h := h(X(k) + ΔX

(k)
j ), X+ := X(k) + δΔX

(k)
j .

如果 ‖svec(ΔX
(k)
j )‖∞ � ε(k), 转 (S.5); 否则, 如果 ‖ξ(k)

j ‖∞ � σ4‖ΔX
(k)
j ‖2

F , 令 c
(k)
j+1 :=

θ1c
(k)
j , α

(k)
j+1 := α

(k)
j + θ2, j := j + 1, 转 (S.1); 否则转 (S.3).

(S.3) 过滤集策略: 如果 h
(k)
j � βht 或 f

(k)
j � ft − γht (t ∈ F (k)), 那么转 (S.4); 否则, 令

c
(k)
j+1 := θ1c

(k)
j , α

(k)
j+1 := α

(k)
j + θ2, j := j + 1, 转 (S.1).

(S.4) f -或 h-迭代: 如果 {Δf
(k)
j < σ1Δl

(k)
j 且 Δl

(k)
j � σ3(h(k))2} 或者 {h(k)

j � h(k) 且 f
(k)
j �

f (k)}, 令 c
(k)
j+1 := θ1c

(k)
j , α

(k)
j+1 := α

(k)
j + θ2, j := j + 1, 转 (S.1); 否则转 (S.6).

(S.5) KKT 点: 如果 ΔX
(k)
j = 0 且 h(k)(i.e., ξ

(k)
j ) = 0, 停止; 否则 X(k+1) := X+,

c(k+1) :=

⎧⎨
⎩ | (cmin, c

(k)
j , σ10cmax), 如果 δ = 1,

| (cmin, σ2c
(k)
j , σ10cmax), 如果 δ = 0,

α(k+1) :=

⎧⎨
⎩α

(k)
j + σ5θ2, 如果 δ = 1,

σ8α
(k)
j , 如果 δ = 0,

ε(k+1) = max{0, ε(k) − θ3},

θ3 :=

⎧⎨
⎩σ7θ3, 如果 ε(k+1) �= 0,

θ3, 否则,

k := k + 1, 转 (S.7).

(S.6) 主迭代: 令 ΔX(k) := ΔX
(k)
j , c(k) := c

(k)
j , α(k) := α

(k)
j , Δf (k) := Δf

(k)
j , Δl(k) := Δl

(k)
j ,

X(k+1) := X(k)+ΔX(k). 如果Δl(k) < σ3(h(k))2,则校正当前过滤集,并令 (hk+1, fk+1) :=
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(h(k+1), f (k+1)). 同时, 去掉 F (k+1) 中被新点占优的点, 校正参数:

c(k+1) :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
| (cmin, σ2c

(k), cmax), 如果 Δf (k) � σ9Δl(k),

| (cmin, θ1c
(k), cmax), 如果 Δf (k) < σ1Δl(k),

| (cmin, c(k), cmax), 否则,

α(k+1) := min{α(k), σ6}, ε(k+1) := θ3ε
(k), k := k + 1.

(S.7) 建立新的内循环: 令 j := 0, c
(k)
j := c(k), α

(k)
j := α(k), X+ := X(k), h(k) = h(X(k)), f (k) =

f(X(k)), h = h(X(k)),

δ :=

⎧⎨
⎩1, 如果 h(k) > 0,

0, 如果 h(k) = 0,

转 (S.1).

注 1 子问题 (2.5) 是在闭凸集上极小化严格凸函数的极小化问题, 这样, 该子问题存

在唯一解.

注 2 正像在第 1 节中所述, 子问题 (2.5) 可以转换成一个线性半定规划问题, 它可以

利用软件 SDPT3 有效地求解 (见文献 [30–32]).

注 3 不同于逐次线性化方法中的 (S.2) 步, 在算法 2.3 中, (S.2) 和 (S.3) 步将试验当

‖svec(ΔX
(k)
j )‖∞ > ε(k) 和 ‖ξ(k)

j ‖∞ � σ4‖ΔX
(k)
j ‖2

F

时试探点能否被过滤集接受, 其中 svec 定义为: 对任何对称矩阵 X ∈ Sn,

svec(X) = (X(1, 1),
√

2X(1, 2), X(2, 2),
√

2X(1, 3),
√

2X(2, 3), X(3, 3), . . .)� ∈ R
n(n+1)

2 ,

其中 X(i, j) 是 X 的 (i, j)-元素, 参数 σ4 选为一个很大的实数 (例如, 1.0e + 8), 使得条件

‖ξ(k)
j ‖∞ � σ4‖ΔX

(k)
j ‖2

F 满足. 明显地, 过滤集中的点对是原始问题 (1.1) 在当前迭代点的目

标函数和约束违反度函数. 因此, 它直接提供了原始问题在当前点的信息.

注 4 在算法 2.3中, 步 (S.3)用于试验新的试探点可否被当前过滤集接受,步 (S.4) 中

第二个准则用来保证试探点不差于前面的点, 而步 (S.4) 中第一个准则保证在新点处原问题

的目标函数值有足够的下降. 这些连同步 (S.6) 中的准则一起区分 f -型迭代和 h-型迭代 (详

见文献 [21, 23, 24]).

注 5 步 (S.6) 产生新的迭代点, 并将 h-型迭代的迭代点加入到当前过滤集中. 我们把

新迭代点加入到过滤集的同时, 把过滤集中被新点占优的旧点去掉, 这与文献 [23]的处理不

同. 另外, 我们关于 c(k) 和 α(k) 的校正准则也不同于 SL 方法中的校正准则.

注 6 步 (S.5) 用来判断驻点. 在实际执行中, 停机准则采用

‖svec(ΔX
(k)
j )‖∞ < 1.0e− 4 和 h(k) < 1.0e − 4.

注 7 当 δ = 1时,步 (S.5)防止当前主迭代点 X+的约束违反度函数值过大.但当 δ = 0

时,我们通过减少 c(k) 和 α(k) 来减少原问题的目标函数值. 同时,参数 c
(k)
j 在 [cmin, σ10cmax]

中重置.

注 8 在算法中, 内循环 ((S.1) ↔ (S.2) ↔ (S.3) ↔ (S.4)) 用 j 表示, 主迭代用 k 表示.

下一节, 在适当的条件下, 我们将证明内循环中仅存在有限多个迭代. 参数 δ 用来判定在某

个主迭代是否必要改善原问题的可行性.
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3 收敛性分析

这一节讨论算法 2.3 的总体收敛性. 为此, 我们首先引进一些预备性的引理, 然后在引

理 3.5–3.8 中证明一些必要的结果. 最后, 我们建立本文主要定理 3.9.

首先作如下假设:

(A.1) 由算法 2.3 产生的序列 {X(k)} 是有界的.

(A.2) 由算法 2.3 产生的序列 {c(k)
j ΔX

(k)
j } 是有界的.

(A.3) 对任何给出的 X∗ � 0, 如果 (λ∗, U∗) ∈ R
m × Sn 满足∑

i:gi(X∗)�0

λ∗
i Dgi(X(∗)) − U∗ = 0, λ∗ � 0, U∗ � 0, 〈X∗, U∗〉 = 0,

那么, λ∗ = 0, U∗ = 0.

上面的假设分别是文献 [7 ]中的假设 (1), (2)和 (4). 假设 (A.3) 对应于非线性规划推广

的 Mangasarian-Fromovitz约束规范条件.

引理 3.1 τ (k) = mint∈F(k){ht} > 0.

证明 我们需要证明 ht > 0, ∀ t ∈ F (k). 由反证法, 如果存在某个 t∗ ∈ F (k) 使得在第

k∗ 次迭代被接受的 ht∗ 为零, 那么我们只要证明 Δl(k
∗) � 0 成立, 这与 h-迭代的定义矛盾.

由于 0 总是子问题的可行点, 则下面的不等式成立:
1
2
c(k∗)〈ΔX(k∗), ΔX(k∗)〉 + f(X(k∗)) + 〈Df(X(k∗)), ΔX(k∗)〉

+α(k∗)
m∑

i=1

max{0, gi(X(k∗)) + 〈Dgi(X(k∗)), ΔX(k∗)〉} � f(X(k∗)), (3.1)

其中, ΔX(k∗) 是子问题 (2.5) 的最优解.

从 (3.1) 式左边第一项和第四项的非负性, 我们有

Δl(k
∗) = −〈Df(X(k∗)), ΔX(k∗)〉 � 0.

于是, 证明完成.

引理 3.2[7] 设 α
(k)
j > 0, 如果 ΔX

(k)
j = 0 是子问题 (2.5) 的 (唯一) 解, 那么 X(k) 是罚

问题 (1.5)的驻点, α
(k)
j 是罚参数. 反之,如果 X(k) 是罚问题 (1.5)的驻点, α

(k)
j 是罚参数,那

么, 对每一个 c
(k)
j > 0, ΔX

(k)
j = 0 是子问题 (2.5) 的 (唯一) 解.

引理 3.3[7] 假定假设 (A.1) 和 (A.2) 成立, 假设 (A.3) 在算法 2.3 产生的序列 {X(k)}
的任何聚点处成立, 如果由解 (2.5) 产生的序列 {ΔX

(k)
j } 收敛到 0, 那么在有限多次迭代以

后 {ξ(k)
j } 将为 0.

引理 3.4[23] 如果假设 (A.1) 成立, 步 (S.5) 在有限次迭代后不再迭代, 步 (S.6) 无限次

迭代, 那么, 序列 {X(k)} 的任何聚点 (∀k ∈ Q) 对于原问题 (1.1) 是可行的.

由序列 {X(k)} 的有界性, 序列 {X(k)} 的闭凸包 co({X(k)}) 是有界的. 于是连同 f 和

gi (i = 1, . . . , m) 的二次连续可微的条件得到: 对所有 X ∈ co({X(k)}) 和所有满足 ‖S‖F = 1

的矩阵 S, 1
2D2f(X)(S, S) 和 1

2D2gi(X)(S, S) (i = 1, . . . , m) 是有界的. 再设 M 是所有这些

项的上界.

明显地, 内循环 (S.1) ↔ (S.2) ↔ (S.3) ↔ (S.4) 可以产生某个循环, 它仅与下标 j 有关.

算法 2.3 中另一个循环是 (S.1) → (S.2) → (S.5) → (S.7) → (S.1), 利用下面的定理, 在某些

条件下, 它仅仅迭代有限多次.
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引理 3.5 假定假设 (A.1) 和 (A.2) 成立, 假定 (A.3) 对算法 2.3 产生的序列 {X(k)} 的
任何聚点成立. 那么, 在算法 2.3 中仅存在有限多个 ΔX

(k)
j = 0.

证明 如果算法 2.3 在有限多次迭代后在步 (S.5) 终止, 那么引理成立. 从引理 3.2 和

引理 1.1 可知, 满足终止准则的主迭代点是原问题的驻点 (KKT 点).

假定算法中存在无限多次迭代, 设 Q := {(k, j) | ΔX
(k)
j = 0}. 我们用反证法证明这个引

理. 假定在 Q 中有无限多个元素, 显然, 当 k → ∞ 或 j → ∞ 或 k, j → ∞ 时, 序列 {ΔX
(k)
j }

收敛到 0. 这样, 由假设和引理 3.3 得到: 存在 (k∗, j∗) ∈ Q 使得 ξ
(k∗)
j∗ = 0. 于是, 算法在某次

迭代在 (S.5) 步必定停止, 这与假设矛盾. 证毕.

利用上述定理和算法 2.3 中的 σ7, 可以证明: 在有限多次迭代以后, 循环 (S.1) → (S.2)

→ (S.5)→ (S.7) → (S.1) 终止. 为了证明在内循环中存在有限多次迭代, 我们建立下面的引

理.

引理 3.6 如果对某个主迭代 k,内循环迭代无限多次, 那么,当 j → ∞时, {ΔX
(k)
j }收

敛到 0.

证明 假设内循环 (S.1) ↔ (S.2) ↔ (S.3)↔ (S.4) 迭代无限多次. 注意到在 (S.2), (S.3)

和 (S.4) 中 c
(k)
j 和 α

(k)
j 的校正公式分别是 c

(k)
j+1 := θ1c

(k)
j 和 α

(k)
j+1 := α

(k)
j + θ2, 于是得到

c
(k)
j = (θ1)jc

(k)
0 , α

(k)
j = α

(k)
0 + jθ2, ∀ j. (3.2)

用反证法. 假定存在正数 η 和 {ΔX
(k)
j } 的子集满足

‖ΔX
(k)
j ‖F � η. (3.3)

不失一般性, 假定这个子集就是 {ΔX
(k)
j } 本身, 即 (2.3) 对所有 j 成立.

显然, ΔX
(k)
j = 0 是子问题 (2.5) 的可行解, 在这一点目标函数值为

f(X(k)) + α
(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k))}, ∀ j. (3.4)

另一方面, 对某个 j, 子问题 (2.5) 的最优值是
1
2
c
(k)
j 〈ΔX

(k)
j , ΔX

(k)
j 〉 + f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉

+α
(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}

� 1
2
c
(k)
j ‖ΔX

(k)
j ‖2

F + f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉

� 1
2
c
(k)
j ‖ΔX

(k)
j ‖2

F + f(X(k)) − ‖Df(X(k))‖F ‖ΔX
(k)
j ‖F , (3.5)

其中 ΔX
(k)
j 是子问题的最优解. 下面, 我们将对两种不同情形分别推出矛盾.

第一种情形: {ΔX
(k)
j } 是有界的. 在这种情形, 可以假定 ‖ΔX

(k)
j ‖F � η, ∀j. 设 a :=

1
2c

(k)
0 η2 > 0, b := θ2

∑m
i=1 max{0, gi(X(k))}, c := α

(k)
0

∑m
i=1 max{0, gi(X(k))} + ‖Df(X(k))‖F η,

它们都是常数. 明显地, 存在正数 j∗ 使得对所有 j � j∗, 不等式 θ1 > 1,

a(θ1)j > bj + c,

其中 θ1 > 1. 于是, 我们有
1
2
η2c

(k)
0 (θ1)j − ‖Df(X(k))‖F η + f(X(k))

� f(X(k)) + (α(k)
0 + jθ2)

m∑
i=1

{0, gi(X(k))} (3.6)
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对所有 j � j∗ 成立. 组合 (3.2), (3.4)–(3.6)得到
1
2
c
(k)
j 〈ΔX

(k)
j , ΔX

(k)
j 〉 + f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉

+α
(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}

� f(X(k)) + α
(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k))}

对所有 j � j∗ 成立, 这与 ΔX
(k)
j 的最优性矛盾.

第二种情形: {ΔX
(k)
j } 是无界的. 不失一般性, 假定

lim
j

‖ΔX
(k)
j ‖F = +∞.

由假设可知, 存在正数 j ′ 使得
1
2
c
(k)
j ‖ΔX

(k)
j ‖2

F + f(X(k)) − ‖Df(X(k))‖F ‖ΔX
(k)
j ‖F

�
(

1
2
c
(k)
j − 1

)
‖ΔX

(k)
j ‖2

F + f(X(k))

�
(

1
2
c
(k)
j − 1

)
η2 + f(X(k)) (3.7)

对所有 j � j ′ 成立. 类似于第一种情形可知, 当 j 充分大时, (3.7) 的最后一项大于 (3.4), 这

形成矛盾. 证明完成.

现在我们讨论关于内迭代有限终止的引理.

引理 3.7 在引理 3.5 的假设下, 内迭代有限多次终止.

证明 用反证法. 假定存在某个主迭代 k 使得内循环无限多次迭代.

从算法 2.3 的校正法则可知, 对所有 j, ΔX
(k)
j �= 0. 但从引理 3.6, 当 j → ∞ 时,

ΔX
(k)
j → 0. 于是, 由引理 3.3 可知, 步 (S.1) 和 (S.2) 之间的迭代有限终止. 因此, 如果

循环 (S.1) ↔ (S.2) ↔ (S.3) 是无限多次迭代, 则循环 (S.1) ↔ (S.3) 必定是无限多次迭代. 从

gi (i = 1, . . . , m) 的二次连续可微性可知, 对 i = 1, . . . , m,

gi(X(k) + ΔX
(k)
j ) = gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX

(k)
j 〉 + ◦(‖ΔX

(k)
j ‖).

于是,

max{0, gi(X(k) + ΔX
(k)
j )} − max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX

(k)
j 〉} = ◦(‖ΔX

(k)
j ‖). (3.8)

从引理 3.3 和 3.6, 我们有对充分大的 j, ξ
(k)
j = 0, 这样 (3.8) 可以写成

max{0, gi(X(k) + ΔX
(k)
j )} = ◦(‖ΔX

(k)
j ‖), i = 1, . . . , m,

利用引理 3.6, 得到当 j → ∞ 时, h
(k)
j → 0. 注意到引理 3.1, 对于某个 k, τ (k) 是个常数. 这

样, 不等式 h
(k)
j � βht 对充分大的 j 必定满足.

根据上面的讨论, 在内循环存在无限多次迭代 (S.1) ↔ (S.4).

由于子问题的目标函数是严格凸的, 可行域是闭凸集, 于是, 子问题 (2.5) 有唯一解. 对

于 X(k) � 0 和 X(k) + ΔX
(k)
j � 0, 其中 ΔX

(k)
j 是子问题的最优解, 则

X(k) + λΔX
(k)
j � 0
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对所有 λ ∈ [0, 1] 成立. 这样, λΔX
(k)
j (λ ∈ [0, 1]) 是子问题的可行点, 注意到 ΔX

(k)
j �= 0, 于

是得到对所有 λ ∈ [0, 1),
1
2
c
(k)
j 〈ΔX

(k)
j , ΔX

(k)
j 〉 + f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉

+α
(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}

<
1
2
λ2c

(k)
j 〈ΔX

(k)
j , ΔX

(k)
j 〉 + f(X(k))

+λ〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 + α

(k)
j

m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + λ〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}.

上面的不等式可以写成

−(1 − λ)〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 >

1
2
(1 − λ2)c(k)

j 〈ΔX
(k)
j , ΔX

(k)
j 〉

+α
(k)
j

[ m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}

−
m∑

i=1

max{0, gi(X(k)) + λ〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉}

]
. (3.9)

下面, 我们根据 h(k) 的不同值分两种情况进行讨论, 并推出矛盾.

情形 (I): h(k) = 0. 在这种情形, 我们需要考虑 (3.9)右边的方括号. 为讨论方便起见, 令

Ai := gi(X(k)), Bi := 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉, i = 1, . . . , m.

这样, (3.9) 式右边的方括号可写成
m∑

i=1

max{0, Ai + Bi} −
m∑

i=1

max{0, Ai + λBi}. (3.10)

当 Bi = 0 时, max{0, Ai + Bi} − max{0, Ai + λBi} = 0. 因此, 不失一般性, 我们假定对

i = 1, . . . , m, Bi �= 0. 根据 Ai 和 Bi 的不同的值, (3.10) 的不同的值的情形如下:

(1) 若 Bi > 0, 则 Ai + Bi > Ai + λBi, ∀λ ∈ [0, 1), 于是,

max{0, Ai + Bi} − max{0, Ai + λBi} � 0, ∀λ ∈ [0, 1).

(2) 若 Bi < 0, 则从引理 3.3 和 3.6 可知, 对于充分大的 j, Ai + Bi > 0 将不发生.

(3) 若 Bi < 0 和 Ai + Bi < 0, 则当 λ 靠近 1 时, Ai + λBi < 0. 于是有

max{0, Ai + Bi} − max{0, Ai + λBi} = 0

对所有 λ ∈ [−Ai

Bi
, 1) 成立. 设 λi := max{0,−Ai

Bi
}, L := {i ∈ {1, 2, . . . , m} | Bi < 0, Ai + Bi <

0}, λj := maxi∈L λi ∈ [0, 1).

(4) 若 Bi < 0 和 Ai + Bi = 0, 则 Ai = −Bi > 0 且

max{0, Ai + Bi} − max{0, Ai + λBi} = −(1 − λ)Ai.

于是, 因为 gi(X(k)) = Ai > 0 与 h(k) = 0 矛盾, 从而 (4) 不会发生.

从上述讨论可知, 存在正数 j ′ 使得
m∑

i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉} −

m∑
i=1

max{0, gi(X(k))

+λj〈Dgi(X(k)), ΔX
(k)
j 〉} � 0 (3.11)

986



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 8 期

对所有 j � j ′ 成立, 再利用 (3.9) 和 λj < 1 得到

−〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 >

1
2
(1 + λj)c

(k)
j ‖ΔX

(k)
j ‖2

F (3.12)

对所有 j � j ′ 成立.

另一方面, 存在正数 j ′′ 使得
1
2
(1 + λj)c

(k)
j ‖ΔX

(k)
j ‖2

F � (1 − σ1)−1M‖ΔX
(k)
j ‖2

F (3.13)

对所有 j � j ′′ 成立. 组合 (3.12)和 (3.13), 我们得到

−〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 > (1 − σ1)−1M‖ΔX

(k)
j ‖2

F (3.14)

对所有 j � j∗ = max{j ′, j ′′} 成立. 从 f 的二阶连续性和 D2f(X)(ΔX, ΔX) 的上界, 有

f(X(k)) − f(X(k) + ΔX
(k)
j ) � −〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉 − M‖ΔX

(k)
j ‖2

F ,

这和 (3.14)一起给出

Δf
(k)
j = f(X(k)) − f(X(k) + ΔX

(k)
j ) > −σ1〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉 = σ1Δl

(k)
j

对所有 j � j∗ 成立. 由于 −〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 > 0,故 f(X(k)) > f(X(k) + ΔX

(k)
j ). 这样, 在

这种情形内迭代有限终止. 这产生了矛盾.

情形 (II): h(k) > 0. 在这种情形, 根据反证法假设, 算法 2.3 中的步 (S.4) 和 h
(k)
j → 0

(j → ∞) 得到

Δf
(k)
j < σ1Δl

(k)
j (3.15)

对所有充分大的 j 成立. 但由 (3.15), 引理 3.6, 和

f(X(k) + ΔX
(k)
j ) = f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX

(k)
j 〉 + ◦(‖ΔX

(k)
j ‖),

我们有

−〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉= f(X(k)) − f(X(k) + ΔX

(k)
j ) + ◦(‖ΔX

(k)
j ‖)

�−σ1〈Df(X(k)), ΔX
(k)
j 〉 + ◦(‖ΔX

(k)
j ‖)

对所有充分大的 j 成立. 这样, 对所有充分大的 j, 有 (1 − σ1)Δl
(k)
j � ◦(‖ΔX

(k)
j ‖). 利用

‖ΔX
(k)
j ‖ → 0 (j → ∞), 得到: 存在充分大的 j, 使得

Δl
(k)
j � σ3(h(k))2 和 h

(k)
j < h(k)

成立, 从而内循环终止, 这产生了矛盾. 证明完成.

引理 3.8 在假设条件 (A.3) 下, FJ 点满足 KKT 条件.

证明 假定 X∗ 是原问题 (1.1) 的 FJ 点, 从 FJ 点的定义和广义 Farkas 引理 (见文献

[10, 33])可知, 存在 λ′
0 � 0, λ′

i � 0, i ∈ A∗, s× s对称矩阵 U � 0 满足 (λ′
0, λ′

A∗ , U) �= 0,其

中 n − s 是 X∗ 的秩, λ′
A∗ 表示 {λ′

i, i ∈ A∗} 的集合, 使得对所有 ΔX ∈ Sn,

λ′
0〈Df(X∗), ΔX〉 +

∑
i∈A∗

λ′
i〈Dgi(X∗), ΔX〉 − 〈E∗UE∗�, ΔX〉 � 0.

因而,

λ′
0Df(X∗) +

∑
i∈A∗

λ′
iDgi(X∗) − E∗UE∗� = 0.

用 U ′ 表示 n × n 对称矩阵 E∗UE∗�. 显然, U ′ � 0 和 〈U ′, X∗〉 = 0. 另一方面, 由 X∗

的可行性, 有 X∗ � 0 和 gi(X∗) � 0 (i = 1, . . . , m) 成立.
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此外, 我们还有 λ′
0 �= 0, 因为否则的话, 由假设 (A.3) 得到 λ′

i = 0 (i ∈ A∗), U ′ = 0, 因

而 U = 0, 这与 (λ′
0, λ′

A∗ , U) �= 0 矛盾. 这样, 令 λ∗
i := λ−1

0 λ′
i (i ∈ A∗), λ∗

i := 0 (i /∈ A∗),

U∗ := λ−1
0 U ′, 我们便得到在 X∗ 处的 KKT 条件成立. 证明完成.

现在, 我们利用上面的引理给出算法 2.3 的总体收敛性定理.

定理 3.9 在引理 3.5的假设下,算法 2.3或者在有限多次迭代后终止于 KKT点,或者

迭代序列产生一个满足 KKT 条件的聚点.

证明 从引理 3.5 可知, 在有限多次迭代后算法产生的主迭代点是原问题的 KKT 点.

从引理 3.7 和引理 3.4可知, 迭代序列 (k ∈ Q)的每一个聚点是原问题的可行点,Q的定义将
在下面给出.

当算法 2.3 无限多次迭代时存在两种可能的情形:

情形 (I). 对充分大的 k, 所有迭代都是 f -型迭代, 这时我们考虑 f -型迭代的子序列.

情形 (II). 存在 h-型迭代的无穷子序列.

我们将识别无穷子序列 (k ∈ Q) 的存在性, 其任何聚点是 KKT 点. 在情形 (I), Q 恰是
主序列的尾部, 它们由最后一个 h-型迭代后的所有迭代组成; 在情形 (II), Q 由所有 h-型迭

代组成.

下面, 在反证法假设的条件下, 我们推导参数 ρ 的区间, 在此区间上, f -型迭代存在且

c(k) 充分大.

用反证法. 假定迭代序列 {X(k)}k∈Q 的可行聚点 X∞ 不是一个 FJ点. 从 (1.4)可知,存

在 ΔX (‖ΔX‖F = 1), 使得⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
〈Df(X(k)), ΔX〉 � −ε,

〈Dgi(X(k)), ΔX〉 � −ε, ∀ i ∈ A∞,

E�
k ΔXEk � εIS

(3.16)

对充分大的 k ∈ Q 成立, 其中 s 是矩阵 X∞ 的零特征值的个数, Ek 的每一列是对应于 X(k)

的 s 个绝对值最小的特征值的标准直交特征向量. 设 Vk 是 n × (n − s) 矩阵, 使得
(
Vk Ek

)
是对应于 X(k) 的直交矩阵. 不失一般性, 假定序列

{(
Vk Ek

)}
k∈Q 有极限

(
V E

)
, 否则, 我

们可以考虑序列
{(

Vk Ek

)}
k∈Q 的子序列. 这样, 我们有⎛

⎝V �

E�

⎞
⎠X∞(

V E
)

=

⎛
⎝V �X∞V V �X∞E

E�X∞V E�X∞E

⎞
⎠ =

⎛
⎝ΛT 0

0 0S

⎞
⎠ ,

其中, (n− s)× (n− s)对角阵 ΛT � 0 的对角元是 X∞ 的按非增顺序排列的正特征值, 0S 是

s × s 零矩阵.

显然, X(k) + ρΔX � 0 等价于⎛
⎝V �

k

E�
k

⎞
⎠ (X(k) + ρΔX)

(
Vk Ek

)
=

⎛
⎝Λk

T + ρV �
k ΔXVk ρV �

k ΔXEk

ρE�
k ΔXVk Λk

S + ρE�
k ΔXEk

⎞
⎠ � 0, (3.17)

其中, 对角矩阵 Λk
T 和 Λk

S 的对角元是 X(k) 的特征值, 因此, 当 k → ∞ 时,

Λk
T → ΛT � 0, Λk

S → 0S , Ek → E, Vk → V.
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因为对所有 k, X(k) 是子问题的可行点, 故有⎛
⎝Λk

T 0

0 Λk
S

⎞
⎠ � 0, ∀ k ∈ Q.

因此,

Λk
S + ρE�

k ΔXEk � ρE�
k ΔXEk � ρεIS , (3.18)

这意味着对所有充分大的 k ∈ Q 和 ρ > 0, Λk
S + ρE�

k ΔXEk 是正定矩阵. 注意到对所有充分

大的 k ∈ Q 和 ρ > 0, (3.17) 等价于

Λk
T + ρV �

k ΔXVk − ρ2(V �
k ΔXEk)(Λk

S + ρE�
k ΔXEk)−1(E�

k ΔXVk) � 0, (3.19)

于是, 上面两式给出

ρ2(V �
k ΔXEk)(Λk

S + ρE�
k ΔXEk)−1(E�

k ΔXVk)

� ρ2(V �
k ΔXEk)(ρε)−1IS(E�

k ΔXVk)

= ρε−1(V �
k ΔXEkE�

k ΔXVk),

这样, (3.17) 的充分条件为对所有充分大的 k ∈ Q 和 ρ > 0,

Λk
T + ρ(V �

k ΔXVk − ε−1V �
k ΔXEkE�

k ΔXVk) � 0.

为简单起见, 令 Gk := V �
k ΔXVk − ε−1V �

k ΔXEkE�
k ΔXVk,

Gk → G∗ := V �ΔXV − ε−1V �ΔXEE�ΔXV.

如果 G∗ � 0, 则对所有 ρ ∈ (0, +∞) 和充分大的 k ∈ Q, (3.17) 成立. 否则, ξ∗min � 0,

其中 ξ∗min 是 G∗ 的最小特征值. 设 ξk
min 表示 Gk 的最小特征值, 我们有对充分大的 k ∈ Q,

ξk
min � ξ∗min −Υ, 其中 Υ 表示一个控制 |ξ∗min| 的正数. 注意到 ΛT � 0, 并设 λ∗

min 是 ΛT 的最

小特征值,则 λ∗
min > 0 和 λk

min > 1
2λ∗

min (对所有充分大的 k ∈ Q),其中 λk
min 表示 Λk

T 的最小

特征值. 因而对所有 ρ ∈ (
0,

λ∗
min

2(Υ−ξ∗
min)

]
和充分大的 k ∈ Q, 不等式 (3.17)成立.

显然,当 ρ = 0时,对所有 k ∈ Q, (3.17)成立,从而对所有 ρ ∈ [
0,

λ∗
min

2(Υ−ξ∗
min)

]
和充分大的

k ∈ Q, (3.17) 成立. 进而这时 X(k) + ρΔX � 0 成立.

对 X∞ 处的有效约束, 由 (3.16) 有

gi(X(k)) + ρ〈Dgi(X(k)), ΔX〉 � h(k) − ρε, ∀ i ∈ A∞.

对无效约束 i /∈ A∞, 如果 k ∈ Q 充分大, 利用在 {X(k)} 上 gi 的连续性和 Dgi 的有界性, 则

存在与 k 无关的正常数 c 和 a, 使得 gi(X(k)) � −c 和 〈Dgi(X(k)), ΔX〉 � a. 因此,

gi(X(k)) + ρ〈Dgi(X(k)), ΔX〉 � −c + ρa, i /∈ A∞.

设 ϕ = min{ c
a ,

λ∗
min

2(Υ−ξ∗
min)}, 如果 k ∈ Q 充分大, ρ ∈ [h(k)

ε , ϕ], 我们有

gi(X(k)) + ρ〈Dgi(X(k)), ΔX〉 � 0, i = 1, . . . , m, X(k) + ρΔX � 0. (3.20)

这样,
1
2
c(k)〈ΔX(k), ΔX(k)〉 + 〈Df(X(k)), ΔX(k)〉 + f(X(k))

+α(k)

m∑
i=1

max{0, gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX(k)〉}

� 1
2
c(k)ρ2 + ρ〈Df(X(k)), ΔX〉 + f(X(k))
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对所有充分大的 k ∈ Q 和 ρ ∈ [h(k)

ε , ϕ] 成立. 从上述不等式和 (3.16), 有

−〈Df(X(k)), ΔX(k)〉 � −ρ〈Df(X(k)), ΔX〉 − 1
2
c(k)ρ2 � ρε − 1

2
c(k)ρ2.

故对所有充分大的 k ∈ Q (例如, k � K1) 和 ρ ∈ [h(k)

ε , min{ϕ, ε
c(k) }],

Δl(k) = −〈Df(X(k)), ΔX(k)〉 � 1
2
ρε (3.21)

和 (3.20) 成立. 同时, 由引理 3.4, 我们可以假定对所有满足 K1 � k ∈ Q 的 k, h(k) � 1
2 .

由 f 的二次连续可微性和 {X(k)} 的有界性, 我们有

f(X(k) + ΔX(k)) = f(X(k)) + 〈Df(X(k)), ΔX(k)〉 +
1
2
D2f(Y )(ΔX(k), ΔX(k)),

其中 Y 位于 X(k) 和 X(k) + ΔX(k) 的线段上. 这样, 上式和 (3.21) 及 (A.2) 一起给出

Δf (k)

Δl(k)
� 1 − 2MT 2

ρε(c(k))2
,

其中 T 是序列 {c(k)‖ΔX(k)‖F } 的上界. 设

T ′ :=
2MT 2

ε(1 − σ1)
,

则对于满足 K1 � k ∈ Q 的所有 k 和满足

ρ ∈
[

max
{

h(k)

ε
,

T ′

(c(k))2

}
, min

{
ϕ,

ε

c(k)

}]
的 ρ, 下面的不等式

Δf (k) � σ1Δl(k) (3.22)

成立.

另一方面, 由 gi (i = 1, . . . , m) 的二次连续可微性, (A.2) 和算法 2.3 的 (S.2) 步, 我们有

gi(X(k) + ΔX(k)) = gi(X(k)) + 〈Dgi(X(k)), ΔX(k)〉 +
1
2
D2gi(Yi)(ΔX(k), ΔX(k))

� σ4‖ΔX(k)‖2
F + M‖ΔX(k)‖2

F

� (M + σ4)
T 2

(c(k))2
, i = 1, . . . , m,

其中 Yi 的定义类似于 Y . 于是, 我们有

h(X(k) + ΔX(k)) � (M + σ4)
T 2

(c(k))2
. (3.23)

如果 1
c(k) �

√
β

(M+σ4)T 2

√
τ (k), 那么从 (3.23) 得到 h(X(k) + ΔX(k)) � βτ (k). 这样, 当 K1 �

k ∈ Q 和 c(k) 充分大时,

1
c(k)

�
√

β

(M + σ4)T 2

√
τ (k) (3.24)

和

max
{

h(k)

ε
,

T ′

(c(k))2

}
� ρ � min

{
ϕ,

ε

c(k)

}
(3.25)

成立. 因此, h(X(k) + ΔX(k)) � βτ (k) 和 Δf (k) � σ1Δl(k). 从 (3.21)和 (3.25) 得

Δl(k) � 1
2
ρε � 1

2
h(k),
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注意到 h(k) � 1
2 , σ3 < 1, 于是, Δl(k) � σ3(h(k))2. 进一步, 从 Δf (k) � σ1Δl(k), Δl(k) � 1

2h(k)

及 σ1 > 2γ 得到 f(X(k) + ΔX(k)) � f (k) − γh(k). 因此, 对所有使得 (3.24) 和 (3.25) 成立的

k (K1 � k ∈ Q) 和 c(k), f -型迭代的条件满足.

根据上述讨论, 我们在两种不同情形可以推出矛盾.

在情形 (I),由于 Q恰是主序列的尾部, 它由最后一个 h-型迭代后面的所有迭代组成, 于

是, τ (k) 是固定的, 存在 j ′ ∈ N 使得对所有 j � j ′, 不等式

1

c
(k)
j

� 1
cmin(θ1)j

� min
{√

β

(M + σ4)T 2

√
τ (k),

ϕ

ε

}

成立. 另一方面,存在 j ′′ ∈ N 使得 ∀j � j ′′,有 T ′
cmin(θ1)j−1 < ε,因而对所有 c

(k)
0 ∈ [cmin, cmax],

T ′

(c(k)
0 )2(θ1)2j

<
1
θ1

· ε

(c(k)
0 )(θ1)j

成立.

设 j∗ = max{j ′, j ′′}, 则存在 K2 ∈ N, 使得对所有满足 K2 � k ∈ Q 的 k, 不等式

h(k)

ε
<

ε

cmin(θ1)j∗+1

成立. 再设 K∗ = max{K1, K2}, 则对所有满足 K∗ � k ∈ Q 的 k, 参数

ρ =
ε

c
(k)
j∗+1

满足 (3.24)和 (3.25). 因此,对这样的每一个主迭代 k,存在内循环指标 j ∈ {0, 1, 2, . . . , j∗+1}
使得 f -型迭代在第 j 次内迭代产生. 这样, 从 (3.21) 和 (3.22)可推出

Δf (k) � 1
2
σ1 min

{
ϕ,

ε

cmax(θ1)j∗+1

}
(3.26)

对所有满足 K∗ � k ∈ Q的 k 成立. 另外,由于 {X(k)} 的有界性,对这样的 k, f (k) 是单调下

降的, 下有界的, 因此我们得到
∑

k∈Q Δf (k) 是收敛的, 这与 (3.26) 矛盾.

最后, 在情形 (II), 我们考虑所有 h-型迭代的子序列. 因为对于 k ∈ Q, 有 h(k) → 0, 因

此 τ (k) → 0, 并且存在 Q 的 h-型无穷子序列 Q′ 满足 τ (k+1) = h(k) < τ (k). 类似于情形 (I),

存在 j	, j		 ∈ N 使得
ε

cmin(θ1)j
� ϕ, ∀ j � j	,

和
T ′

cmin(θ1)j−1
� ε, ∀ j � j		.

设 j◦ = max{j	, j		}. 由于当 k ∈ Q′ 和 k → ∞ 时, h(k) → 0 和 τ (k) → 0. 因此, 存在

k∗ ∈ Q′, k∗ � K1, 使得 √
β

(M + σ4)T 2

√
τ (k∗) <

1
cmax(θ1)j◦

和

h(k∗)

ε
<

ε

θ1

√
β

(M + σ4)T 2

√
τ (k∗).
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因此, 从 ε, 1
θ1

< 1, 存在 j∗∗ > j◦ 使得

h(k∗)

ε2
<

1

c
(k∗)
0 (θ1)j∗∗

�
√

β

(M + σ4)T 2

√
τ (k∗)

成立, 于是 f -型迭代是采用的. 进一步, 对于 j ∈ {0, 1, . . . , j∗∗}, 不可能产生一个 h-型步, 因

为当 j 减少时 Δl(k
∗) 单调上升. 这意味着主迭代 k∗ 是 f -型迭代, 这与 k∗ ∈ Q′ 矛盾.

这样, 在情形 (I) 和情形 (II) 都得到了矛盾, 从而 X∞ 是一个 FJ 点. 再利用引理 3.8,

结论得到. 证明全部完成.

4 数值结果

为了将我们的算法与文献 [7] 中算法 4.1 进行比较, 我们用 Matlab 6.5 对这两个算法进

行了编程计算, 并都采用文献 [30–32]中的软件 SDPT3-Solver 4.0 解相应的子问题.

由于对非线性半定规划尚无标准的试验问题库, 于是, 我们像文献 [7] 中一样, 按照下述

方法随机产生一系列试验问题:我们预先定义解 X	 为 X	 = A�A, A ∈ R
r×n 为随机生成的

矩阵, r ∈ {1, . . . , n}. 因此, X	 是正半定的, 至少有 n − r 个零特征值. 我们然后考虑如下含

非线性约束的二次半定规划问题:

min
X∈Sn

‖X − X	‖2
F s.t. g(X) � 0, X � 0,

表 1 数值结果

SL Fil-SL

(m, n) r ite val time (s) ite val time (s)

(12,10) 8 7 4.2650e − 7 25.657 7 4.0753e − 7 44.354

failure 32 2.1248e − 6 173.92

32 8.9033e − 9 82.8090 9 1.5684e − 8 34.020

8 3.4231e − 10 28.2610 6 2.7180e − 10 23.8864

failure failure

10 24 2.0844e − 10 88.8370 9 9.7521e − 12 46.256

17 1.9348e − 10 67.3470 8 7.5167e − 11 41.510

11 1.0988e − 10 34.0630 11 2.1715e − 12 35.4910

23 6.5830e − 11 61.8190 16 3.2638e − 11 51.8150

23 1.0020e − 10 66.586 12 3.0352e − 12 45.5350

(40,25) 15 366 7.7732e − 6 1.7229e + 3 31 7.7734e − 6 852.6260

failure failure

failure 24 1.2274e − 8 599.1210

82 4.2865e − 10 1.1621e + 3 29 3.2807e − 10 507.089

50 2.2503e − 4 660.309 13 2.2552e − 4 306.731

20 38 1.4641e − 4 282.637 8 1.4641e − 4 189.913

31 2.6326e − 8 532.976 20 2.829e − 8 444.419

11 2.4234e − 9 211.945 13 2.8193e − 9 307.482

46 8.2205e − 6 782.555 13 2.9009e − 7 302.756

failure 56 5.5492e − 5 1.5354e + 3
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续表

SL Fil-SL

(m, n) r ite val time (s) ite val time (s)

(40,30) 25 failure failure

5 2.9965e − 9 156.315 7 1.445e − 7 308.514

failure 7 8.7612e − 6 331.697

46 1.6376e − 7 1.3331e + 3 21 1.6357e − 7 765.971

failure 24 4.8783e − 7 909.515

30 9 4.0429e − 12 266.393 15 4.792e − 13 569.038

failure 25 4.4752e − 13 685.415

309 8.0433e − 4 1.996e + 3 11 1.7267e − 7 388.689

failure 39 2.7518e − 12 1.1465e + 3

failure failure

(50,45) 35 failure 21 3.9676e − 5 2.115e + 3

failure failure

failure 21 5.9081e − 9 2.3072e + 3

43 6.1546e − 4 3.8838e + 3 14 7.3508e − 6 1.8737e + 3

28 1.390e − 4 2.7435e + 3 15 1.360e − 4 1.8769e + 3

45 41 3.9085e − 11 3.6006e + 3 17 8.6475e − 5 2.0633e + 3

19 4.1085e − 9 1.782e + 3 13 7.6185e − 4 1.8991e + 3

28 5.1868e − 11 3.2226e + 3 25 1.7590e − 11 2.6439e + 3

7 5.6282e − 6 671.625 10 3.0875e − 12 1.2754e + 3

failure 12 5.4473e − 10 2.5786e + 3

其中 gi(X) (i ∈ {1, . . . , m}) 是非线性项 exp(·), log(·), cos(·), sin(·), 〈X, X〉, (·)k, k �= 1, 和线性

项 〈X ′, ·〉, tr(.), a ∗ (·) 的组合. 例如,

g1(X) = a ∗ cos(tr(X)) ∗ exp(ε ∗ 〈X ′, X〉) + b ∗ 〈X, X〉 + c;

g2(X) = a ∗ log((tr(X)2)) ∗ 〈X, X〉 + b ∗ 〈X ′, X〉2 + c〈X ′′, X〉 + d;

g3(X) = a ∗ sin(log(〈X, X〉2)) + b ∗ exp(−tr(X)) + c;

g4(X) = a ∗ 〈X ′, X〉/〈X, X〉+ b ∗ (tr(X))−1 + c ∗ 〈X ′′, X〉 + d;

· · · ,

其中 ε取为固定的小的实数 (1.0e− 10)或 (1.0e− 8),对称系数矩阵 X ′, X ′′, . . .随机生成. 随

机实系数 a, b, c, d 的选取使得 X	 是可行的, 因此, 这个二次半定规划问题的最优解恰恰是

X	, 最优值是 0. 算法 2.3 中的参数设置如下:

α
(0)
0 = 50, γ = min{1.0e − 6, 1/2n}, β = 0.95, θ1 = 4, θ2 = 20, θ3 = 0.045, ε(0) = 0.05, σ1 =

0.01, σ2 = 0.5, σ3 = 0.1, σ4 = 1.0e + 8, σ5 = 5, σ6 = 30, σ7 = 0.101, σ8 = 0.05, σ9 = 0.75, σ10 =

0.04, Cmin = 0.001, Cmax = 100, c
(0)
0 = 1, X(0) = I, h0 = u = max{1000, 5 ∗ h(X(0))}, f0 =

−1.0e + 10.其中, I 表示适当阶数的单位矩阵.
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如果 ‖svec(ΔX
(k)
j )‖∞ < 1.0e − 4 且 h(k) < 1.0e − 4 满足, 或者如果 SDPT3 解子问题

失败, 或者如果迭代次数 k > 500, 算法 2.3 终止. 在数值结果表中, failure 代表最优值太

大 (� 1.0e − 3), 或者 SDPT3 解子问题失败. ite 和 val 分别表示迭代次数和最优值. 对于

(n, m, r)的每一个选择,两个算法都采用随机生成数据执行 5次 (见表 1). 从表中可知,我们

的算法是有竞争力的.

5 结束语

在本文中,我们提出了解非线性半定规划的过滤集-逐次线性化方法,它把过滤集技术推

广到求解非线性半定规划问题. 我们证明了在适当的条件下, 新方法是总体收敛的. 初步的

数值试验结果显示出新方法是有潜力和竞争力的. 进一步的更详细的数值研究工作仍有待

进行.
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