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摘要 在以前的基础上
,

进一 步讨论 了横波入 射角超过临界角时的情形
,

结果表

明
,

在临界角附近
,

自由面上二阶谐波位移响应 的模出现大的极值
,

相位有 突变
.

根

据这一结果
,

人们 可 以利用非线性方法产 生较强的二阶谐表面波
.

关锐词 非线性声学 临界角 二阶谐波

在文献 l[
,

2 1中
,

研究了 P 波川和 s v 及 s H 波 [“ ]入射到两种固体界面所产生的二阶谐波

场
.

但在文献【2] 中
,

实际上只研究了横波入射角不超过临界角的情形 (文献【2] 中全部图的横

坐标所表示的入射角实为 Sv 或 S H 波入射时相应 P 波的角度 )
.

在本文将推广到超过临界角

的情况
.

1 S V 波人射

应用文献 [ 2] 中的符号
,

当一阶 SV 波入射时
,

由于边界的存在
,

界上产生反射 的一阶 S V 波和 P 波
,

其表达式分别为
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’ = B o e , ` “

“
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,

式中带撇号的量属于第 2 介质
.

根据 Sne ll 定律
,

当横波入射角

生全内反射
,

这时
,

有如下的表示
,
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( 2 )

将 ( l )
、

( 2) 式代入到 文献 〔1一 4] 的有关式子同样能算 出有关量
,

它们 已表示在 文献【2] 的
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1 ) (一 (2 1 )式中 (除了文献【2 ]中的 (1 0 )式和 (11 )式都差一个符号以外
,

其余皆相同 )
,

这里不再

重复
.

显然当 i = 2 时
,

二阶纵波沿平行于 界面方向传播
,

在文献 〔3] 称它 为固体中的 Q 波
.

显然
,

在临界角的情况下
,

k
二
二 。

,

k = 友
: .

当入射角等于临界角时
,

文献〔2] 中 i = 3 的积累解

( 12 )式也不成立
,

因为这时的波正由体波转化为非均匀波 (面波 )
.

因此
,

这两种情况下
,

二 阶

体波沿平行于界面的方向有积累解 ( 见第 4 节 )
.

根据文献【5
,

6」的方法
,

对应于文献 〔2」的 ( 6)

式 中所描述的二阶体波的解成为

* 。 ,

一 艺凤iJ ( 二 ) (E 面
,
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,

式中 E ( K ) 见文献「1] 中的 ( 1 4) 式
,
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.

当边界是 自由面时
,

它上面的切向位移和法向位移分别为
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( 7 )

{ T梦
’
}已

= 。表示在其表达式中令
二 = o 并去掉因子 沪 ` “ 一

, ’ ,

而 了污’
,

砚置
’的表达式分别见文

献【2] 的 ( 2) 式和 ( 4) 式
.

由( 3) 一 ( 7) 式可以看出
,

这里的结果除了将入射角推广到大于临界角

的情形以外
,

还改正了文献〔1
,

2] 中的一些笔误
.

2 S H 波人射

当入射波为 SH 波时
,

乎兮
, 二

伞玉
, ’ 二

一阶场可表为
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根据以前的方法很易算得
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,

(二 , 十 4 * , )八 一 习 ,“万 (瓦 ) B圣
,

(二` + 4 K ` ) 叱
, 二 0

,
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式中

一 K o = K l = K
二 ,

K Z 二

U o = 1
,

与 SV 波入射情况类似
,

在 i

向有积累解
,

故 ( 10) 式中 仇
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( 1 1 )

= 2 时
,

出现 Q 波
,

它在临界角入射的情况下
,

沿平行 于边界的方

的特解为
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满足齐次方程
,

其解见文献 1[
,

2 」
.
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类似于文献仁 1
,

2 〕
,

自由面上的切向和法 向位移为
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图 1 S V 波入射时铝的自由面土其切向 ( a) 和法向位移

( b) 的模与入射角的关系
久 = `)

.
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,
N / e m , ; 尸 一 0

.
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.

在 图 〔 a

)
、

( b )中
,

曲线 1
、

2 和 3 中的 几阶弹 性常数 分 别 为
: l 示 l - 一 3

.
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、
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7
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.
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.
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,

后 l = 一 3
.
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,

。 二
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.

)̀2 火 10 ,
N八 n 12

从
, I和 H : l 可从 ( 13 )式求得

.

这 里更正 了

文献 〔2] 中的笔误
.

3 数值计算

当入射角超过临界角时
,

( 3) 式和 ( 14 )

式所表示的位移量 皆为复量
,

因此在做数

值计算时取它们的模和幅角
.

在下面的图

示中
,

纵坐标为二阶位移
。 ( 2 )或 二 (2) 除 以

入射波振幅的平方与 ( 10 `3

尸)的乘积
、

即
u ( 2 ) 或 w (之)

( A圣或 B子)尸10 `3

横坐标为入射角
,

式 中 f 为频率
.

今后
,

我

们称这个量为二阶位移响应
.

对于铝材料

而言
,

图 1 (
a

)
、

( b) 分别表示 SV 波入射时自

由表面切 向和法向位移的模
.

显然
,

当入

射角达到临界角时
,

模 出现很尖锐的峰值
,

其位置 取决于二阶弹性模量
,

峰值大小主

要取决于三阶弹性模量 ,,l ; 图 2 ( a )
、

( b) 分

别表 示 钢的 位 移模
.

数 值 计 算 也 表 明

(略 )
,

幅角在临界角附近有跃变
.

当 S H 波入射到铝 的 自由 面时
,

图 3

(
: 、 )

、

( b) 分别表示切 向和法向位移模
.

对

于钢有类似的图示
.

4 结果的讨论

从上述结果 可知
,

在 SV
,

SH 波入射的

情况 厂
,

对应于 i = 2 时的二阶体波被文献

t 3 一 5 」称 为 Q 谐波
,

它们都是入 射横波 与

反射横波的相互作用所产生的
.

只当入射

角恰好等 于临界角时
,

k
之
二 0

,

因而 k = k,
,

6()5()圳加2(j川

三笆冬ù甲
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图 2 S V 波入射时钢的自由表面上其切 向位移 (
a
)和法向位移 ( b) 的模与入射角的关 系

图 (
。

)
、

( b) 中曲线 l 的弹性常数分别取自文献【l] 中表 1 的编号 1
,

曲线 2 仅将三阶弹性常数 l 加倍其余的常数

与 1 相同 ;
曲线 3 仅将 阴 加倍

08,山,二

了
J

。训东一代ú矛
ù ,

3()2520乃

ē:
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、全;
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口

图 3 S H波入射到铝的自由面上其切向位移 (
a
)和法向位移 ( b) 的模与入射角的关系

几
,

尸 与图 l 相同
,

在图 ( 。 〕
、

`b) 中
,

曲线 1 的三阶弹性常数见文献【1] 中表 1 的编号 3
,

曲线 2 仅将三阶弹性常数

n 加倍
.

曲线 3 仅将 斑 加倍
.

其余不变

由文献仁2 」的 ( 6) 式可知
,

对应的波动方程应为

甲 2 沪。 + k4
2势 = 一 A蛋风

Z e 一

声

由文献〔5
,

6 〕的解法可知
,

它是沿 x 方向有积累的波 (积累面波 )
.

在 s v 波入射的情况下
,

对

应于 i = 3 时的二阶体波却是一种多变的波
,

当入射角小于临界角时
,

它是沿边界法线方 向有

积累的波
; 当入射角恰好等于临界角时

,

它开始成为面波 (在临界角处幅度最大 )
,

由上述讨论

可知
,

它也是沿平行于边界方向有积累 ; 当入射角大于临界角时
,

它成为沿法线方向有积 累的

非均匀波 (法向有衰减的波 )
.

由此可见
,

在入射角恰好等于临界角时
,

两种波的积累都是沿边

界方向
.

正如文献【5
,

6〕指出
,

当 k
:

不等于零时
,

沿边界方向的积累解可以转换为沿边界法线
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方向的积累解
,

但在临界角情况下
,

这种关 系是否成立有待进一步研究
.

由 ( 3 )式可知
,

当入射角等于临界角时
,

k
:

= o
, “ (2)

,

w (2) 分别为二阶和一阶无限大
,

这表

明
,

二阶谐波在 自由面上的位移为无限大
,

但实际上由于介质有吸收
,

横波和纵波的波数可分

别写成

K 二 K o 土 J
a , ,

k = k , ) 土 j a z ,

式中 K
( , ,

k 。 和 a , , a `
分别为它们的实部波数和吸收系数

,

而

( 15 )

一
, ,

{矿
丸

·
= ” Co s 仃 , 一 ” 丫 ` 一 S

“ 口, 二 八 V万
一 ” `『以` , ( 16 )

通常
,

K 。 》 。 : ,

k 。 》 a ` ,

利用 s ne U定律
,

近似地认为

s 、。 ,荟
·

, 二
五
K

。

很易证明
,

`
一

` 。 ( ` 士 7

可慕万瓷
对于纯铝而言

, 。

k/ 是 10
一 4到 10

一 5
的量级

,

故在临界角附近
,

、 (2)
, 。 ( 2 )中与 1 / k

:

有关的项要

比其他项分别高 2 和 4 个数量级
,

致使用非线性方法产生的二阶谐表面波其大小有可能与线

性方法所产生的表面波相 比拟
.

在 s H 波入射时
,

在临界角附近 Q 波也出现峰值
,

当 0
:

趋向 90
’

时
,

位移趋向很大的值
.
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