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摘要 本文针对固定删失分位数回归模型中的变点问题提出一种新的检测方法; 基于观测值的有效子

集信息和分位数目标函数的次梯度提出检验统计量. 在原假设下, 本文得到检验统计量的渐近性质,

并且通过模拟方法得到渐近分布的临界值. 由于本文提出的方法仅需要在原假设下拟合模型, 所以其

在计算上更加有效. 此外, 相比较于传统的 Powell 方法, 数值模拟研究发现本文提出的方法在有限样

本的条件下有相近功效及更高的计算效率. 最后, 本文分析了一组美国居民收入数据集来展示所提方

法的实际应用表现.
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1 引言

变点问题一直是统计学热门研究课题之一, 广泛存在于经济、金融、工业质量控制和医学等各个

领域.近些年来,统计工作者在均值回归模型下的变点检测方面做了大量工作.例如,文献 [1]提出了基

于带权重的经验分布函数的参数不变性检验. 文献 [2] 在方程组中研究了发生在未知时间的变点检测

问题. 文献 [3] 考虑了在高维回归模型中由于存在协变量门限导致可能存在一个变点的问题. 文献 [4]

考虑了当回归变量和误差项非平稳时变点的估计问题. 读者可以参见文献 [5] 获得更详细的关于变点

检测方面的研究. 现有的变点研究文献大多侧重于均值回归模型, 而我们将在本文中考虑分位数回归

模型中的变点检测问题.

自文献 [6] 提出分位数回归模型以来, 其越来越引起统计学家的兴趣和重视. 该模型在给定解释

变量信息的情况下对响应变量的条件分位数进行建模. 许多文献研究过分位数回归模型中变点的检测

和估计问题. 例如, 文献 [7] 提出了条件分位数回归中结构变点的两种检验方法, 一种基于次梯度统计
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量, 另一种基于 Wald型统计量. 文献 [8]研究了条件分位数回归模型中多个变点的估计问题.文献 [9]

基于极大似然比方法提出了门限回归模型中门限效应的存在性检验方法,分位数回归模型是其中的一

种特殊情形. 文献 [10] 提出了一种基于最大得分的方法, 用于检测单个分位数回归模型或多个分位数

回归模型中是否存在门限效应.文献 [11]在分位数回归模型下提出了一种门限效应是否为常数的一致

性检验. 为了结合不同分位数水平下的信息, 文献 [12] 研究了分位数回归模型中存在一个共同门限的

检验和估计问题. 基于变量选择方法, 文献 [13] 考虑了高维数据下分位数回归中具有一个变点的估计

问题.

在现实世界中,观测数据常出现删失情形,其在医学、工业、经济和金融等各个领域中有着十分广

泛的研究.越来越多的研究者对带有删失的分位数回归模型感兴趣. 起先文献 [14,15]基于分位数函数

的单调不变性原理提出了删失分位数回归模型中参数估计方法 (记为 Powell 方法), 并推导了所提出

估计量的渐近性质. 由于经典的 Powell 方法中的目标函数非凸, 所以其在计算上有很大的局限性, 并

且模拟结果在参数维数较大或删失比例较高时表现不稳定. 为此, 研究者提出了一些更简单和有效的

方法解决此问题, 相关研究参见文献 [16–18]. 而关于删失分位数回归中变点检测问题的研究文献非常

有限. 文献 [19] 考虑了删失分位数回归模型中只存在一个变点的估计问题. 文献 [20] 研究了删失数据

下存在一个门限效应变点的线性变换模型. 在数据存在随机删失的情形下, 文献 [21] 考虑了分位数回

归模型中存在协变量门限变点的检测问题.

本文研究了固定删失分位数回归模型中的变点问题并提出一种新的变点检验方法. 以往的研究

文献通常用 Powell 方法进行参数估计, 然而 Powell 方法计算困难, 并且在数据存在严重删失的情形

下表现不好 (参见文献 [15, 22]). 为了弥补这个缺点, 本文提出基于观测值的有效子集信息来估计参

数 (参见文献 [16, 23]). 由于所提的方法仅需要在原假设下拟合模型, 故其具有易于实施、计算效率高

的优点. 此外, 我们得到了原假设下检验统计量的极限分布. 通过数值模拟研究发现, 在有限样本的情

形下, 本文提出的方法具有很好的功效表现. 实证研究中, 我们将本文所提的方法应用于分析 1957 到

1971 年间美国南部各州白人和黑人收入数据集. 研究结果证实了白人和黑人收入差距在 1964 年民权

法案颁布后发生了显著变化.

本文的内容安排如下: 第 2 节给出删失分位数回归模型中提出的变点检验方法. 原假设下检验统

计量的渐近性质在第 3 节中给出. 第 4 节将渐近理论性质推广到了数据相依的情形. 同时, 第 5 节通

过数值模拟研究了本文所提方法的有限样本表现. 第 6 节用美国南部各州白人和黑人收入数据集验

证了本文所提方法的实际应用价值. 第 7 节给出了一个简单的小结. 所有的证明部分见附录.

2 删失分位数回归下的变点检测

2.1 模型建立与假设检验

假定 y∗ 是潜在的左删失响应变量. 我们只能观测到 y = max(y∗, C),其中 C 是固定删失点. 在给

定的分位数水平 τ ∈ (0, 1), 本文考虑以下潜在分位数回归模型:

y∗ = xTβ(τ) + e,

其中 x 是 p 维的协变量, x 中第一维对应截距项; β(τ) 代表了未知的参数向量; e 是误差项, 其在给

定 x 下的 τ 分位数为 0. 记 Fy(s | x) 为给定 x 下 y 的条件分布, y 的 τ 分位数可以用 Qy(τ | x)
= F−1

y (τ | x) = inf{s : Fy(s | x) > τ} 来表示. 除此之外, 假定 y∗ 和删失点 C 是条件独立的, 即对所
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有的 s ∈ R, 有 P(y∗ < s | x, C) = P(y∗ < s | x). 因此, 分位数回归模型可表示如下:

Qy∗(τ | x, C) = xTβ(τ).

本文感兴趣的是检验协变量 x 对y∗ 的效应是否存在结构变化. 假设有一列随机样本 {(xt, yt);

t = 1, . . . , T}, 其中 t 对应的是时间指标或某个变量根据一些准则所排列的次序. 我们仅能观测到

yt = max(y∗t , C), 其中 C 是第 t 个观测对应的固定删失点, 且令真实误差 e0t = y∗t − xT
t β0(τ). 不失一

般性, 本文假设 C = 0. 本文的研究目标在于检测出条件分位数函数中未知的变点时刻, 例如, 在第 6

节研究白人和黑人收入差距时, 关键点在于研究收入差距的条件分布是否在 1964 年民权法案颁布后

发生了变化. 这里回归参数 β(τ)可能随时间变化,因此记作 βt(τ). 此外,响应变量 (收入的自然对数)

在社会保障的最大应纳税收入水平处右缺失 (参见文献 [24]). 因此, 给定 xt 下 yt 的 τ 删失分位数回

归变点模型可以记为

Qyt(τ | xt) = max{xT
t βt(τ), 0}. (2.1)

考虑的原假设和备择假设如下:

H0 : βt(τ) = β0(τ), 对所有 t = 1, . . . , T ,

H1 : βt(τ) =

β1(τ), 对 t = 1, . . . , t0(τ),

β2(τ), 对 t = t0(τ) + 1, . . . , T .

原假设表明回归系数中没有变点, 备择假设表明存在一个变点时刻 t0(τ). 本文第 5 节研究 1964 年

民权法颁布是否对美国居民收入差距产生了影响,则该法案颁布的时间对应于可能存在的未知变点时

刻 t0(τ).

2.2 检验统计量构造

首先给出模型 (2.1) 下的参数估计. 根据分位数回归对单调变化的同变性原理, 文献 [15] 提出了

参数 β(τ) 的 Powell 估计如下:

β̂(τ) = argmin
β(τ)

T−1
T∑

t=1

ρτ{yt − xT
t β(τ)}I{xT

t β0(τ) > 0}, (2.2)

其中 ρτ (u) = u{τ − I(u < 0)} 代表文献 [6] 中提出的损失函数, I(·) 为示性函数. 假定 δt = I(y∗t > 0)

表示删失示性函数. 在原假设下定义 π0(xt) = P(δt = 1 | xt) = P{et > −xT
t β0(τ) | xt}, 其中 β0(τ) 为

参数的真值. 参数估计 (2.2) 等价于

β̂(τ) = argmin
β(τ)

T−1
T∑

t=1

ρτ{yt − xT
t β(τ)}I{π0(xt) > 1− τ}. (2.3)

这表示我们可以通过对样本子集 {t : π0(xt) > 1 − τ} 应用标准的分位数回归, 便可以得到一个与

Powell 估计量渐近等价的估计量. 根据文献 [16, 23], 我们构造参数的两步估计量如下:

第 1 步 对 0 和 1 是否截断的指标数据用参数或非参数回归方法估计 π0(xt), 记为 π̂(xt).

第 2 步 定义最优信息子集 JT = {t : π̂(xt) > 1− τ + ηT }, 其中 ηT 是事先给定的正常数, 其满足

当 T → +∞ 时, 有 ηT → 0.
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参数 ηT 的引入是为了提出所用子集的一些边界点, ηT 的收敛速度将会在第 2.3 小节中的条

件 (A4) 中给出, 并且将在模拟研究中给出 ηT 的选择方法. 只要估计的删失概率 π̂(·) 以 T 1/4 的速度

收敛到 π0(·)并且满足一定的光滑性条件,所构造的基于有效信息子集 JT 的估计量 (2.3)就可以达到

与 Powell 估计量相同的渐近效率, 读者可参见文献 [16,23] 得到更多的细节. 因此, 基于子集 JT 下的

β(τ) 的估计为

β̂(τ) = argmin
β(τ)

T−1
T∑

t=1

ρτ{yt − xT
t β(τ)}I{π̂(xt) > 1− τ}.

为得到删失分位数回归中变点的检验统计量, 我们可以通过部分样本来构造, 即

S{λ, τ, β̂(τ), π̂} =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtψτ{yt − xT
t β̂(τ)}I{π̂(xt) > 1− τ + ηT },

其中 ψτ (u) = τ − I(u < 0) 代表分位数目标函数的次梯度. 定义

H{λ, τ, β̂(τ), π̂} = V̂ −1/2S{λ, τ, β̂(τ), π̂},

其中 V̂ 代表 S{1, τ, β̂(τ), π̂} 的渐近方差的相合估计, 具体的表达式为

V̂ = τ(1− τ)
1

T

T∑
t=1

xtx
T
t I{π̂(xt) > 1− τ + ηT }. (2.4)

检验统计量可以构造如下:

SQSIS(τ) = sup
λ∈[0,1]

∥H{λ, τ, β̂(τ), π̂} − λH{1, τ, β̂(τ), π̂}∥∞, (2.5)

其中 ∥ · ∥∞ 为向量无穷范数, 即对任何向量 z = (z1, . . . , zk), 有 ∥z∥∞ = max(|z1|, . . . , |zk|). 在原假设
下, β̂(τ)为回归系数向量的收敛速度

√
T 的估计量, H{λ, τ, β̂(τ), π̂}将收敛到一个非退化分布.然而,

备择假设下的估计量将远离真实参数, 使得检验统计量取一个较大的值, 从而该方法更容易将原假设

和备择假设区别开来. 文献 [16] 中给出的方法并未考虑删失数据存在的情形, 而本文所提方法利用观

测值的子集信息去处理删失. 本文提出的方法 (今后记为 SIS (subgradient and informative subset) 方

法) 也是现存的 Powell 估计方法的进一步简化.

2.3 渐近性质

本节将给出检验统计量在原假设下的渐近分布. 定义 F (· | x) 和 f(· | x) 分别为响应变量 y 给

定 x 下的条件分布函数和密度函数. 为简化记号, 本文分别将 F (· | xt) 和 f(· | xt) 简记为 Ft(·)
和 ft(·). 再对一个给定的 π(·) 和一般的向量 ω, 定义 ∥π − π0∥∞ = supω |π(ω) − π0(ω)|. 定义向量
z = (z1, . . . , zn) 的 L1- 范数为 ∥z∥1 =

∑n
i=1 |zi|. 对任何 p 维非负向量 a = (a1, . . . , ap), 定义微分算子

Da = ∂|a|/(∂xa1
1 · · · ∂xap

p ), 其中 |a| =
∑p

k=1 ak. 令 Rp 中的有界凸子集 Rx 具有非空内点, 此外, 对任

何光滑函数 h : Rx −→ R, 记

∥h∥∞,p+α = max
|a|6p

sup
x

|Dah(x)|+ max
|a|=p

sup
x ̸=x1

|Dah(x)−Dah(x1)|
∥x− x1∥α

,

其中 0 < α 6 1 为某个正常数. 记Cp+α
l (Rx) 为包含所有连续函数 h (h : Rx −→ R) 的集合, 这里 l 是某

个正常数. 为得到检验统计量的渐近分布, 本文给出下列假设条件:
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(A1) 参数向量 β0(τ) 是紧参数空间 B 的一个内点.

(A2) 下面给出一些关于分布函数和密度函数的条件:

(A2.1)分布函数 Ft(·)绝对连续且密度函数 ft(·)连续,并且对所有的 t满足 0 < Lf 6 ft{F−1
t (τ)}

6 Uf <∞;

(A2.2) 对任何 ϵ > 0, 存在一个 σ(ϵ) > 0, 使得对所有的 |s| < σ(ϵ), 以及 1 6 t 6 T , 有 |ft{F−1
t (τ)

+ s} − ft{F−1
t (τ)}| < ϵ 成立.

(A3) 下面给出一些关于协变量的条件:

(A3.1) 协变量 xt 定义在一个有界的凸支撑集 Rx 上. 除此之外, E(xtx
T
t ) 是一个 p× p 正定矩阵;

(A3.2) 当 T → +∞ 时, 在 λ ∈ [0, 1] 上一致地有

1

T

[Tλ]∑
t=1

xtx
T
t I{π0(xt) > 1− τ} p−→ λM0,

其中M0 是一个 p× p 维正定矩阵;

(A3.3) 当 T → +∞ 时, 在 λ ∈ [0, 1] 上一致地有

1

T

[Tλ]∑
t=1

ft{xT
t β0(τ)}xtx

T
t I{π0(xt) > 1− τ} p−→ λJ0,

其中 J0 是一个 p× p 维正定矩阵;

(A3.4)对任何当 T 趋于正无穷时趋于 0的非负序列 ϵT ,最小特征值 inft λmin(E[ft{xT
t β0(τ)}xtx

T
t ]

I{xT
t β0(τ) > ϵT }) 大于 0;

(A4) ηT 满足 limT−→∞ ηT = 0 以及 T 1/4ηT 大于某个正常数 c∗.

(A5) 下面给出一些关于条件概率 π0(x) 及其估计量的条件:

(A5.1) 对任何正数 ϵT −→ 0, 当 ϵT /ηT −→ 1 和 x ∈ Rx 时, π0(x) > 1 − τ + ϵT 隐含 xTβ0(τ) > ϵ∗T ,

其中 ϵ∗T 满足 ϵT = O(ϵ∗T ).

(A5.2) 对某些正常数 α ∈ (0, 1] 和有限数 l, 有 P(π0(x), π̂(x) ∈ Cp+α
l (Rx)) −→ 1.

(A6) 对任何 ϵT −→ 0, 当 ∥β(τ)− β0(τ)∥ 6 ϵT 时,

E(xtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }[I{xT
t β(τ) 6 0} − I{xT

t β0(τ) 6 0}]) = −QT {β(τ)− β0(τ)},

其中 QT 是一个半正定矩阵且满足对充分大的 T , 有

0 6 λmin(QT ) 6 λmax(QT ) <∞.

(A7) 定义 VT 为
1√
T

∑T
t=1{τ − I(e0t 6 0)}xt 的协方差函数, 假设极限 V := limT−→∞ VT 存在且

是非奇异的.

条件 (A1) 定义了参数向量 β̂(τ) 的取值范围. 条件 (A2) 表示条件密度函数在 F−1
t (τ) 附近光滑,

且对 t = 1, . . . , T 一致成立. 条件 (A3)给出了关于协变量的条件,其中条件 (A3.3)给出了模型中异方

差的约束条件,该条件与文献 [2, 条件 3(e)]一样. 事实上, 条件 (A3.3)可以通过条件 (A2.1)和 (A3.2)

以及下列条件得到:

sup
T>2

1

T

T−1∑
t=1

t[ft+1{F−1
t+1(τ)} − ft{F−1

t (τ)}] <∞,
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这一结论易由文献 [25, 定理 1] 和 [26, 定理 2.1] 推导出, 详细细节可参见文献 [2]. 本文第 5 节的模拟

研究中, 我们在产生模拟数据时考虑了如下线性位置尺度模型:

y∗i = xT
i β(τ) + {xT

i ζ(τ)}ei,

其中 ζ(τ) ∈ Rp. 模型中的异方差是线性的, 条件 (A3.3) 可以重新写为

1

T

[Tλ]∑
t=1

xtx
T
t

xT
i ζ(τ)

I{π0(xt) > 1− τ} p−→ λJ0,

显然, 在这种情形下, 条件 (A2.1) 和 (A3.2) 能够保证上述条件成立. 条件 (A4) 给出了模型中参数的

一些假定条件. 条件 (A5) 类似于文献 [16] 中的条件, 给出了关于函数 π0(x) 的一些假设. 条件 (A6)

类似于文献 [16] 中的假设 (A6), 其本质上是积分中值定理的一个应用. 通过将示性函数近似为一个

单调光滑函数, 我们可以认为 QT 可以被近似为一列非负定矩阵. 当 ϵT = o(T−1/4) 时, 在条件 (A1)

和 (A5.1) 下, 有

QT {β(τ)− β0(τ)} = o(∥β(τ)− β0(τ)∥).

条件 (A7) 定义了方差协方差矩阵.

下面的定理给出了检验统计量的极限分布.

定理 2.1 假设条件 (A1)–(A7) 成立且 ∥π̂ − π0∥∞ = op(T
−1/4). 在原假设下有

SQSIS(τ) ⇒ sup
λ∈[0,1]

∥Bp(λ)∥∞,

其中 “ ⇒ ” 定义为弱收敛, Bp 是定义在 [0, 1] 上的 p 维独立 Brown 桥过程.

注 2.1 检验统计量的渐近分布与文献 [7] 中的渐近理论分布相同, 而区别在于我们提出的检验

统计量涉及子集信息 I{π̂(xt) > 1−τ+ηT }. 渐近分布 supλ∈[0,1] ∥Bp(λ)∥∞ 的临界值可以通过数值模拟
得到. 具体地,过程 ∥Bp(λ)∥∞可以通过 ∥T−1/2(

∑[Tλ]
t=1 et−λ

∑T
t=1 et)∥∞模拟得到,其中 et ∼ N(0, Ip),

而在区间 λ ∈ [0, 1] 上对 ∥Bp(λ)∥∞ 取上确界可以通过格子点搜索得到. 模拟研究中样本量和重复次

数分别设定为 500 和 50,000. 文献 [7, 表 1] 给出了 p 6 10 时渐近分布的临界值.

注 2.2 定理 2.1 给出了检验统计量在原假设下的渐近分布, 类似于文献 [10, 推论 1], 我们给出

统计量在局部备择假设模型下的渐近分布, 即

H1T : βt(τ) = β0(τ) + T−1/2bTγ0(τ)I{t > t0(τ)},

其中 γ0(τ) ⊂ Rp. 如果 bT −→ ∞, 则对所有的 t > 0, 有

lim
T−→∞

P{∥SQSIS(τ)∥ > t} = 1.

3 与 Powell 方法的比较

本文也可以根据 Powell 方法 [15] 提供另外一种变点存在性的检验过程. 检验统计量的构造如下:

SQPowell(τ) = sup
λ∈[0,1]

∥H{λ, τ, β̂Powell(τ), π̂} − λH{1, τ, β̂Powell(τ), π̂}∥∞,
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其中

H{λ, τ, β̂Powell(τ), π̂} = V̂
−1/2
PowellS{λ, τ, β̂Powell(τ), π̂},

V̂Powell = τ(1− τ)
1

T

T∑
t=1

xtx
T
t I{xT

t β̂Powell(τ) > 0},

S{λ, τ, β̂Powell(τ), π̂} =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtψτ{yt − xT
t β̂Powell(τ)}I{xT

t β̂Powell(τ) > 0},

且 β̂Powell(τ)表示 Powell估计量. 需要注意的是,本文所提方法与 Powell方法的主要区别在于不同的

子集示性函数 I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } 和 I{xT
t β̂Powell(τ) > 0}. 为了给出 Powell 估计量的渐近性质, 本

文给出以下条件:

(B1) 下面给出关于参数向量的一些条件:

(B1.1) 协变量 {xt} 是独立分布的, 且存在某个正数 K0, 对所有 t, E∥xt∥ < K0 成立.

(B1.2) 存在某些正数 ϵ0、ν0 和 T0, 当 T > T0 时, 有最小特征值

λmin

(
E

[
1

T

T∑
t=1

xtx
T
t I{xT

t β0(τ) > ϵ0}
])

> ν0.

(B1.3) 定义

Gt(z,β, r) = Ex{∥xt∥rI(|xT
t β(τ)| 6 ∥xt∥z)},

存在一个正数 ξ0, 使得

Gt(z,β, r) 6 K1z

对任意的 t 一致成立, 其中 0 6 z < ξ0, ∥β(τ)− β0(τ)∥ < ξ0, 并且对常数 K1 和 ξ0, 有 r 6 2.

(B2) 对条件 (A.2.1) 进行补充, 密度函数 ft(·) 是 Lipschitz 连续的.

条件 (B1) 类似于文献 [14, 条件 E.1和 R.1], 保证了删失分位数回归模型下参数的 Powell 估计量的渐

近正态性. 我们有以下定理:

定理 3.1 假设条件 (B1) 和 (B2) 成立, 则在原假设下, 有

SQPowell(τ) ⇒ sup
λ∈[0,1]

∥Bp(λ)∥∞.

根据定理 2.1 和 3.1, 本文提出的基于得分方法的估计量与 Powell 方法的估计量有着相同的渐近

分布. 这主要是因为两种方法的参数估计有着相似的渐近性质. 但是本文提出的 SIS 方法在计算方面

具有更大的优势, 这将会在第 5 节进行阐述.

4 推广

本节将提出的方法推广到允许序列相关时的情形. 为了给出该情形下 SIS 方法估计量的渐近性

质, 本文给出以下条件:

(C1) {(yt,xt), t > 1} 是平稳的且是 β- 混合序列. 定义 β1(j) 为 {(yt,xt), t > 1} 的 β- 混合系数.

故存在常数 a ∈ (0, 1) 和 B > 0 使得 supt>1 βt(j) 6 Baj 对所有 j > 1 成立.
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(C2) 定义 fj(u1, u1+j | x1,x1+j) 为给定 (xt1,xt,1+j) = (x1,x1+j) 下 (u1, u1+j) 的条件概率. 假设

存在常数 CT
f > 0, 使得 fj(u1, u1+j | x1, x1+j) 6 CT

f 在 (u1, u1+j ,x1,x1+j) 上对所有 j > 1 一致成立.

(C3) 定义 V ∗
t 为

1√
T

∑T
t=1{τ − I(et 6 0)}xtI{π(xt) > 1− τ + ηT } 的协方差矩阵, 故

V ∗ :=
1

T

T∑
t=1

V ∗
t

存在且非奇异.

条件 (C1) 与文献 [23,27] 中的条件相似. 条件 (C2) 对条件密度提出了一些新的约束. 条件 (C3) 定义

了长期的方差 - 协方差矩阵.

本文记在时间相依情形下提出的检验统计量分别为 SQ∗
SIS(τ) 和 SQ∗

Powell (τ). 值得注意的是, 考

虑到时间上的相依性,本文在构造的检验统计量中用 V ∗ 替换了方差 -协方差矩阵 V ,其中 V ∗ 由 V̂ ∗

估计. 本文有以下的渐近理论结果.

定理 4.1 在原假设 H0 下, 对 T −→ ∞,

(i) 假设条件 (A1)–(A7) 和 (C1)–(C3) 成立, 则有

SQ∗
SIS(τ) ⇒ sup

λ∈[0,1]

∥Bp(λ)∥∞.

(ii) 假设条件 (B1)、(B2) 和 (C1)–(C3) 成立, 则有

SQ∗
Powell(τ) ⇒ sup

λ∈[0,1]

∥Bp(λ)∥∞.

根据定理 4.1, 我们发现在序列相关时基于得分方法的估计量与 Powell 方法的估计量有着相同的

渐近分布.定理 4.1与定理 2.1和 3.1的区别在于方差的估计上,前者的估计只需要在独立条件下得到

即可, 而后者需要在序列相关条件下得到.

5 模拟研究

本节中, 为研究所提方法的有限样本表现, 我们给出下面的数值模拟研究. 我们的模拟数据来自

下列模型:

y∗t = 10x1,t − 2x2,t + {1 + (x1,t + x2,t)ς}et, t = 1, . . . , T,

其中 xt = (x1,t, x2,t)
T 服从独立的标准正态分布, 并满足截断方式 {xt : ∥xt∥∞ < 2}. 我们仅观测到

yt = max(y∗t , C). 常数 C 分别取为 −5.10 和 0, 这对应于删失比例大致为 30% 和 50%.

本文考虑四种模型. 模型 1 和 3 保持同方差性, 取 ς = 0; 而在模型 2 和 4 中取 ς = 0.5, 使模型

具有异方差性. 模型 1 和 2 中的误差项来自标准正态分布 N(0, 1) 或者自由度为 3 的 t 分布 t(3). 类

似于文献 [12], ηT 可以选取为 T−1/5τ . 本文考虑三个分位数水平, 即 τ 取值为 0.25、0.50 和 0.75, 分

别对应于低、中和高分位数. 模拟次数设为 1,000 次. 本文在模拟研究中考虑 T 取值为 500、1,000 和

1,500 三种样本量大小, 而且 δt 用非参数方式来估计, 通过 R 软件中的 “gam” 函数得到.

为比较不同方法的表现, 本文给出其他两种检验方法的模拟结果, Naive 方法和 Powell 方法 (记

为 POW). 对 Naive 方法, 其可在假定数据没有删失条件下通过文献 [7] 中提出的次梯度检验方法得

到. Powell 估计可以通过 R 程序包 quantreg 中的函数 “crq” 得到.
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表 1 样本量 T = 500 时不同检验过程在模型 1 至 4 下的第一类错误的比较. 名义水平设置为 0.05

τ 比例 方法 模型 1 模型 2 模型 3 模型 4

0.25 30% SIS 0.042 0.059 0.040 0.041

Powell 0.045 0.058 0.044 0.047

Naive 0.044 0.036 0.035 0.038

50% SIS 0.044 0.048 0.035 0.043

Powell 0.050 0.059 0.042 0.046

Naive 0.036 0.037 0.035 0.036

0.50 30% SIS 0.049 0.054 0.046 0.051

Powell 0.056 0.055 0.052 0.054

Naive 0.045 0.047 0.050 0.046

50% SIS 0.056 0.054 0.051 0.048

Powell 0.050 0.056 0.049 0.056

Naive 0.050 0.050 0.062 0.055

0.75 30% SIS 0.062 0.064 0.054 0.051

Powell 0.050 0.055 0.051 0.044

Naive 0.213 0.220 0.196 0.185

50% SIS 0.049 0.059 0.043 0.037

Powell 0.061 0.059 0.040 0.039

Naive 0.219 0.225 0.210 0.213

表 1 中给出了 T = 500 时提出方法在不同模型下的第一类错误, 名义水平设定为 0.05. T = 1,000

和 T = 1,500 时本文提出方法在不同模型下的第一类错误在表 B1 和 B2 中给出. 我们可以发现所有

考虑的模型中, 本文所提方法的第一类错误表现良好, 并且随着样本量的增加更接近名义水平. 其次,

相比较带有异方差的模型 2和 4,所提方法在同方差的模型 1和 3下表现得更好.最后,总体来说, SIS

和 POW 表现类似, 但比 Naive 方法好. 同时, 表 2 给出了三种不同检验过程在模型 1 至 4 下一次模

拟的计算时间 (秒). 我们可以发现 SIS 方法比 POW 方法计算上更加有效, 特别在样本量变大时.

为了研究提出的检验方法的经验功效, 本文考虑模型

y∗t = 10x1,t − 2x2,t + d(10x1,t − 2x2,t)I(t > t0(τ)) + {1 + (x1,t + x2,t)ς}et,

其中变点位置为 t0(τ) = T/2, 参数 d 度量了备择假设远离原假设的程度, d = 0 表示为模型中没有变

点. 图 1 给出了三种检验方法在不同 d 下的功效图. 首先, 所有考虑的模型下随着 d 的增大检验的势

逐渐增大. 其次, SIS 和 POW 功效表现特别接近, 这也证实了定理 2.1 和 3.1 中两种方法有相同的渐

近分布. 此外, 它们比 Naive 方法表现都好, 这是因为后者忽视了删失. 第三, 检验方法在 C = −5.10

时的功效表现比 C = 0 时的功效表现更好. 这主要是因为前者对应于更小的删失比例 30%. 最后, 相

比较于模型 2, 检验方法在模型 1 下表现得更好, 这是因为模型 2 中的异方差影响了参数估计的准确

性. 我们也可以发现在模型 3 和 4 下有相同的结论.

为了比较三种检验过程的计算效率, 表 2 给出了在分位数水平 τ = 0.5 和固定删失点 C = 0 下,

不同检验过程一次模拟所需要的计算时间 (以秒为单位). 因为 Naive 方法没有考虑删失, 所以, 该方

法的计算时间是三种方法中最少的. 因为 Powell 方法包含了最小化非凸目标函数的过程, SIS 方法比

Powell 方法具有更好的计算效率, 特别是样本量大的情形下.
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表 2 在分位数水平 τ = 0.5 以及固定删失点 C = 0 下, 不同检验过程在一次模拟中的计算时间 (以秒计算, 括号

中为标准差)

T = 500 T = 1,000 T = 1,500

SIS Powell Naive SIS Powell Naive SIS Powell Naive

模型 1 0.15 (0.05) 0.10 (0.03) 0.05 (0.02) 0.34 (0.05) 0.38 (0.07) 0.13 (0.02) 0.52 (0.05) 0.95 (0.19) 0.27 (0.06)

模型 2 0.21 (0.05) 0.10 (0.02) 0.05 (0.02) 0.39 (0.05) 0.39 (0.07) 0.13 (0.02) 0.60 (0.09) 0.87 (0.23) 0.26 (0.06)

模型 3 0.15 (0.04) 0.10 (0.02) 0.05 (0.02) 0.29 (0.04) 0.39 (0.07) 0.13 (0.02) 0.44 (0.04) 0.94 (0.20) 0.27 (0.06)

模型 4 0.16 (0.04) 0.10 (0.02) 0.05 (0.02) 0.31 (0.05) 0.39 (0.08) 0.13 (0.02) 0.47 (0.05) 0.92 (0.21) 0.27 (0.06)

0.00 0.04 0.08 0.12

 1, T = 500

0.00 0.02 0.04 0.06

 1, T = 1,000

0.00 0.02 0.04 0.06

 1, T = 1,500

0.00 0.04 0.08 0.12

 2, T = 500

0.00 0.02 0.04 0.06

 2, T = 1,000

0.00 0.02 0.04 0.06

 2, T = 1,500

0.00 0.04 0.08 0.12

 3, T = 500

0.00 0.02 0.04 0.06

 3, T = 1,000

0.00 0.02 0.04 0.06

 3, T = 1,500

0.00 0.04 0.08 0.12

 4, T = 500

0.00 0.02 0.04 0.06

 4, T = 1,000

0.00 0.02 0.04 0.06

 4, T = 1,500
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图 1 分位数水平 τ = 0.5 和固定删失点 C = 0 时不同检验过程在模型 1 至 4 下对 d 的势函数. 正方形、十字形

和三角线分别代表 SIS、POW 和 Naive 方法
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6 实证分析

美国白人和黑人收入差距一直是经济研究中的重要领域,许多学者也都研究过这个课题.例如,文

献 [28] 考虑了删失数据模型下白人和黑人的收入差距. 文献 [29] 给出了劳动市场上存在种族歧视的

直接证据. 众所周知, 美国 1964 年民权法案的第七章是为了禁止种族和性别歧视而颁布的, 而实际上

这个政策是在 1965 年七月正式生效. 文献 [24] 通过删失回归模型讨论了白人和黑人收入差距, 并且

发现这种差距在政策后显著减小. 文献 [23] 用删失分位数回归模型讨论了白人和黑人的收入差距在

政策颁布后的变化, 并且发现, 相较于成熟群体, 这个政策对年轻群体的收入差距影响更大. 我们利用

提出的方法来检验白人和黑人的收入差距是否在 1964 年民权法案的颁布前后发生变化. 我们利用来

自文献 [24] 的数据, 这些数据在最高应纳税收入水平处右删失. 根据文献 [30], 我们认为年龄在 1957

年为 31 至 43 岁的群体为成熟群体. 在 1957 年到 1971 年这段时间, 我们从年轻和成熟的群体中随机

取 700 个样本. 值得注意的是, 删失机制在数值模拟和实际数据分析中是有区别的, 前者是基于左删

失, 而后者是右删失.

给定分位数水平 τ , 考虑下列带有变点的删失分位数回归模型:

Qyt(τ | xt) =

min{xT
t β1(τ), C}, t = 1, . . . , t0(τ),

min{xT
t β2(τ), C}, t = t0(τ) + 1, . . . , T,

其中 yt = min(y∗t , C) 为观测变量, 即为收入的自然对数, 协变量 xt 包括截距、种族 (1 = 黑人,

0 =白人)、年龄、年龄平方和教育. 参数 βj(τ) = (aj(τ), bj(τ), cj(τ), dj(τ), ej(τ))
T (j = 1, 2) 是第 j 段

对应的回归参数, t0(τ) 是变点位置. 定义 θ(τ) = (βT
1 (τ),β

T
2 (τ), t0(τ))

T. 由于在此实际数据分析中我

们更关心收入的低分位数和中位数的分布, 因此考虑两个分位数水平 τ = 0.25 和 τ = 0.50. 调节参数

ηT 选为 T−1/5τ . 我们给出了 SIS、Powell和 Naive方法在不同分位数水平下变点检验的 p 值. 所有的

变点检验方法都给出检验的 p 值为 0, 说明了分位数回归函数中的确存在变点. 为了更深入地研究变

点的情况, 我们提出下面的估计过程. 根据文献 [23, 31], 参数可以通过下式估计:

θ̂(τ) = argmin
θ(τ)

T−1
T∑

t=1

ρτ{yt −Qyt(τ | xt)}I{π̂(xt) < 1− τ + ηT }.

表 3给出了参数的估计值和对应的标准差. 我们发现在所有的分位数水平下变点位置的估计都为 1965

年左右, 这实际上表明了 1964 年民权法案颁布的影响. 同时发现在所有分位数水平下, 种族这一协变

量的影响变小, 进而说明了 1964 年民权法案的颁布有助于减少种族歧视.

表 3 不同分位数条件下, 1964 年民权法案颁布后白人和黑人收入差距数据的分析结果

τ 第一段 第二段 变点

a1(τ) b1(τ) c1(τ) d1(τ) e1(τ) a2(τ) b2(τ) c2(τ) d2(τ) e2(τ)

0.25 估计 9.3539 −0.3301 −0.0247 0.0004 0.0413 9.8755 −0.1745 −0.0316 0.0004 0.0193 1965

标准差 (0.5756) (0.0257) (0.0294) (0.0004) (0.0022) (0.3602) (0.0063) (0.0153) (0.0002) (0.0012)

0.50 估计 8.6490 −0.0024 0.0395 −0.0004 0.0037 6.7382 −0.0102 0.1074 −0.0009 0.0077 1965

标准差 (0.1585) (0.0398) (0.0082) (0.0001) (0.0006) (0.3661) (0.0450) (0.0160) (0.0002) (0.0017)
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7 结论

本文研究了删失分位数回归模型中的变点检验问题,基于有效信息子集的方法提出了检验统计量

并给出相应的渐近性质. 同时本文将所提方法与 Powell 方法作比较. 数值模拟研究发现, 相比较于传

统的 Powell 方法, 本文提出的方法有相近功效和更高的计算效率. 然而, 本文尚存在一些值得改进的

地方. 例如, 可以研究删失分位数回归下面板分位数模型中的变点问题, 然而这超出了本文的研究范

围, 我们将在未来给出.

致谢 作者非常感谢审稿人以及副主编提出的宝贵修改意见和建议, 这让文章的质量有了很大的提升.
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附录 A 主要理论结果的证明

在本文中, 为了表示方便, 我们在 β(τ)、β0(τ) 以及 π(x)、̂π(x) 的表示中省略 τ 和 x. 此外, 定义

V0 = τ(1− τ)E[x1x
T
1 I{π̂0(x1) > 1− τ}]. 定理 3.1 的证明与定理 2.1 的证明类似, 因此只给出定理 2.1

和 4.1 的证明.

注意到

ψτ (y − xTβ) = τ − I(y − xTβ < 0)

= τ − I(y∗ > 0, y∗ − xTβ < 0)− I(y∗ < 0,xTβ > 0).

由此有

P(y < xTβ | x) = P(y∗ < xTβ | x)I(xTβ > 0),

E{ψτ (y − xTβ) | x} = τ − F (xTβ | x)I(xTβ > 0).

我们给出下列定义:

S(λ, τ,β, π) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtψτ (yt − xT
t β)I{π(xt) > 1− τ + ηT },

Sd(λ, τ,β, π) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t β | xt)− I(yt − xT

t β < 0)}I{π(xt) > 1− τ + ηT }.

因此,

E{S(1, τ,β, π)} = E[xI{π(x) > 1− τ + ηT }{τ − P(y∗ < xTβ | x)I(xTβ > 0)}].

首先给出下面两个有用的引理.

引理 A.1 假定条件 (A1)–(A6) 成立. 对任何正的序列 ϵT −→ 0, 在原假设下, 有

sup
λ∈[0,1]

sup
∥π−π0∥∞6ϵT

sup
ξ∈D

∥Sd(λ, τ,βξ, π)− S(λ, τ,β0, π0)∥ = op(1),

其中 D 为 Rp 中任何一个紧集.
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证明 假定 p 维协变量为 xt = (xt,1, . . . , xt,p)
T. 不失一般性, 假定 xt,j (j = 1, . . . , p) 是非负的,

否则 xt,j 可以写为 xt,j = x+t,j − x−t,j , 其中 x+t,j 和 x−t,j 分别定义 xt,j 的正部和负部. 因为 D 是一个紧

集, 对任何给定的 δ > 0, 我们可以把它分割成有限个集合, 记为 {Dh;h = 1, . . . , T (δ)}, 并使得每个子
集的直径小于或等于 δ. 对任何 ξ ∈ Dh (h = 1, 2, . . . , T (δ)), 在 Dh 的边界上存在两个点 ξh,1 和 ξh,2

使得 xtξh,1 6 xtξ 6 xtξh,2. 定义

βξ,h,k = β0 +
1√
T
ξh,k, k = 1, 2,

因此有 xT
t βξ,h,1 6 xT

t βξ 6 xT
t βξ,h,2. 因为 xtI(yt < xT

t β) 是β 的非降函数, 所以有

Sd(λ, τ,βξ, π)− S(λ, τ,β0, π0)

> 1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t βξ | xt)− I(yt < xT

t βξ,h,2)}

× I{π(xt) > 1− τ + ηT } − S(λ, τ,β0, π0)

= {Sd(λ, τ,βξ,h,2, π)− S(λ, τ,β0, π0)}+
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt

× {P(yt < xT
t βξ | xt)− P(yt < xT

t βξ,h,2 | xt)}I{π(xt) > 1− τ + ηT }.

通过将 βξ,h,2(τ) 替换为 βξ,h,1(τ), 有

Sd(λ, τ,βξ, π)− S(λ, τ,β0, π0) 6 {Sd(λ, τ,βξ,h,1, π)− S(λ, τ,β0, π0)}+
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t βξ | xt)

− P(yt < xT
t βξ,h,1 | xt)}I{π(xt) > 1− τ + ηT }.

当 z1 6 z2 6 z3 时, |z2| 6 max(|z1|, |z3|), 因此,

sup
λ∈[0,1]

sup
∥π−π0∥∞6ϵT

sup
ξ∈D

∥Sd(λ, τ,βξ, π)− S(λ, τ,β0, π0)∥ 6 (a) + (b), (A.1)

其中

(a) = sup
λ∈[0,1]

sup
∥π−π0∥∞6ϵT

max
16h6T (δ)

max
k=1,2

∥∥∥∥ 1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t βξ,h,k | xt)

− P(yt < xT
t βξ | xt)}I{π(xt) > 1− τ + ηT }

∥∥∥∥,
(b) = sup

λ∈[0,1]

sup
∥π−π0∥∞6ϵT

max
16h6T (δ)

max
k=1,2

∥Sd(λ,βξ,h,k, π)− S(λ, τ,β0, π0)∥.

(i) 对 (a) 项, 注意到 P(yt < xT
t β | xt) = Ft(x

T
t β)I(x

T
t β > 0), 通过一些简单计算, 有

1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t βξ,h,k | xt)− P(yt < xT

t βξ | xt)}I{π(xt) > 1− τ + ηT }

= (a1) + (a2) + (a3), (A.2)
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其中

(a1) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{Ft(x
T
t βξ,h,k)− Ft(x

T
t βξ)}I(xT

t βξ > 0)I{π0(xt) > 1− τ + ηT },

(a2) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtFt(x
T
t βξ,h,k){I(xT

t βξ,h,k > 0)− I(xT
t βξ > 0)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT },

(a3) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{Ft(x
T
t βξ,h,k)I(x

T
t βξ,h,k > 0)− Ft(x

T
t βξ)I(x

T
t βξ > 0)}[I{π(xt) > 1− τ + ηT }

− I{π0(xt) > 1− τ + ηT }].

对 (a1) 项, 根据条件 (A5.1), π0(xt) > 1− τ + ηT 隐含 xT
t β0 > ϵ∗T , 其中 T 1/4ϵT 大于某个正数 ϵ∗.

根据中值定理, 有

(a1) =
1

T

[Tλ]∑
t=1

ft(xtβ̃)xtxtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }(ξh,k − ξ),

其中 β̃ 介于 βξ 与 βξ,h,k 之间. 因为 ∥ξh,k − ξ∥ 6 δ, 条件 (A3.1) 和 (A5) 成立, 所以可以通过选择一

个小的 δ 使得项 (a1) 任意小. 因此,

(a1) = op(1). (A.3)

对 (a2) 项, 有

∥(a2)∥ 6 1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtFt(x
T
t βξ,h,k)|I(xT

t βξ,h,k > 0)− I(xT
t βξ > 0)|

× I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

6 1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{I(xT
t βξ < 0 < xT

t βξ,h,k) + I(xT
t βξ,h,k < 0 < xT

t βξ)}

× I{π0(xt) > 1− τ + ηT }.

根据条件 (A3.2) 和 (A6), 类似于文献 [2] 中引理 A.2 的证明, 我们有

1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }I(xT
t βξ < 0 < xT

t βξ,h,k)

=
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }{I(xT
t βξ,h,k > 0)− I(xT

t βξ > 0)}

=
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }[{I(xT
t βξ,h,k > 0)− I(xT

t β0 > 0)}

+ {I(xT
t β0 > 0)− I(xT

t βξ > 0)}]

= 2λQT (βξ,h,k − β0) = op(1).
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类似地, 可以得到

1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtI{π0(xt) > 1− τ + ηT }I(xT
t βξ,h,k < 0 < xT

t βξ) = op(1).

因此,

(a2) = op(1). (A.4)

对 (a3) 项, 类似于对 (a1) 的证明, 有

|(a3)| = op(1). (A.5)

结合 (A.2)–(A.5), 可以得到

(a) = op(1). (A.6)

(ii) 对项 (b), 有

Sd(λ, τ,βξ,h,k, π)− S(λ, τ,β0, π0)

= {Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)− Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)}+ {Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)− S(λ, τ,β0, π0)}

= {Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)− Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)}+
1√
T

[Tλ]∑
t=1

ηt(τ, ξh,k, π0), (A.7)

其中

ηt(τ, ξh,k, π0) = [{P(yt < xT
t βξ,h,k | xt)− I(yt − xT

t βξ,h,k < 0)}

− {τ − I(yt < xT
t β0)}]I{π0(xt) > 1− τ + ηT }.

对 (A.7)中第一项,类似地有 Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0)−Sd(λ, τ,βξ,h,k, π0) = Op(1). 通过应用文献 [32]第 618

页中的 Doob 不等式和 Rosenthal 不等式, 对任何 T , 以及任何正的常数 ϵ, 对 (A.7) 中的第二项, 有

P

(
1√
T

sup
λ∈[0,1]

∥∥∥∥ [Tλ]∑
t=1

ηt(τ, ξh,k, π0)

∥∥∥∥ > ϵ

)

6 C1

ϵ2γ

(
1

T γ
E

[ T∑
t=1

E{∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2 | xt}
]γ

+
1

T γ
E

[ T∑
t=1

E{∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2γ} | xt

])
, (A.8)

对任何正的常数 γ > 1, C1 是仅依赖于 p 和 γ 的某个常数. 根据条件 (A2.1) 和中值定理, 有

E(∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2 | xt) 6 ∥xt∥2
∣∣∣∣Ft

(
xT
t β0 +

1√
T
xtξh,k

)
− τ

∣∣∣∣
=

1√
T
∥xt∥3|f(ξ̃t)|∥ξh,k∥

6 1√
T
Ufδ∥xt∥3,
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其中 ξ̃t 介于 xT
t β0 与 (xT

t β0 + 1√
T
xtξh,k) 之间. 因此, 对 (A.8) 中的第一项, 根据条件 (A3.1), 当

T −→ ∞ 时, 有

1

T γ
E

[ T∑
t=1

E{∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2 | xt}
]γ

6 1

T 3γ/2
Uγ
f δ

γE

[ T∑
t=1

∥xt∥3
]γ

= op(1). (A.9)

因为 ∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥ 6 4∥xt∥, 对 (A.8) 中的第二项, 当 T −→ ∞ 时,

1

T γ
E

[ T∑
t=1

E{∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2γ | xt}
]
=

1

T γ
E

[ T∑
t=1

(4∥xt∥)2γ−2E{∥ηt(τ, ξh,k, π0)∥2 | xt}
]

=
1

T 3γ/2
42γ−2Ufδ

T∑
t=1

∥xt∥2γ+2

= op(1), (A.10)

进而结合 (A.8)–(A.10) 即可得到, 对任何 ϵ > 0, 有

P

(
1√
T

sup
λ∈[0,1]

∥∥∥∥ [Tλ]∑
t=1

ηt(τ, ξh,k, π0)

∥∥∥∥ > ϵ

)
−→ 0.

因此,

(b) = op(1). (A.11)

因此, 结合 (A.1)–(A.11) 便可得到引理的结论. 这就完成了引理 A.1 的证明.

引理 A.2 假设 sup ∥π̂− π0∥∞ = op(T
−1/4)以及条件 (A1)–(A6)成立. 在原假设下, 在 λ ∈ [0, 1]

上一致地有

S(λ, τ, β̂, π̂) = S(λ, τ,β0, π0) + λT 1/2J0(β̂ − β0) + op(1). (A.12)

证明 通过直接计算, 对任何 ξ ∈ D, 有

S(λ, τ,βξ, π̂) = S(λ, τ,β0, π0) + (c) + (d), (A.13)

其中

(c) = Sd(λ, τ,βξ, π̂)− S(λ, τ,β0, π0),

(d) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{τ − P(yt < xT
t βξ | xt)}I{π̂(xt) > 1− τ + ηT }.

对 (c) 项, 在假设 sup ∥π̂ − π0∥∞ = op(T
−1/4) 成立条件下, 根据引理 A.1, 有

(c) = op(1). (A.14)

对 (d) 项, 其可以等价地表示为

(d) = (d1)ξ + (d2)π + (d3)ξ,π, (A.15)
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其中

(d1)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{τ − P(yt < xT
t βξ | xt)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT },

(d2)π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{τ − P(yt < xT
t β0 | xt)}[I{π̂(xt) > 1− τ + ηT }

− I{π0(xt) > 1− τ + ηT }], (A.16)

(d3)ξ,π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(yt < xT
t βξ | xt)− P(yt < xT

t β0 | xt)}

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }]. (A.17)

对项 (d1)ξ, 通过一些简单计算, 有

(d1)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{τ − P(yt < xT
t βξ | xt)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

=
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(y∗t < xT
t β0 | xt)− P(yt < xT

t βξ | xt)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

= (d11)ξ + (d12)ξ,

其中

(d11)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(y∗t < xT
t β0 | xt)− P(y∗t < xT

t βξ | xt)}

× I{π0(xt) > 1− τ + ηT },

(d12)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtP(y
∗
t < xT

t βξ | xt)I(x
T
t β0 6 0)

× I{π0(xt) > 1− τ + ηT }, (A.18)

最后一个等式是根据 Taylor 展开式, 以及 π0(xt) > 1− τ + ηT 隐含 xT
t β0 > 0, 由此可得

P(yt < xT
t βξ | xt)I{π0(xt) > 1− τ + ηT } = P(y∗t < xT

t βξ | xt)I(x
T
t βξ > 0)I{π0(xt) > 1− τ + ηT }.

对 (d11)ξ, 根据均值定理有

(d11)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{Ft(x
T
t β0)− Ft(x

T
t βξ)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

= − 1

T

[Tλ]∑
t=1

ft

(
xT
t β0 +

1√
T
xtξ

∗
)
xtx

T
t ξI{π0(xt) > 1− τ + ηT },

其中 ∥ξ∗∥ 6 ∥ξ∥. 根据条件 (A2), 有

ft

(
xT
t β0 +

1√
T
xT
t ξ

∗
)

= ft(x
T
t β0) + op(1).
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根据条件 (A3.3) 有

(d11)ξ = − 1

T

[Tλ]∑
t=1

ft(x
T
t β0)xtx

T
t ξI{π0(xt) > 1− τ + ηT }+ op(1)

= −λJ0ξ + op(1),

其中根据条件 (A3.2), 得到最后一个等式的根据是∥∥∥∥ 1

T

[Tλ]∑
t=1

ft(x
T
t β0)xtxtI{1− τ < π0(xt) < 1− τ + ηT }ξ

∥∥∥∥ = Op(ηT ∥ξ∥) = op(∥ξ∥).

对 (d12)ξ, 根据条件 (A6), 有

(d12)ξ =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtP(y
∗
t < xT

t βξ | xt)I(x
T
t βξ 6 0)I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

= τ
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{I(xT
t βξ 6 0)− I(xT

t β0 6 0)}I{π0(xt) > 1− τ + ηT }

= −τQξ.

因此,

(d1)ξ = (−λJ0 − τQ)ξ. (A.19)

对 (d2)π 项, 有

(d2)π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{τ − P(yt < xT
t β0 | xt)}[I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }].

因为 ∥π̂ − π0∥∞ = op(T
−1/4), 所以, π̂(xt) > 1 − τ + ηT 隐含 π0(xt) > 1 − τ , 因此有 xT

t β0 > 0. 同样

π0(xt) > 1− τ + ηT 隐含 xT
t β0 > 0, 因此,

(d2)π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

{τ − P(yt < xT
t β0 | xt)}[I{π(x̂t) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }]

=
1√
T

[Tλ]∑
t=1

{τ − P(y∗t < xT
t β0 | xt)}[I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }]

= 0. (A.20)

对 (d3)ξ,π 项, 有

(d3)ξ,π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{−P(y∗t < xT
t βξ | xt)I(x

T
t βξ 6 0) + P(y∗t < xT

t β0 | xt)I(x
T
t β0 6 0)}

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }]

= (d31)ξ,π + (d32)ξ,π,
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其中

(d31)ξ,π =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{P(y∗t < xT
t βξxt | xt)− P(y∗t < xT

t β0xt | xt)}I(xT
t β0 6 0)

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }],

(d32)ξ,π = τ
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt[I(x
T
t βξ 6 0)− I(xT

t β0 6 0)]

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }].

(A.21)

对 (d31)ξ,π 项, 有

(d31)ξ,π =
1

T

[Tλ]∑
t=1

ft(x
T
t β̃)xtxtξI(x

T
t β0 6 0)

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }],

其中 β̃(τ) 在 β0(τ) 与 βξ(τ) 之间. 因为 ∥βξ(τ)− β0(τ)∥ 6 δ, 通过取任意小的 δ 有 (d31)ξ,π 是 op(1).

对 (d32)ξ,π 项, 从条件 (A5.1), 有

(d32)ξ,π = τ
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{I(xT
t βξ 6 0)− I(xT

t β0 6 0)}

× [I{π̂(xt) > 1− τ + ηT } − I{π0(xt) > 1− τ + ηT }]

6 τ
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xt{I(xT
t βξ 6 0)− I(xT

t β0 6 0)}[I{π̂(xt) > 1− τ

+ ηT > π0(xt)}+ I{π0(xt) > 1− τ + ηT > π̂(xt)}]

= op(1).

因此,

(d3)ξ,π = op(1). (A.22)

根据文献 [16]有关删失分位数中参数估计的研究,有 T 1/2(β̂−β0) = Op(1). 通过替换 ξ = T 1/2(β̂−β0)

和条件 (A5.1), (A.19) 可以写为

(d1)ξ = −λ
√
TJ0(β̂ − β0) + op(1). (A.23)

通过结合 (A.13)–(A.15)、(A.20)、(A.22) 和 (A.23), 可得 (A.12). 这就完成了引理 A.2 的证明.

定理 2.1 的证明 通过引理 A.2, 有

S(λ, τ, β̂, π̂)− λS(1, τ, β̂, π̂) =
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtψτ (yt − xT
t β̂)I{π̂(xt) > 1− τ + ηT }

− λ
1√
T

T∑
t=1

xtψτ (yt − xT
t β̂)I{π̂(xt) > 1− τ + ηT }
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=
1√
T

[Tλ]∑
t=1

xtψτ (yt − xT
t β0)I{π0(xt) > 1− τ}

− λ
1√
T

T∑
t=1

xtψτ (yt − xT
t β0)I{π0(xt) > 1− τ}+ op(1)

⇒ V
1/2
0 {Wp(λ)− λWp(1)},

其中 Wp(λ) 是 p 维的独立 Wiener 过程, 最后的收敛性是根据条件 (A7), 并且通过应用函数中心极限

定理得到. 由大数定律显然可得 1
T V̂

p−→ V0. 因此有

SQSIS(τ) ⇒ sup
λ∈[0,1]

∥Bp(λ)∥∞.

这就完成了定理 2.1 的证明.

定理 4.1 的证明 根据引理 A.1、A.2 和强混合序列的泛函中心极限定理 [33] 知, 当 T → ∞ 时,

S(λ, τ, β̂, π̂)− λS(1, τ, β̂, π̂) ⇒ Ṽ
1/2
0 [Wp(λ)− λWp(1)].

根据 1
T Ṽ

p−→ Ṽ0, 我们可以得到 SQ∗
SIS(τ) 和 SQ∗

Powell(τ) 的渐近性质. 这就完成了定理 4.1 的证明.

附录 B 额外的数值模拟结果

表 B1 样本量 T = 1,000 时不同检验过程在模型 1 至 4 下的第一类错误的比较. 名义水平设置为 0.05

τ 比例 方法 模型 1 模型 2 模型 3 模型 4

0.25 30% SIS 0.048 0.045 0.048 0.044

Powell 0.045 0.041 0.049 0.047

Naive 0.028 0.037 0.045 0.036

50% SIS 0.048 0.046 0.053 0.059

Powell 0.052 0.058 0.053 0.057

Naive 0.034 0.029 0.036 0.035

0.50 30% SIS 0.048 0.052 0.062 0.058

Powell 0.042 0.048 0.057 0.053

Naive 0.058 0.048 0.044 0.058

50% SIS 0.037 0.043 0.063 0.059

Powell 0.054 0.046 0.065 0.065

Naive 0.053 0.054 0.069 0.057

0.75 30% SIS 0.051 0.053 0.054 0.050

Powell 0.055 0.052 0.044 0.048

Naive 0.223 0.195 0.216 0.197

50% SIS 0.066 0.061 0.052 0.048

Powell 0.064 0.052 0.052 0.044

Naive 0.233 0.221 0.217 0.212
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表 B2 样本量 T = 1,500 时不同检验过程在模型 1 至 4 下的第一类错误的比较. 名义水平设置为 0.05

τ 比例 方法 模型 1 模型 2 模型 3 模型 4

0.25 30% SIS 0.052 0.049 0.058 0.055

Powell 0.053 0.053 0.050 0.055

Naive 0.037 0.041 0.034 0.037

50% SIS 0.036 0.038 0.043 0.053

Powell 0.039 0.040 0.044 0.053

Naive 0.031 0.035 0.027 0.024

0.50 30% SIS 0.047 0.051 0.058 0.059

Powell 0.044 0.049 0.065 0.062

Naive 0.046 0.062 0.065 0.058

50% SIS 0.047 0.041 0.050 0.047

Powell 0.041 0.050 0.050 0.051

Naive 0.053 0.059 0.068 0.064

0.75 30% SIS 0.050 0.052 0.042 0.044

Powell 0.043 0.049 0.051 0.052

Naive 0.238 0.236 0.186 0.193

50% SIS 0.053 0.057 0.040 0.042

Powell 0.052 0.051 0.046 0.049

Naive 0.250 0.234 0.216 0.201

Testing for change points in censored quantile regression models

Liwen Zhang, Zhongxin Ni, Yong He & Zhoufan Zhu

Abstract We develop a new method to test structural changes in quantile regression in the presence of fixed
censoring. The testing procedure is based on the observations in an informative subset and is conducted with the
subgradient of the quantile objective function, which only requires estimating the model under the null hypothesis.
The proposed method is easy to understand and convenient to compute. We establish the limiting distribution
of the test statistic under the null hypothesis, and show that its asymptotic critical values can be obtained via
simulation methods. Simulation studies show that the proposed method has competitive performance but higher
computational efficiency compared with the Powell-based method in finite samples. In addition, an empirical
application to the American earnings gap is used to illustrate the performance of the proposed method.
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