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一种域的曲率与群不变函数
*

殷 慰 萍
(中国科学技术大学数学系

, 合肥 )

摘
\

要

对 C
”

中的非齐性有界域 D ,

我们得到了在 D 的解析 自同胚群 A ut ( D ) 下不变

的函数 ;给 出了在 A ut ( D ) 下不变的 K劝 l er 度量的一般形式 ;利用群不变 函数的性

质
,

将满足给定曲率条件的不变 K ; hl er 度量的求解化为相应的常微分方程 问题 ;给

出了使 iR cc i 曲率
、

S o al ar 曲率和全纯截曲率在给定的条件下湘应的不变 K盆hl er

度量的一些有趣的具体表达式
.

一
、

基 本 事 实

我们所考虑的域 D ~ D (K ) 是
:

D ~ {
:
~ (

z , , 2 2 ,

…
, z ,

) ~ ( :
: , Z ) 〔 C

月

日
z ;

}
ZK + ! Z }

, < 1 }
,

其中 K 矢 1
.

我们之所以集中研究 D ( K )
,

是因为随 K 的不同
, 口 ( K ) 可以是齐性

、

非齐性
,

也可是强拟 凸
、

弱拟凸
、

是一个很好的模型
、

能对上述四方面提供很好信息
.

1
.

D ( K ) 的解析自同胚最大群 此群若记之为 A ut ( D )
,

则它由下列形式的 D 的双全

纯映照组成
: 川

。 t

~
e `口 z :

( l 一 }
a
!
2

)刃 K ( 1 一 召 z
,

)
一 “ ` ,

才 一 (即
2 ,

…
,

留
。

) ~
。 ` , ( l 一 {

a
}
,

)告( z 一 。
) Q

。

( l 一 吞z
,

)
一 , ,

其中 o , 甲 为任意实数
,

i 一 了二 1
,

而且

a 一 ( a
Z ,

…
, 。 。

) 〔 C一
` ,

}
a
}
2

< l
,

( g
“

口二)
一 ,
一 I `

” 一 ` , 一 “
’ a

.

2
.

D ( K ) 的 B二 g m a n 核 此核若记为 K武 z ,

动
,

则它有下列具体的显表达式
『
:z]

b i ( l 一 ! Z }
’
)

n 一 1一 I

K 〔( 1 一 12 1
2

)
, / K

一 {
z `

1
’
]矛

.ù习间K D
(
z ,

牙)

尺 ( l一 12 }
:

)一
+

妥

其中 b s ( ( j

fl
”

[ ( 1 一 12 1
2

)
` / K 一 }

z ,

1
2

)
” + `

一 0 , 1 , 2 ,

…
, , 一 l ) 由下式对 x 的同次幂比较系数而确定

`

:)

n (
x
+ ` + , K ) 二

b , r ( x +
。
+ 1 一 i )

T ( n
+ l 一 i) r (

x
+ 1 )

3
.

D ~ D ( K ) 在 A ut ( D ) 下不变的

本文于 19 8 6年 1 2 月 2 2 日收到
, 1 9 8 7 年 6月 2 7

* 国家自然科学基金资助项目
.

K 二扭 er 度量与不变函数

日收到修改稿
.

易知
` , ,

若

)J 见作者文章
“ R e玩 h al d t 域的不变度量与群不变函数

”

(待发表 .)



126 4 中 国 科 学 (A辑 )l , 5 7 年

即 一 f (二 ) 〔 A ut ( D )
,

K s (
。 ,

牙) ~ ( l 一 } 2 1
’
)
一 打 + 些二」

凡 I ( l 一 { z }
2

)又 一 } z
:

!
’

]
一 ` ” + ` , + 矛,

则有

当 夕

、 , ( 二
,

; ) 一 、 * ( 留
,

、 ) }d
e t

(卵、1
’

( s为任意实数 )
.

} \ 口 名 / l

属于闭区间 [ o
, 。 ] 时

,

对 凡 ( z ,

动 进行 护
一

过程后所得矩阵 马 ( z ,

动 是定正的
,

而且

/ 。留 、
二 , , 一 、

了。留 \
,

八 , 、 “ , 名 ’ 一 又丽
一

) n
,、 留

’
川 ’ 、百三

~

/
,

因此度量

d了产一 d z
H

,

( z 摘 ) d : ,

是在 A ut ( D ) 下不变的 K 注hl
e r
度量

.

易知
` , , 函数

y ( 二
, 牙) 一 ( l一 12 1

’
) 反 〔(一 12 }

’

) 又 一 { z
;

1
’
]
一 ,

( 1 )

在 A ut ( D ) 下不变
,

即若
; 。 A ut ( D )

,

则 y (
; : ,

而 ) 一 y (
二 ,

动
.

而且以 Y 为变量的任何 函

数也在 A ut ( D ) 下不变
.

二
、

D 一 D ( K ) 的不变 K故 le r
度量与群不变函数 Y (

z
·

动 的关系

由于

K s ( :
, 牙) 一 ( l 一 12 1

’
)
一 月 十竺兰二上

「( 1 一 } 2 1
’
) 瓦 一 {

二 `

{
’
]
一 `。 + ` , + 护

~ [ y ( :
,

牙) 1
” + , 一 i (一 }z }

’
)
一一下于

因此
,

D ( K ) 的 B er gm
a 。
核 K 。

(
。 ,

动 可表为 :

月 一 1

尺 · (一 牙 , 一

今互
占了 K矛 (一 牙,

K
, 、

~ 、 , 、

一 —
一

口 一 {乙 }
一
)

II
n

雏目 E b ,

( Y (
。 ,

牙) )
” + ’ 一 ’

.

由此可知
, D ( K ) 的 B er gm a n 度量方阵

,

实际上就是 y (
二 ,

的 为变员的某一个函数与 ( 1 一

} z }
’
)
一 `
“

+
纽

K

的积经过 护
一

过程而得到的
.

不面我们证明 D ( K ) 的任何在 A ut ( D ) 下不变

的 K ohl er 度量
,

在一个相当广泛的基本假定之下
,

都可由下列形式的函数生成 ;

尸 ( Y ) ( 1 一 } z !
’
)
一 ` , K + 。 / K ,

( 2 )

其中 F ( Y ) 是 y 的任意一个函数
.

基本假定 设 D (K ) 的函数 K ( z ,

动 满足 :

l ) 见 12斗5页脚注 l )
.
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(A )

.

是
万 和 三的解析函数

,

.

对 。 一 r ( : ) 。 A ut (。 )
,

有 、 ( :
,

; ) 一 、 ( 。
,

; ) {
d o t

(纱
￡,

、{
’ ,

’

{ 、 d
z / }

.

2
~ ( z

, ,

o ) 时
,

尺 ( 二
,

牙) 是 }
z :

[
之

的某个函数 F ( 12
,

1
2

)
,

.

当 z ` D ( K ) 时 K ( z , 牙) > 0
,

又寸 、 ( ·
, * ) 进行 。 2 一

过程后所得矩阵定正
,

民。
(
口, l o g K (

z ,

牙)

口名 、口牙
> 0

,

此时我们称 K ( z ,

习 为 D ( K ) 的不变 K 注hl er 度量的生成函数
.

我们有如下定理
.

定理 1
.

若 K (
z ,

三) 为 D ( K ) 的不变 K 盆h l
e r

度量的生成函数
,

则

K ( :
,

牙) 一 F LY ( z ,

三) ] ( l 一 } z }
2

)
一 ` n K + ` ) / K .

证
.

由 ( A ) 2 知
,

当 z
~ ( 2

1 , a
) 时

,

,

一
_ 、 ,

}
,

/ 口留 \ }
2

入 以 宕 ; , a )八
z , 。 ) J一 入 以洲

i , U )八留
一 , U ] J } o et 、 下丁

一

】1
1 \ 0 2 / 12 = “

由 ( A ) 3 知
,

尺 [ (洲
, ,

o )
,

(留
l ,

o ) ] ~ F ( }留
,

1
2

) ~ 尸 {
二 ,

}
’

( 1 一 }a }
’

)
` / K

而

1
d e t

(李 ) 1
2

一 ( ` 一 l
a
l
’
)
一 `· “ “ ,̀ K ·

上面运算对任意 ( :
, ,

a) 〔 D ( K ) 都成立
,

令 a
~ Z 得

K ( 名
, 牙) ~ F {、全晋和 ( l 一 }Z 】

2

)
一 `” K + ` , /K ,

( 3 )

二 ,

{
2 1 _ 二 r一 ( ( l 一 12 {

ha } 一
`

’

l
- - - - - - - - - - 一

一

甭 一 1
。 :

}
’
) + ( 1一 12 1

’
)

, / K

( 1一 } z {
“
) ( l 一 }Z {

“

)
, / K一一一门

F

一 F [一 Y 一 ,

(
z ,

牙) + 1 ]

仍然是 Y (
z ,

习 的一个函数
,

不妨仍将它记为 F ( Y )
,

以此代人 ( 3 )式即得所证
.

由定理 1 知
,

满足条件 ( A )的 D ( K ) 的不变 K 注hl er 度量由形式 ( 2 )式的函数所生成
.

显

然
,

并不是所有 ( 2 )式的函数都符合基本假定 ( A )
,

但是我们有 :

定理 2
.

若 ( 2 )式的函数满足 ( A ) 中的 1 , 4
,

5
,

则此函数是 D ( K ) 的不变 K 益hl e :

度量

的生成函数
.

而且与 ( A ) 5 相应的度量矩阵为
:

_

/ F ,

( y ) 0 \
-

J戈 。 : 2

( y ) ,
(

一
)

) J
` ,

其行列式为 :

G ( Y ) ( l 一 12 }
2

)

刀 K 十 1
.
. , . .叫 . . .

~
~ . . . .. . .̀

K

也具 ( 2 )式的形式
.

其中
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J/
i,

0 、
J 一 与

: ,

了
: :

)
’

J
l ,
~

。 “ ( - 一 12 1
’
)
一

五
,

J
Z,
~

J
Z ,

~
。 ` , ( l 一 12 }

’
)
一
告Q

z
.

` 多甲

贡
“ 1

( `一 } 2 1
`

)

一 ( 2 尺十 l )

2 K

证
.

( 2 )式的函数显然满足 ( A ) 3
.

由第一节 1 知 :

一 }砰 }
’
~ l 一 (一 }

a
}
’
) ( z 一 。 )口

a

口认( z
,

一 ;
,

) 11 一 : Z
’

{
一 , .

经计算知

1 一 }牙 1
2

~ } l 一 吞 z ’

}
一 2

( l 一 }a }
2

) ( l 一 {
2 I

J

)
.

l
,

口洲
1 d et

—1 d z

( 1 一 }a {
2

)
` ” 人 + ` ) , K

{ l 一 反 Z
’

{
“ ` ” 尺 + ` , / K

因此

; ( : ) (卜 , z }
2

)
- (· ·

一
; ( Y (。

,

而) ) ( 1 一 }二 }
2

)
一

粤 l
d一

豁1
’

满足 ( A , ,
,

因

此可成为不变 K扑 le r
度量的生成函数

.

经过一些计算可知
,

对 ( 2 )式的函数进行了 护
一

过程后所得矩阵为 :

F ;

( Y ) O

F Z

( Y ) I
` ” 一 ` )

J
` ,

才

l/、、
了J

其中

F l

( Y ) ~ Y Z
F

’

( Y )

F ( Y )

( 一 1 + : Y ) + 二丛工2 ( Y
Z

一 Y ) + (旦丫( Y 一 Y Z

)

F ( Y 〕 \ F /

一 , , , 、
F

`

( y ) Y
, 、 , , 、 .

n K 十 l
户 ZL I ) ~

—
L Z 一 土 ) 月~

—
,

K F ( Y ) K

F’ ( Y )
, F ”

( y ) 分别表示 F ( y ) 对 y 的一阶和二阶导数
.

上面矩阵的行列式为
:

F l

( F
Z

)
” 一 `

( 1 一 12 }
2

)
一 ` ” K 十。 / K

~ G ( y ) ( 1 一 }2 1
’
)
一 ` ” K + ` , /尤 .

对任一不变函数 F ( Y )
,

由于对 。 ~ 才(幻 ` A ut ( D ) 有

,

,
、

l
/

留一之口
一口,

l
、

、

1
2了竺旦里2

~

、 _ 了夔丫
\ d 二 , d 万,

/ \ d z 八

护 F [ Y (阳
,

硒) ]

口留 i口动i

因此上式若为定正方阵
,

则 F ( Y ) 就生成一个不变的 K 泣hl er 度量
.

但计算表明
,

上式左端

为 :

一J’
、

l
产了Y Z

[ F
` ,

( Y
a

一 Y ) + F
’

( Z Y 一 l ) ]
,

0
,

0

K 一 , y F
`

( Y 一 l ) I `
” 一 ` ,

/且了、、

了
J

1

而 Y 一 l ~ [ ( l 一 ! Z !
2

)
K 一 l ]

一 `

}
二 1

1
2 ,

不变函数都不可能成为 D ( K ) 的不变

所证明的
,

必须在 ( 2 )式的 函数中去找
.

当 二 :

~ 0时
,

上面方阵不可能定正
.

因此
,

任何一个

K 注ih er 度量的生成函数
.

这种生成函数
,

正如定理 1

三
、

对 cn 中任意一个有界域 必 的情形

将 ( 2) 式改写一下
,

并注意到第二节开头的 D (K ) 的 eB gr m a n
核的表达形式

.

我们有:
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ù习间 r (Y) (l一 } z}
2

)
一 ` ”K +` , /K

= F ( y ) 蕙
, 了 Y二

`一

)
一 `

(
一 (刀 尺 + 1 )

b , Y
” + ,一 ` ) ( l 一 12 }

’
)一灭甲一

一 G ( Y ) K D ( z , 牙)
.

其中 G ( Y ) 仍然是一个 y 的某一函数
,

即是 D (K ) 的在 A ut ( D ) 下不变的函数
.

因此
,

对 C
”

中的有界域 必
,

若 K , ( z ,

习 是 eB gr m a n 函数
,

以 F (
二 ,

动 表示域 缪 的

在 A ut (必 ) 下的任意不变函数
,

若下式的函数

F ( z , 牙) K
, ( z ,

牙) ( 4 )

中
, F ( z ,

动 是 。 和 牙的解析函数且 > 0 ,

而且 由对 ( 4 )式进行 护
一

过程所得的方阵定正
,

则 ( 4 )

式的函数就生成了域 少 的在 A ut (必 ) 下不变的 K旅 le r
度量

.

当 必 为齐性域时
,

在 A ut (必 ) 下不变的函数显然只能是常数
.

此时 ( 4 )式的函数只能

生成唯一的一个不变 K盏hl er 度量即 eB gr m a n
度量

.

当 必 不是齐性域时
,

总存在域 少 的在 A ut (必 ) 下不变的函数且非常数
.

例如令

Y ( z ,

牙) 一
K , ( z

d e t T 必

,

牙)
z , 牙)

其中 了袱
z ,

动 是域 少 的 eB gr m an 度量方阵
,

则易知
,

Y ( z ,

的 在 A ut (少 ) 下不变
,

任何

以 y 为变量的函数 G ( y ( z , 牙) ) 一 F ( 二
,

动也在 A ut (必 ) 下不变
.

而且当 少 不是齐性域

时
,

一般来说
,

y ( z ,

幻 不是常数
.

因此存在着 必 的在 A ut (必 ) 下不变的非常数函数
,

而

且其数量是无穷的
.

这样正如对 D ( K ) 讨论的那样
,

形如下式 :

F ( Y ) K 。 (
z ,

牙) ( 5 )

的函数
,

当 少 不是齐性域时
,

能产生无穷多个在 A ut (必 ) 下不变的域 必 的 K 蕊hi e r
度量

,

适当选取 F ( y )
,

就能得到满足给定曲率条件的在 A ut (必 ) 下不变的 K汕 le r

度量来
.

四
、

D ( K ) 的不变 K 盆hl er 度量所满足的微分方程

令

( 6 )

则 X ~ 1 一 y 一 ` ,

是 y 的函数
.

I ( D )

若 G ( X ) 乏 I ( D )
,

而且 W ~

X ~ !
z :

{
’
( l 一 ! z }

2

) 一 U K ,

同时 y ~ ( 1 一 X )
一 ,

也是 x 的函数
.

因此可令

三 { F ( Y ) }F ( y )是 y 的实值函数 }

= { G ( X ) } G ( X )是 x 的实值函数 }
.

l o g G ( X )有意义
,

同时有

x 碑砚
d X

d Z

w

+
n K 十 1 > 0

( M )
d W

{
X

一

叔
丁 + 豆灭- > ” ,

我们称 G ( X ) 满足条件 ( M )
.

令

I M ( D ) ~ { G ( X ) ( 1 一 }2 1
’

)
一`” K + , )/ K

t` (X ) 〔 I (D ) 并满足 ( M ) }
,

则 I材 (。 )

中的任一元素 G ( x ) ( l 一 12 }
2

)
一 (“ 十

1)K/ 都是 D 的不变 K益hi er 度量 的生 成函数
.

事实上
,

令
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T(
z, 三) ~ 了里吵翅卫丛逛上旦鱼口立业些竺竺、

,

、 d 君
;

d弓 /
-

则容易验证有 T ( z ,

动 > 0
.

若 。 ~ f (幻 〔 A ut ( D )
,

则不难验证有下式成立 :

,
, 一 、

_ / 。叭
,

,
一 、

了d叭
l 、 z , ` , 一 仪丽 /

上 、 即 , 留 ’ 又丽 /
( 7 )

因此度量

d S Z
~ d z T ( z ,

牙) d Z

在 A过 (刀 ) 下不变
.

经计算我们有

: ( 。
,

*
卜吮劲(

0

K 一 I G Z I ( ” 一 1 )
、f J

l l

/ \了
21 )

其中 J
, : ,

J
Z, ,

J
: 2

如定理 2 中所示
,

G ;

一 X W
` ,

+ 砰
` ,

G :
~ X W

`

十 n K 十 1
。

这里 W
,

一

器
,

砂
,,

一

寰吓
同 .)

若令

H (一 ` , 一

(里丛竺
生巡乙团、

d z i d牙护 /

则经过计算
,

我们有

月 ( 二
,

一 、
_ 了J

Z 少 — 飞

\了
2 ,

J
:

0

一`
H

; I ( ” 一 ` ) )弓
“

、
了

2 2 /

其中

。
2

一 x
}丝丝鱼+ (

,

一 , ) 星J翌2

) +
, 、 + 1

.

L d X
- 一

d X J

~ x Lw ;
`

+ (
n

一 l )砰 ;
,

] 十 w ; + ( n 一 一)评 ;
,H一Xd

一

d
一一月

W
,

一 10 9 G i ,

1
.

D ( K ) 的 凡
e e i 曲率

设由 G ( X ) ( 1 一 {Z !
2

丫 `” K + ` , / K 生成的

R (
z , d二 )

.

则

甲
2

~ 10 9 G 2
.

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 1 2 )

( 1 3 )

D ( K ) 的不变 K注ih e r
度量下的 Ri e c i 曲率 记 为

尺 ( z , d 二 ) 一 一 d z H (
: ,

牙) d
z ,

/ [ d
z 了 (

z 摘 ) d z ,

]
.

( l ) 尺 ( 名
,

J 。
) 、 。

,

易知其充要条件为 H
:

三 0
.

即 X [牙 ; 十 (
n 一 l )不厂 ; ] + , K + l

~ o ,

即 W
,

十 (
n

一 l )w
,

一 一 ( n K + 1 ) lo g X + C : ,

即 G : G罗
一 `

一
e ` l x 一 ` ” K 十 ` , ,

味日

( ` 穿)
,

一 。 。 ` IX 一 ` ” K + 。 ,

即有 G穿~ 一 K 一 ` 。 cl X 一 ” `
+ 仇

.

当 x 趋于零时
, ` 犷趋于一 co

.

因而不管常数 c Z

取多 么

大
,

总不能使 G :
一 X w

`

十 n K 十 1 总大于零
.

不满足条件 ( M )
,

也即 I M ( D ) 中的任一元

素所生成的不变 K施 l er 度量的 形icc 曲率不能恒等于零
.

( 2 ) 用上述类似办法
,

可以证明 I M ( D ) 中的任一元素所生成的不变 K益hi
e r
度 量 的

胶d 曲率不可能恒异 0或恒 > 0
.
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( 3) R(
。 , d 二 ) 二 一 1 ,

易知其充要条件为 月 (
: ,

牙) ~ T ( z ,

牙、
.

即 x [w ; + (
n

一 1 )砰 ; ]

一 X W
’

三 0 ,

即 砰
;
+ (

n

一 1 )万
2

一 w ~ C : ,

即 lo g G :
+ (

n

一 1 ) 10 9 G Z

一 l o g G 一 C ; .

即

( X W
` ,

+ W
`

) ( X w
`

+
n K + l )

” 一 `

~
。 c : e 留

.

( 14 )

熟知
,

要得到 C
”

中光滑有界域的 K ; h l e r 一 E i n s te i n 度量
,

一般要解下列复 M o n g e 一 A m P己r。 型

的方程 :

d e t

{
~

典
二、一

`· + ! ,
:

\
口 2 1 口 2 1

/

而我们在域 D ( K ) 的情况
,

将它化为一个常微分方程的求解问题
.

( 4 ) R (
二 , d 。

) 镇 。 ,

其充要条件为 月 ( 二
,

牙) 妻 0
.

此即 从 一 x [w ; + ( , 一 1 ) w ; ] +

n K 十 1 ) 0及 斌 ) 0 ,

这说明 从 是变量 x 在 〔0
,

l) 上的非负不减函数 (因 0镇 X < 1 )
,

因此

设 f( X ) 是任一给定的在 〔0
,

l) 上不减的非负函数
,

则方程 x 〔w ; + (n 一 l) w ;〕 十
。 K 十 l

~ f ( X ) 的解 G (X ) 〔 I (D )
,

而 ` ( X ) ( l 一 } z }
2

丫
` ” K + 1) 1` 〔 I M ( D )

.

因此要求 R ( z , d : ) 镇

O的问题就化为下列常微分方程的求解问题 :

牙 : + (
。 一 l )万二~ [ f( X ) 一 ( , K + l ) ] /X

,

了( X ) 在 〔0
,

1) 上不减且非负
.

( 1 5 )

解得
1

G ( X ) 一 : - (

一
p

{
e 3

+

!卜!
x - (

一
p

(
e 】

+

{
, (二 ) x 一 “ X

)
+ C Z

}
` X一 “ X

其中 c : ,

C : , c ,

为任意实常数
.

( 5) R (
z ,

dz ) < 0 ,

同 ( 4 )一样
,

此问题化为下列常微分方程问题
:

JW ;

tj ( X

+ (
n

一 l ) w ; ~ [ f ( X ) 一 (
, K + 1 ) ] /X

,

) 为在 【O
,

l) 上增加的正值函数
.

( 1 6 )

解得

` ( X )

1

一 、 - (

一
p

{
e 3

+

!!
c Z

+
·

{
X - (

一
p

(
一 +

{
, ( X )二一 “ X

)!
` X一 ` X

}
,

其中 C : , C Z , C 3

为任意实常数
.

( 6 ) R ( z , d z ) 成 一 l ,

其充要条件为 H (
z , 牙) 一 T ( :

,

牙) ) o ,

此即 从 一 G Z

) O 及

(从 一 偏 )
,

) 0
.

因此 从 一 G Z

为【0
,

l) 上不减的非负函数
.

这就化为下列方程问题
:

万X
Lf (

[w ; + ( n 一 l ) w ; 一 评
`

] ~ f ( X )
,

x ) 在【0
,

l) 上非负且不减
. ( 1 7 )

上述方程等价于

(尤w
` ’

+ w
,

) [ x w
`

+ n K + l ]
” 一 `

~
。 甲

exn [ c
:
+ 了f ( X ) X

一 ` d X ]
.

( 7 ) 一 1 毛 R (
z , d z ) 簇 0 ,

这等价于 H (
z ,

牙) 一 T (
: ,

云) ( 0
,

此即 月 2

一 G Z

成 0 及

(马 一 G Z

)
’

簇 0
.

因此
,

从 一 G Z

为 0[
,

l) 上不增的非正函数
.

这化为下列方程问题 :

乏X

tf (

[w ; + ( n 一 1 ) W ; 一 评
’

] ~ t ( X )
,

X ) 在 [ 0
, 1)上非正且不增

。
( 1 8 )

这方程等价于
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` Xw
’ `

+ 砰 ” ( X砰
’

+ ·K+ ` ,

一
邵二 p

{
C

:

+

!
, ( X ) X一` x

l
.

( 3 )一 ( 7 )的解 G ( X ) ~
。 甲 必须符合条件 (M )

.

2
.

D ( K ) 的 S e a la r 曲率

设 由 IM ( D ) 中的元素 G (尤 ) ( l 一 {2 1
’
)
一 ` ” K+ ` , / K 生成的不变 K二hl

e r
度量下 D 的 S e a l a r

曲率记为 口 ( z ,

牙)
,

则有

口 ( z , 牙) = 一 t r
[ T

一 `

(
z , 牙)刀 ( 二

,

牙) ]

「刀
, . , , 、

11 月
一 一 l一 十 气n

一 l 少一洲
。

LG
.

G
Z」

经计算
,

我们有 :

口 ( z , 牙) ~ 一 X
G

( G

( G ;
,

)
2

.

2 (
n

一 l ) G ;
`

一
十

—
( G G Z G Z

+ ( ” 一 ” (一
, ,

袭1
一 {卫宜̀

L( G三)
2

+ ( n 一 1 ) ( n尺 + 2 )生
G 2

( 2 0 )

其中 G Z

如 ( 9) 式所不
,

向

W ~ 10 9 ` ( X )
,

( 2 1 )

因此 ( 2 0) 式就是关于 G ( X ) 的对 x 的常微分方程
.

对 口 ( z ,

劝 给定曲率条件 (例如 《 0
,

< 0 ,

< 一 。 2

< 0 等 )
,

就化为常微分方程的求解问题
.

这里就不一一列 出了
,

都可仿 1
.

的方法去

转化
.

3
.

全纯截曲率

设由 IM ( D ) 中任一元素 G ( l 一 12 1
2

)
一 ` . K + ` )/ K 所生成的不变 K 益h l e r

度量下的 刀的全

纯截曲率记为 。 ( z ,

d的
,

则有

。 (
二 ,

d z

) 一
d z

[一 d d T 十 d T
·

T 一 ’ d T’ 」d了

【d
z T d z `

1
2

由于

一 (
7 ,ll 了

自
\ T: ,

T
22 /

其中

丁 : ,
~ ( x w

’ `

+ W
’

) ( l 一 }Z !
’
)

T : 2
~ 尺一 ,

( x 甲
”
+ 砰

’

) ( 1 一 {2 1
’

)

T (
z ,

动

T 12

. _ . _ 、
一 : 一奥 _

一 K 一 `

( X W
`

+ 砰
`

) ( 1 一 12 I
J

)
入 云1 2

,

一矗 }
二:

}
2

乞
,

z + 尺一 (尤砰
,

+ , 尺 + l ) ( 1 一 }z }
,

)一。口
,

Q口
’

一 ( I 一 乞
`

z )
一 ` , 丁: 、

一 于;
2

.

为了得到 。 (
: , d )z 的表达式

,

我们只要计算 出在点
z

~ ( z : ,

0) 处的表达式
,

就能得到在任

意点 二 〔 D 的表达式
.

以下先计算 。 (
z ,

d z) 在 ( z : ,

0) 处的式子
,

为书写简单起见本段下面

的算式都理解为在 ( 二
: ,

0) 点处的值
,

经计算我们有
:

d T : :

~ ( X W
’ “

+ ZW ” )牙
: d z ; ,

J d 了
1 ,

一 [ ( x 万 “ ,

+ 2砰
’ `

) + ( x w “ ,
+ 3w ” `

) X l {d
: ,

}
〕

十 K 一 `

[ ( X W
’ `

+ W
`

) 十 ( X W ” `

十 ZW “ ) X ] d Z d Z
’ ,
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而了
:

J dT 22
~

dT
I〕

~K一 `
( X评

’ `

+ W
’

)牙 ld Z
,

K 一 `

〔(X w
’ `

+ w
,

) + X ( W ” + ZW
` ’

) ] d z : d Z

d T ,:
~ K 一 `

( XW
` ’

+ W
’

)牙
: d z : I `

” 一 ` ) ,

K 一 `

[ K
一 `X ( X 砰

’ `

+ W
`

) + ( X W
’

+
。 K + l ) ] d Z

’

d Z

+ 尺一 ` z`
” 一 ` ,

{ [ ( x w
”

十 万
`

) + ( X邵
’ ` ’

十 ZW
’ `

) X ] {d
z `

}
.

+ 〔( X W
’

十
n K + l ) + X ( XW

”
+ 评

`

) ] d Z d Z
`

}
.

d :
·

: 一
万 一 (

“ ! 1 “ 1

八
\ R

Z一
R

, 2 /

则经计算有

R , :

~ ( X W
` ’

+ W
’

)
一`

(X W
” ’

+ 2砰” )
Zx ! d

: :

1
1

+ K一 ,

( X W
’

+ , K + l )
一 `

( X W
’ `

+ 附
’

)
, X d Z d Z

, ,

天 1 ,
~ 反么~ 尺

一 `

( x w
`

+
, 尺 + l )

一 `

( x 牙
’ `

+ 评
’

)
, x 而

: ` z ,

R 2 2
~ K 一 `

( XW
`

+ n K + l )
一 `

( X W
”
+ W

`

)
, X }d

z :

}
2 2 `

n 一 。 .

因此
,

最后我们得到 。 (
z ,

d z) 在 (
z : ,

0) 处之值为
:

。 ( z ,

d z ) ~ { [ ( X w
”
+ W

`

)
一 `

( X W
’ “
十 ZW ” )

〕X 一 ( X W ” ’

+ 2牙
` ,

)

一 X ( X砰
` ’ `

+ 2评 ” )
’

] 1d
z :

}
`

一 K
一 `

[ 2 ( X W
’

+
。 K + l )

+ K 一 `

( K + l ) X ( X W
’ `

十 评
`

) ] ( d Z d Z
’

)
2
+ [ 4 ( X砰

`

+ , K + 1 )
一 `

·

( X评
”
+ 评

’

)
, X 一 4 ( X评

` ’

+ w
’

) 一 4 ( X w
` ’ `

+ 2砰
` ’

) x ]尺
一 ,

ld
二 ,

}
’ d石万

户

}
·

{ (X砰
”
+ 牙

`

) }d而 }
’
+ K 一 `

( x 砰
’

+ n尺 + l ) ` z 压玄下}
一 , .

上式中把 一、
z :

}
2

换为 { ( l 一 ! z !
2

)
一 ’ 一

贵[ ( l 一 }z }
:

)
2

一̀
二 :

一+ 尺一
二 1

1
2

乞̀ z
,

z

存 + 2尺一 ( -

一 】2 1
’

) R
e

临
,` z : z元

;
) ] }

,

把 J z 云于 换为 [ (一 ! 2 1
’

)
一 ` ·

` z ( z 一 乞
’

z 丫勺玄
、 1

,

x 如 ( 6 )

式所示
,

邵如 ( 2 1) 式所示
,

则所得结果就是 。 ( z ,
d )z 在 D 的任一点

二 处的表达式
.

对 。 (
z , d幻 给定条件

,

则满足此给定条件的不变 K泛hi e r
度量的求解

,

就化为相应的常

微分方程的求解问题
.

五
、

满足给定曲率条件的不变 K扑 ler 度量的具体表达式

1
.

R i e e i 曲率 R (二
,

dz )

( x ) 令 G (X ) ~ ( l + X )
2 ( , 犬 + 1 ,̀ 吸, 一 1 ,

.

则 G Z

~ x w
`

+
n K + l ~ 2 (

, K + 1 ) (
, 一 l )

一 ` X

( l + x )
, `” K + 。 `一。 一 `一 `

+
n尺 + 1

.

` 、
~ G ; ~ 2 (

, 尺 + l ) (
n

一 一丫
,

( l + 尤丫
, ,

显然 ` ( x )

满足条件 (M )
.

月
2

~ X Lw ; + ( n 一 l ) w ; ] +
n K + l ~ X (

n
+ 1 ) [ ( l + x 丫

`
一 ( l + ( ,

+ l ) (
, 一 l )

一 , X )
一 `

] +
n K + l > 0 ,

从 ~ 一 ( n + 1 ) ( l + X )
一 2

+ (
。 一 1 )

2

( , + 1 )〔 , 一 l

+ (
,
十 l) X ]

一 2

成 0 ,

因此在相应的不变度量下其 iR cc i 曲率符号不定
.

若dz ~ ( dz
: ,

0) 钾 。 ,

则 尺 ( z ,

d : ) ) 0
.

若 d 二 ~ ( 0
, d Z ) 铸 0

,

则 R ( :
,

d Z ) < 0
.

特别 X ~ O 时
,

月:

~ O
,

月
刁
一

, K + l
,

因此取 d z ~ ( d 二
, , 0 ) 铸 。 ,

在 : 一 ( 0
, Z ) 点 (即 X ~ 0 的点) 有 R ( 二

, d : ) 一 0
.
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( 2)令 G ( X) ~ ( l一 X)
一 `” +`一矛 ),

则由文献 〔3 ]可知
,

当 o ( i ( 。 时
,

相应的 R ie e i 曲率

R (
z ,

d 二 ) < o
.

X 当 , 一 O 时
,

R ( 二
,

d 二 ) > 一 1
,

当 z 一
刀

一 1 时
,

尺 (
。 ,

d 宕 ) 成 一 l (都假

定 K > 1 )
.

( 3 ) 令 ` ( X ) 一 ( 1 一 X )
一 ` n K + l) ,

则 ` 2
一 (

二尺 + l ) ( 1 一 x )
一 ,

) 。 ,
}石j ` ,

一 (
n尺 +

l ) ( 1 一 X )
一 ,

> o
,

故 G ( X ) 符合条件 ( M )
.

又有 月
2
~ X [ 2 ( l 一 X )

一 `
+ (

n

一 1 ) ( 1 一

X )
一 ’

] 十
n ` + l 一 (

二
十 一) X ( l 一 x )

一 `
+

n 兀 + l
,

月
:

~ (
,
+ l ) ( l 一 X )

一 2
.

而 H
:

一 G l

~ (。 一
n K ) ( 1 一 X 犷

, ,

从 一 G ,

一 ( 。 一 。 K ) ( 1一 X犷
`

+
。 K 一 , ~ ( 。 一 。 K ) ( 1 一 X犷

` X
.

因此
,

当 K 一 1 时 111 一 G :
二 0 ,

11
名

一 G
,

二 0
,

对应的 R (
之 ,

d :

) 二 一 ;1 当 凡 > 1 时
,

H
,

一 G ;

< O
,

从 一 G
Z

< 0 ,

对应的 R ( z
,

d的 > 一 1 ; 当 K < 1 时
,

lH 一 G :
> O

,

II, 一

G Z

> o ,

故对应的 il{ cc i 曲率 R ( z ,

d 的 < 一 1
.

由此可知由

( l 一 X )
一 `” K 十 ` , ( l 一 12 】

2

)
一 ` n尺 + ` )/ 尺

生成的 K施 l e r

度量与 D 的 eB gr m a n
度量很相似

.

( 4 ) 令 ` ( X ) = ( 1 一 X )
一 , ` ” 尺十 ` , / ( ” + ` ) , 则 G ,

一 〔2 (
n 尺 + 1 ) / (

,
+ l ) ] ( 1 一 X )

一 ,X +
n K

+ 一 , ` ,

一 2 ( 。 尺 + l ) (
n

+ x丫
`

( x 一 x 犷
, ,

故 ` (尤 ) 才两足条件 (M )
.

月
2

一 X 以
n
+ l ) ( 1

一 X )
一 `
一 (

,

一 1 )
2

(
,
+ l 一 (

n

一 1 ) X )
一 ,

] + n尺 + 1 一 ( n + 1 ) [ ( l 一 X )
一 `

一 (
n

一 l ) (
,

+ 1 一 (
n

一 l )尤 )
一 `

] +
n K 一 l > o

,

月
,

一 斗 [
。 一 ( , 一 l ) X ] ( - 一 X )

一 2

仁(
n
+ 1 ) 一 (

n

一

l) x ]
一 2 ,

因此
,

R (补 d习 < 0
.

当 K < l 时
,

相应的 R ( 二
,

d习 < 一 1
.

当 K > 1 时
, n 适

当大
,

有一 1 < R (
二 ,

d的 < 0
.

2
.

S e a l a r 曲率

( l ) 令 G (X ) ~ ( 1 一 X犷
` ” + , 一 j , ( l 一 {z }

“

)
一 ` ” K + ` )/ K ,

由文献 [ 3 ]可知
,

当 K > 1
,

o (

1提
n

时
,

有 口 ( z 户 ) 钱 一 (
n
+ l ) 〔( n + l 一 夕犷

`

十 (
,

一 l ) (
n
+ 1 一 尹) (

n K + l )
,

]
.

( 2 ) 令 G ( X ) ~ ( l 一 X犷 ` ” 入 + ` ) ,

由计算易知
,

相应的 g ( z , 牙) 一 一 , (
n K + l犷

,

〔(
。
一

1 ) ( l 一 哟 X + ( n 一 l ) K + 2 ] = 一
n

( n尺 + l )
一 `

[ (
n

一 1 ) ( K 一 l ) ( 1 一 X ) +
n
+ l ]

< 0
.

当 K > 1 时
,

口 (
z ,

的 随 x 而递增
,

故 一 n( n尺 + 2 一 尺 ) ( 。尺 + 1犷
,

< 口 ( 二
,

劝 <

一 n( n 十 1 ) (
。 K 十 I )

一 1
.

当 K < l 时
,

口 ( z ,

牙) 随 x 而递减
.

因此
,

此时有 一成 。 十 1 ) (
, K

+ l )
一 ,

< 口 (
z ,

动 < 一
。
(
n K 十 2 一 K ) ( n K 十 l )

一 1
.

不论 K 如何
,

当 K * l 时
,

总有 口 (
z ,

动 、 一 。 .

由此可知
,

由 ( l 一 x )
一 (“ +1 ) ( l 一 }z !

2

)
一 (“ +1) K/ 所生成的不变 K汕 le :

度量与

Ber g m a n
度量很类似

.

( 3 ) 令 ` ( X ) ~ ( l + X 丫` ” K + ` , (又 > o )
,

则有 ` 2
一 ( I + 尤犷

, ·

【( 一+ 又)义 + l ] (
, 尺

+ 一) > o , ` :

一 ( 1 + X 犷
2几( n K 十 l ) > o

,

从 一 (
n
+ l ) ( 1 + X 犷

`

一 ( n 一 1 ) [ ( 1 + 又) X

+ 1〕一 +
· 、 一 ,

,

。
一

(
· + l ) ( 1 + 、 ) 一 + (一

1 ) ( l + : ) 。( 1 + ` )X + l 〕一

(
当 ; 簇

刀
+ l

n 一 l

时
,

显然有 H
l

< 。 ,

因此
,

有可。。使 “ (一 牙) > 0

)
.

经计算
,

一“ ( ·
, 牙) 一 。 1。 、 l

十 (
·

一 l )从
·

G 万
`
一 (

。 K + 1 )
一 ,又一 `

〔( l + 又) X + l ]
一 2

·

{一 ( n + l ) [ l + ( 1 + 又) X ]
’
+ ( 1 + X )

2

(
n

一 l ) ( l + 几 ) + (
n

一 l ) (
。 + l )又 [ 1 + ( l + 又) X ] 一 又( 。 一 l )

2

( l 一 X ) + ( l + X ) ( , 一

1 ) (
n K 一 1 )衬 1 十 ( 1 + 劝 X ] }

.

令 才( X ) 代表大括号内的 式 子
,

则 当 X .

~ 一 {又
2

城 , 一

l ) (瓦 + l ) + 2几 [ (
。 一 1 )斌 一 2 ] 一 斗}{ 2 ( 1 + 几)

·

L( n ( n 一 1 ) K 一 Z n
沁 一 2 ] }

一 `
一 一 n ( 。
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一 1 ) ( K + 1 ) (又一 又:

) (又 一 又2

) { 2 ( 1 + 又 ) [ ( 。 (
, 一 l ) K 一 2。 )几一 2 ] }

一 ` ,

其中 几:

是

王( 。 一 1 ) 。 (犬 + l ) ]
一 `

{一 ( , 一 1 ) , 尺 + 2 士 [ ( (
。

一 ) n尺 一 2 )
,
十 4 , ( 。 一 l ) (尺 + l ) ]晋}

中取
“
一 刀号的项

, 又2

是取
“
十” 号的项

.

易见 又,

< 0 ,

而当 K > 1 时有 又2

> 0 ,

由 x 。

的表

示式可知
,

当 尺 > l , 又簇 几2 ,

〔 , (
n

一 1 ) K 一 Z n

]又一 2 提 0 时
,

有 X 。

< 0
.

即 f (X ) 的唯

一的一个取最大值的点 X振 [ o
, 1 )

,

因此 f ( X ) 在 [ o
,

1 )单调所以若 f ( o ) < o
,

则 f ( X ) 在

[ 0
,

l) 恒小子零
,

从而 。 ( z ,

动 > o 在 D ( K ) 成立
.

下面计算 f ( 0)
.

经计算有 f ( o ) ~ 双
n

一

l ) (
n尺 + 2 ) 一 2

.

因此当 又 < 2 [ ( n 一 l ) (
。 K + 2 ) ] 一 ` ,

K > l 时
,

有 f ( o ) < 0
.

故最后得

结论如下
: 当 K > l

,

0 < 又 < m i n { 2 [ (
n

一 l ) (
n K + 2 ) ]

一 , ,

又2 ,

2仁n (
,

一 l )尤 一 2
。
]
一 `

}时
,

由

( z 十 尤 )
“ ” 及 + 1) ( z 一 12 }

’
)
一 `” K + ` , `尺 生成的不变 K段h le r 度量的 S e a l a r

曲率
,

口 (
二 ,

牙) > o 在

D ( K ) 的每一点成立
.

( 4 ) 令 G ( X ) ~ ( l 一 X )
一 ` ( l > o )

,

G Z
~ l ( l 一 X )

一 `
+

n K + 1 > o
,

G ,

~ l ( l 一

X )
一 2

> O
,

H
刁

一 ( 。 + l ) ( l 一 X )
一 ,

一 (
n

一 l ) (
, K + l ) [ ( l 一

n K 一 l ) X + (
n K 十 l ) ]

一 `
+

。 K 一 1
,

H
:
~ ( , + l ) ( l 一 X )

一 ,
+ (

n

一 1 ) (
n K + l ) ( l 一

n K 一 1 ) [ ( l 一
n K 一 l ) X +

n K 十 1 ]
一 2

.

经计算有
: 月 I G衬 + (

n

一 l) 从` 丁一 (
。
+ 1 ) / l 十 l 一 `

[ ( l 一
。 K 一 l) x +

n K

+ 1 ]
一 ,

·

{ ( 1 一 X )
,

[ (
n

一 1 ) (
n K + 1 ) ( l 一

n K 一 1 ) + l (
n

一 1 ) (
n K 一 l ) (

n 尺 + l 一 l ) ]

十 ( 1 一 X ) [ 1
2

( , 一 1 ) ( , K 一 l ) + l ( n 一 I ) (
n

+ l ) ( n K + 1 一 l ) 一 l (
n

一 l )
2

(
n
K + 1 ) ]

+ 12 (
n

一 l ) ( 。 + l ) }
.

令大括号内的式子为 f ( l 一 X )
,

并令 1 一 X 一 T ,

则 f
’

( T ) ~ Z T ( n

一 1 ) (
。 K + l 一 l ) 〔l (

, K 一 1 ) 一 (
。 K + l ) 〕 + l ( , 一 l )工( 刀 K + l ) ( l + 2 ) 一 l (

。
+ 3 ) ]

,

f
`

( 了 ) 的唯一零点为 T 。

~ 一 l [ ( 。 K + 1 ) ( l + 2 ) 一 l (
n
+ 3 ) ]

·

{ 2 (
n K + l 一 l )

·

[ l (
。 K

一 l ) 一 ( n K + l ) ] }
一 ` . o K + 1 > l > (

n K + 1 ) (
n K 一 l )

一 `

时
, T 。

< o ( K > l )
.

当 T

> T 。

时 j ( T ) 递增
,

f ( T ) 在 ( 0
, l ] 的最小值为 f ( 0 ) ~ 12 ( n 一 1 ) (

,
+ 1 )

,

其最大值为

f ( l ) 一 (
n

一 1 ) (
n K + 1 ) [ l ( n K 十 2 ) 一 (

n K + 1 ) ] 因此有如下估计式
:

n
+ 1 1 (

n K + 2 ) 一
, K 一 1

1 13 ( n 一 l )
一 `

( n K + 1 )
一 ,

簇 巩
二 ,

劝 簇 一 卫生卫 _ l (
n

一 l ) ( n + l )

(
n K + l )

,
( 2 2 )

当 K > 1 ,

( : K + 1 > l ) > (
n K + l ) (

n尺 一 l 丫
`
日寸成立

.

易知
,

当 尺 > l , l > n K + 1 或 l < (
, K + l) (

n K 一 l)
一 `

时
,

有 T 。
> 0

.

由计算表

明
,

当 l > 12
,

K > 1 时有 了。

> 1
.

当 尺 > 1 , l < l , 时有 0T > l ,

其中

z; 一 (
。 尺 + l ) (

, 尺 +
,

)
一 `

[ (
。尺 + l ) 一 ( n ,尺 ,

一 2 , + z )去]
,

z: ~ ( n尺 + l ) ( n尺 + 。 )
一 `

[ ( n尺 + z ) + (
n , 尺 ,

一 2 , + l )丢]
.

因此
,

当 尺 > l
,

z > z, 时或 l < l: 时
,

都有 T 。

> l ,

而且 f ( T ) 在 ( 0
, 1 )单调递增

,

所

以此时也有估计式 ( 2 2 )成立
.

3
.

。 ( ` ) 的全纯截曲率 (H o l o m o r p h i e s e e it o n a l e u r v a t u r e )

本文我们简称为全纯曲率
.

( l ) 令 G ( X ) 一 ( 1 一 X )
一 ( , + `一 i , , 则文献 [ 3 ]可知

, G ( x ) ( 1 一 }Z {
’
)
一 ` , K + ` ,̀ K 眨 I对 ( D )

,

而且 。 ( :
,

d : ) < 0 ( 0 成 j (
。
)

.

( 2 ) 设 c 为常数
,

则我们得到 。 (
z ,

d 二 ) 在 ( z , ,

o ) 之值为 :

。 (
二 , d 二 ) ~ 一 C 一 { 1d

z :

}
`

L( X体
’ “

+ Zw
’ `

) + X ( X W ” `

+ ZW “
)

,
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一 x( x砰
, , ,

+ 2评
` ,

)
2

( x 牙
, ,

+ 砰
,

)
一 ,

一 c (尤万
` ,

+ 砰
`

)
,

] + 尺一 `

(己z J万; )
〕

·

[ 2 ( X W
`

+
, K 十 l ) + ( K 十 l ) X ( X w

’ `

+ 评
`

) 一 K一 Z C ( X 附
’

+
n K

+ l )
,

] + 2 9
一 `

}沙
z ,

{
’ J z 砰矛 [ 2 ( x 牙

, ,

+ 牙
,

) + Z x ( x w
, , ,

+ 2牙
, ,

)

一 Z X ( X W
, ’

十 体
,

)
2

·

( X研
`

十 n K 十 l 厂
`

一 C ( X 丫
,

十 。 K 十 1 ) ( X 甲
, `

十 牙
’

) ] }
·

{ d
z T d 二

,

}
一 2

.

令大括号内式子以 。 ;

(
z ,

心 ) 表之
,

即有

。 (
z , d z

) 一 一 C 一 。 ,

( z ,

d :

)
·

{ d
: T d z ,

}
一 2 .

( 2 3 )

令 G ( X ) ~ ( 1 一 X )
一 ` ( l > o )

.

则经计算有
:

W
’

~ l ( l 一 X )
一 ` ,

W ” 一 l ( 1 一 X )
一 , ,

万 ” `

一 2 1 ( l 一 X )
一 , ,

砰 ` , , 一 6 1( l 一 X )
一 咭 .

以此代人 。 :

( z ,

d z) 的表示式
,

并令 l ~
n K + 1 得 :

。 :

( 二
,

d 二 ) ~ ! d
二 ,

l
`

[ ( l 一 X )
一 `

( 2 2一 c z, ) ] 十 尺 一 , z ( J z 亘了
沙

)
,

·

[ ( l 一 x 犷
,

(尺 十 l一 K一 , c z) + ( 1 一 x 犷
,

( l 一 尺 ) ] + 2尺 一 ` z lj
z ,

{
’ J z J玄

,

·

[ ( 1 一 X )
一 `
( 2 一 C I ) ]

.

易知
,

当 C 毛 2 1一 `

~ 2 (
。 K + 1 )

一 `

时
,

上式 }d
。 :

}
`

的系数 ) o
,

}d
z :

}
Zd Z d Z

’

的系数也 ) 0
.

当 e 成 m i n毛Z K
,

( n K + l 犷
` , 尺 ,

(尺 + x ) ( 。 K + 1犷
`

} 时
,

( d z 刁玄
,

)
,

的系数 ) 0
.

由此可见
.

当 e 成 m i n { 2尺
2

( n K + 1 )
一 ` , K Z

( K + l ) ( , K + l )
一 , ,

2 ( n K + 1 )
一 ,

} 时
,

有 。 t

( z
, d 二 ) 李 。 ,

此

时就有 。 (
z ,

d 万 ) 毛 一 C
.

当 C ) m a x

王2 (
n K + 1犷

` ,

ZK ,

( , K + l犷
, , K ,

( K + l ) (
n K +

1 )
一 ,

} 时
, 0 > 。 ( z , d z ) ) 一 c ,

当 K 一 l , C 一 2 ( 。 + 1 )
一 `

时
,

有 。 ,

( z ,

d 二 ) ~ o ,

从而就有 。 ( z ,

d z

) 一 一 2 (
n
+ l )

一 ` .

容易验证当 尺 ~ 1 , C ~ 一 (
n 一 l ) (

n
+ 1 )

一 ,

时
, 。 (

z ,

d z
) 一 (

n 一 1 ) (
n
+ l )

一 ` .

( 3 ) 令 G ( X ) ~
e X ,

则 W 一 lo g G 一 X
,

W
’

一 l ,

W
` ’

一 O
,

而 G Z

~ X W
`

十 。 K + l

~ x 十 。尺 + 1 > o , ` :

一 l > o
,

故
e X ( l 一 ! Z !

’
)
一 ( ” K + 切 K 属于 I M ( D )

.

经计算有 :

。 、 ( z
, d 二 ) ~ 一 C I刁

名 :

1
`

+ 尺 一 `

( J z 舀玄
,

)
,

[ 2 (尤 + n尺 + l ) + (尺 十 l ) x

一 尺一 , e ( x +
, 尺 + l )

,

] + 2尺一 `

} J
。 ,

}
’` z 窟玄

下

[ (
, 尺 + l ) ( x +

n尺 + l )
一 ,

一 C ( X +
n K + 1 ) ]

.

因此
,

当 C < 0 时
,

总有 。 l

(
z ,

d幻 > o
,

从而有

。 ( z ,

d z ) < 一 C
.

当 C ~ 0 时
,

取 d : ~ ( d z : ,

O ) 粉 o
,

则总有 。 (
: ,

d 名 ) 一 0
.

( 4 ) 令 G ( X ) ~ ( l 十 X ) ` ( l > O )
.

则经计算有
:

。 ,

( :
, ` :

) 一 l ( 一+ x )
一 `

{d
z ,

}
`
(一 2 一 C I ) 十 尺一 ,

(己z丁矛 )
,

{一 l (尺 + -

十 K 一 Z C I ) ( l + X )
一 “

+ 汇l ( K 一 l + ZK 一 Z C (
n K + l + l ) l ( l + X )

一 ,

+ 2 (
。 尺 + l + z ) 一 尺 一 , c (。尺 + 1 + z )

,

} + ZK 一 ,

( l + x )
一 , z }`

2 1

1
’ J z 三玄

了

·

{ ( 4 + C I ) ( l + X )
一 `

一 [ 2 + C (
n K + l + l ) ] + 2 1( l + X )

一 `

[ ( l

+ X ) (
n K 十 l 十 l ) 一 l ]

一 `

一 2 1以 1 + X ) ( n K + 1 + l ) 一 l ]
一 `

}
.
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当 C~一 2 1一 ` ,

d 之 ~ ( d 二
1 , 0 ) 铸 0 ,

则有
功 ( z ,

d z ) ~ 2 2一 ` .

请注意在讨论全纯曲率时
,

我们都是在点
: 一 (

z : ,

0) 处进行计算的
.

从上式可知
,

当 l

为任意小的正数时
,

由 ex ( 1 一 ! 21
2

)
一 `
“

十 1

)K/ 生成的不变的 K汕 le r 度量的 全 纯 截 曲 率

。 ( 。
,

d z ) 在方向 d 之 一 ( d z l , 0 ) 铸 0 处可任意大
.

自然会问
,

满足相应于这些不变 K 江hl er 度量的 L a p纽 c e 一

eB it r a
im 算子的函数 (一般称为

调和函数 )的 iD
r ic hl et 问题可解否 ? 特别

,

是否存在在群 A ut ( D ) 下不变的调和函数 ? 这些

请看作者的另一篇文章
“

在 A ut ( D ) 下不变的调和函数 ”
.
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