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一类余维3 鞍点型平面向量场的分支
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,
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摘 要

本文解决了 F
.

D u m o r t i e r ,

R
.

R o u s s a r i e 和 J
.

s o t o m a y o r
在讨论余维 3 鞍点

型平面系统的普适 开折时遗留下来的 3 个主要问题
,

从而证实了该文提 出的一类余

维 3鞍点型平面向量场具有普适开折的猜想
.

关键词 余维 3
、

鞍点型
、

平面向童场

向量场分支理论的基本问题是寻找结构不稳定系统 的普适开 折
以,

( v
e r : a l de fo

r m at ion

。 U n iv e r : a l un fu ld i n g )
,

这是个具有重要理论和实际应用价值而又困难的问题
,

迄今为止
,

仅

找到了少数几类结构不稳定系统普适开折
,

其中一个重要工作是由 oB g d a
on

v 给出的
,

他研究

。。*。在二维中
J

。流形上线性部分相 ,以于
(
0 1

0 0 )
,

规范形为

伫一 xz,
/ 、

`劣 z

一 x 甲生气 x i夕

的系统
,

这里 甲、 , 甲 2

是
x 、
的多项式

,

则 ( 0
.

1) 式的

十 : , x Z甲:

(
x l

)

2一 i e t 为

( 0
.

1)

一 X 2,

~ a x {+ b x 、 x : -
( 0

.

2)
.. ..

,
`

.

X
.

rr̀J、 I
L

当 。 b 今 。 时
,

他证明了 ( 0
.

2 )式有普适开折
〔u ,

人们称这种分支现象为余维 2 尖点型分支或

B T 分支
。

,
, , .

随后 D u m o r t i e r ,

R o u s s a r i e 和 S o t o m
a y o r

合作考虑
a , b 之一为零且是余维 3

退化时
,

系统是否存在普适开折的问题
.

对 a 等 o , b ~ 0 情形
,

他们经过长达十年的研究证

明 了其存在普适开折
〔
卜 对 。

~ 0 , b 铸 0 情形
,

系统 (0 l) 式的 3一 ejt 为

沦一 ~
x Z ,

分:

~ sl 式 + bx
; x Z

十 。 2

式x :
.

( 0
.

3)

当 占6 1 5 2
铸 。 时

,

由奇点 0 ( o
, 0 ) 的类型

,

系统 ( 0
.

3 )分为
。 ,

> o 鞍点型 ; s ,

< o
,

b ,

+ 4。 、
< 0

中心 (或焦点 )型 ; 。 l

< o ,

夕 + 4s
:

》 0 椭圆型
.

对这三种类型
,

他们提出有 (弱 )普适开折的

猜想 [’1
,

并据此猜想画出三张分支图
,

而要证实此猜想关键是研究系统

x + 拼 :

+ y (
,

+ b (几
, r

)
x + r x ,

) 十
: ,夕中 (

r , 又, 二 , 夕)
( 0

.

4)

一

V
夕

X
一一一一分

.

yr
.才1
万̀

1 99 1一 10 一 15 收稿
, 1 9 9 2一 0 8

一 13 收修改稿
.
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的分支
,

其中 o < r 《 1 , 又 ~ ( 邵
, , ,

) 是参数
,

中 , b ` C ’ ,

只 o ,

0) > 。
.

对此文献 [ 4] 中还遗

留疑难问题有待解决
.

关于鞍点型这些问题是 : ( 1) 两鞍点共振 (即 b (又
,

)r ~ l) 时异宿环小

邻域中有哪些分支现象发生 ? ( 2 )如何确定鞍结点分界线与双曲鞍点连线的分支 ? ( 3 )分支值

的小邻域中的三个局部分支图能否连结成整体分支图
.

本文在共振情况 ( b (又
, r

) ~ l) 下解

决了这三个问题
,

对非共振情况 ( b ( 又
, :

) 粉 l) 可类似讨论
。 ,

从而证实了 s ot o m a y or 等 41[ 提出

的猜想和分支图对鞍点型是正确的
.

注 L l 下文所说系统 ( 0
.

4 )均指 b ( 又
, :

) 一 l 的情形
,

所画分支图均是 拌 : ,
平面上的

投影图
.

1 鞍结分支值小邻域中的分支图

系统 ( 0
.

4 ) 的鞍结分支值是 那 :

~ 士
2

; 丫
一

丁

,

在 那 , ,
平面上它 是 两 条平 行 线 sL

N 、

和

sL
、 r ,

通过计算易得系统 (0
·

4 )的奇点性态见表 1
.

定理 L I 存在鞍结分支值的小邻域 v l , 和 v lr,

使得系统 (。
.

4 ) 在 v l ;
和 v l r

中有分 支 图 l ,

其 中

NS .C `、 》1(r ) 表示鞍结点分界线与双曲鞍点连线的分支 ;

与
b )
是两鞍点上 (下 )异宿轨分支 ; B IT

。` ;

是 B T 分支 ;

l(L
: )是左 (右 )同宿环分支 ; L H

是一阶 H oP f 分支
.

由表 1和文献 〔1] 易证定 理 1
.

1 中 的 分 支 值

Bl(T
r , ,

L H
和 lL ( r ) 的存在性

,

本文仅证分支值 s N c
: 、
和

C
,

的存在性
,

类似可证其它分支值 SN aC
: , s N c 、 : ( : ,

和

C b 的存在性
主, .

ppp ` 吧吧

{{{
c `̀

;;; ///、、、 ttt lll协产产

嗽嗽嗽
... lllll

lllllll lllll
!!!!!!! 11111

引理 l
·

1〔习 设系统 戈 ~ g ( x
, a ,

夕)
, 窟 ` 扩 ( R

, x R x R
,

砰 ) 满足 ( 1 )当 a ~ 夕~ 0

时
,

有双曲鞍点 尸 ,

和鞍结点 0P
,

以及 p 。
的分界线与 p

,

的连线 式 t)
,

且 il m 式日 ~ 尸。
; ( 2 )当

。一。时
, 了
印 ) 是 戈 ~ 抓 x , o ,

夕) 的鞍结点的坐标向量 ; ( 3 )鞍结点 p 。

处中心流形上向 量 场

的方程为

含:

~ o + (
a :

( 0 ) 十 O (刀) )
: f + 0 (

z {
, 刀)

,

其中 , ~ (
a 沪 )

, 。 2

( o ) 粉 0 , O 伪 )
, o ( z觉

, 。 ) 〔 C . ; ( 4 )数 A
, B 为

A垒 [ il m K ( t ) g (丫 (
t )

, o , o ) ]八。 铸 0 ,

B垒 } li m K ( t )多 (丫 ( t )
, o , o ) A

少卿 ! + {
’ 、 ( , ) : ( , ( , )

, 。 , 。 )八髯 ( : ( , )
, 。 , 。 ) d , ,

d口 J ,一 d 声

这里 K ( : )

一
p

(
一

{:
d ·̀

( : (: (
` )

, 0 , 0 , d`

)
, ·
是 p 。

处零特征值的右特征向量
,

A是向量的

交叉积 ;那么系统在点 (
a ,

助 一 ( 0
,

0) 处发生鞍结点分界线与双曲鞍点连线的分支 SN C ,

且

异宿轨分支曲线 C 是满足

l) 肖冬梅
, 平面上一类余维 3 鞍点型奇异向量场的普适开折

, 北京大学博士学位论文
, l , 91

`
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表

参参 数 取 值值 奇点点 奇 点 性 态态
个个个数数数

拌拌 1
.

, . 乍 自 OOO 111 鞍点点

,, . _ . ~ 222 lll 双曲鞍点点
...拜 l 吕

`
尹二甲几声井井井井

jjj V 3333333

222
_ . _ _

222 333 两双曲鞍点和一结 ( 焦 )点点
一一 , , -二~

二 吸
.

朴 l ` 孔二尸 - , 不二 二二二二

333 丫 3 5 V 3333333

... 。

_ _ 222 , 一 杯飞7了 + 二 +
。 !

:
) ~ 000 222 双曲筱点和尖点点

尸尸 l 一 一
-丁 -一 7 = 二二 3333333

333 丫 3333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333

””” 一 犷丽
+

蚤
+ o ( ` )午 000 : 。 。 , , ~ 二

4苍苍
222 双曲鞍点 O 和鞍结点 0 * , 且存在 O* 分界线线

`̀̀̀ V 33333 与 。 的上连线 几
: :::

yyyyyyyyyyy 二 一李( 二 + 犷
~

巧了) ( 二 一 2 1犷了)))
22222222222

、 ’ ` , 、 ·

一一
了了了了

~
0 , 沙 。 _ 222 222 双曲鞍点 。 和鞍结点 o * , 且存在 0 . 分界线线

肴肴肴肴肴肴
与 O 的下连线 八此此

,,,,,, ~ ( 二 + 犷刀了 ) ( x 一 2 1亿丁 )))

其其其其它 值值 222 双曲鞍点和鞍结点点

二二 _ 222 , + 犷不厅 + :
13 + o

(
: ) = ooo 222 双曲鞍点和尖点点

ppp l
~

代丁 -丫了 = 井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井井

jjj 犷 333 ” 十

了于
+

晋
+ ’ ( ` ,年 。。 _ _ 。 _ .

222 222 双曲 鞍点 。 和鞍结点 0 * , 且存在 0 *
分界线线

lllllll
~

U , 护 ~ 于下产于于于
与 。 的下连线 八

r :::

VVVVVVV 33333 , 二 ( 二 一 犷
~

刀乃 ( x + 2 /犷了)))

,,,, _ n
, ,

一 _ 555 222 双曲鞍点 0 和鞍结点 0 * ,

且存在 *o 分界线线
与与与与与与与与与与与与与与与与与 O 的上连线 介

: :::

`̀̀̀

一
“ ’ “

一 三7 飞飞飞
, 二 一止 ( 二 一 犷 1 7了j (

二 + 21 犷了)))

2222222222222

其其其其它值值 222 双曲鞍点和鞍结点点

。

一
。 2

( 。 )黑夕
,

+ o (口
`
)

A
`

的半条曲线 : 当鞍结点 P
。

破裂
,

其一为鞍点时
,

若此鞍点的
z ;

坐标 对 < 。 ,

则取 夕的符号与

A B 相同
,

否则取反号
.

注 1.2 此引理取自文献 〔 , 〕
,

但进行了修改
,

排除掉原定理结论中的半条
“

分支
”

曲线沱

对应系统有双 曲鞍点与双曲结点的连线
,

而这不发生分支现象
.

,乙f J

旷

一ǹù
定理 L l 的证 根据表 ;

,

作变换
二 ;

一 二 十 丫币
, x Z

一 ,
, : 一 r, ;

:

一 二 ,

+

公 ~ p —
5

: 了丁
则系统 ( 0

.

4 )化为

卜一 ` ”
广

·

之
_ , /

了二了、
.

1
.

V 3 、
. _ . _ . _

_

~ , _ ,
_ _ _ _ 、

1才
,

~
艺节 L劣

-

一 V j 少呀
. 劣 2 几 劣 t ~ 卜

—
一

! ,
~
拜一 , ~ 梦 X Z ~ 1~ 「 x Z甲 1戈 f 一 几 , 工 t 一万 z户-

(
-

一
’

\
一

“ /

( IJ )

其中 : 一 (。
; ,

动
, 。 : ` e

.

当 ` 一 0 , : 一 。 时
,

系统 .(l ` )有双曲鞍点 。 1

(丫丁
, 0 ) 和鞍瓤 {

:

寸
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( O。 ,

0), 以及 。 的分界线与 。 1

的上连线 人 ! : ,

一合
X
x( 一 了丁 ,

·

在参数适当微扰下
,

鞍

结点。 破裂为结点 O
:

和双曲鞍点 0 3 , 了
` 、 分裂为 0 3

的分界线 代
1

与 O ,

的分界线 此
; ,

记 此 , 与

式,之间距离为 da l。
, r ,

)t
,

若 心 l
以

, r ,

0) 一 O
,

则系统发生 s N C
. :
分支且上异宿轨分支 C

。

满

足 d
. :
(又

, r , 0 ) ~ 0
.

首先考虑
r ~ 0 情形

,

此时系统 ( 1
.

1) 为

/二
、 .

/
.

了丁、
,

_ . _

一 为 、 xt 一 v 〕 夕 , 工 ,

、 二 ,

,
`

万 2个
’ 11 ,

”
八

·
( 1

.

2 )

丸分!
.J、 ,
wet

二 、 *
.

_
.

_

J 百
一 , .

_ 、 _
4

_

件义担乏 x l

~ y l

十 y Z

个 户1, x l

~ 盛丁
.

一

戈y Z

牛 娜 1
/

, 产 I

~ 一二 ,风
, ,

~
v ,
只叭 1

.

乙夕4七二习
乙 5

了百
_

夕-

一 品二一 产 1 州~ j 产下一 拌 zv

ee , y Z ,
. J拼 l y: ,

. 乙群 l y Z ,
. ` y万 ,

.

二 y且 y Z ,
.

y二
名

2

一
一
了宁 气风 十 yl 十 y

Z厂 ,

丫 3

了
一

了
_

_

夕2

~
J ,

y Z

一 扭
、 月卜 “ l , 十

, y Z

一 J 拼一y l

一 招
x y z

一 ` y了一 二 y t y Z

一 y牙
乙

( 1
.

3)

十
一

畏
一

( ,
: 十 , ;

十 , 2

.s)

丫 3

由待定系数法得系统 ( 1
.

3 )的中心流形

yz ~
一

万
二

y
l

V 3

1斗
一牙

二

于 l r l y ,

V 3

2 0

个 一万井户丁一
V 3

2 _ _
.

~
, , r 、

万
“ ` , 十 口 、 y下

’ ` ’
·

从而系统在 中心流形上的方程为

夕
,

一

夸
声

1

+ 。 ( {{: }!
2

) + ( 3 :
1

+ 。 ( }}: {}
2

) ) , ,

`

十 (卜斗
。 十 6

办
。 `

+ o ( 11: 、}
2

)、
, 、 + o ( , 、

,

: ) 垒 ; ( , : ,

: )
.

丫 3 ,

` ( ,
: ,

万)垒达达互里丝业
Oy

:

一 ( , “ !

十 o ( ,,̀ ,,
2

, , 十 ,

(
2 -

+ O` ,,̀ ,}
2

,
)
, !

+ O ( , :
,

` )
.

斗
_

.

_

厂丁
,

_

万于于
万

十 b V ` 风
丫 3

由隐函数定理知存在函数 a( 叉)
,

满足 a( 0) 一 。 , G (
`

《 瓦)
,

劝 一 。
.

故中心流形上方程进

一步化为

毛 、

迈2 卢
,

十 。 ( I}工}1
2

) 十 ( 4 十 O (义) )
; { + O (

: 灵
,

叉)
。
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、

n \月日 z

y

、、 ,J/

X十

` “
!

,

叭
·

0

3 : `一 2,
户

厄
二 + b , 汉 , _

_ /丁
、 」 了了 3

孟 、 孟 一 V
J /

T
、 一 二一

\ Z

A “

今 O,

Z了了̀.1、、、
山

、

、 .̀了/

林

l一

们一
一2

了了.、、

r
`L

.dnō

l
ó

4 (了丁 一 二
)

,

3 劣
(
一 x(z 一 、 卜

y

咬令
一

+ ·

))一
3

石腼ōù

口口d

、

1
1/

/沪

l、

八

\、lwe声11

y

、
`

、.声/

X十

B 。
{
十一
二 (了丁一

二
)

j

一 。 3 苦 !
X (z 二 一 了了 ) 十 (述

,

\ Z

,
/丁

、 ; 1

3了丁
又V j 一 x 少

一 Q x ~ —
一

。

l 4

一,犷。
产.. ....砂

ù

记鞍结点 0 ( 0 ,

0) 破裂后的一奇点为 0 * ,

其坐标为 (犷
, v协

,

易证当 才 < 0 时
,

奇点 0 雄

(添

对 ) 为双曲鞍点
,

由引理 1
.

1知系统 ( 1
.

2 )在 丸一 0 处发生鞍结点分界线与双曲鞍点连线的分支
,

--lP礴
2
一石引

且上异宿轨分支曲线为
华

、 一尖
。 ,

十 。 ( , ) 一 。 , 。 < 。
.

即 da 浅、
, 。

,

。 ) 一

了 3 , ,

1

4 9
护 十 0 (护 )

.

由隐函数定理知
,

存在 。 < 占 《 1
,

乒:

~
。 d 。

( ,
,

r)
,

使得当 o <

d
。 ,
(乒

. 1
( , , r

)
, , , r ,

o ) ~ 0
.

故在点 ( 拌
: , p

) ~ ( 3了丁
’

: 了丁
+ o (

· )

)
处

,

系统 ( “
·

; )发

生鞍结点分界线与双曲鞍点的上连线分支 s N .C
: ,

且上异宿轨分支 C
。

关于
: 的零阶近似方程

为

2 /
.

2 \ l / 5 \
2

.

。 / / 5 \
,
\

。 _

一
二二二几环一 r 一 - - - 花二= I一 — t V

ee —
一不二

二 . , .

口 ! ! 刀

ee 一
代: 二二 ! I ~ U 一 沙 <福

了 3 、 3了 3 / 4 9 \ 2了 3 / 、 \ 2了 3 / /

5

: 了丁
’

另一方面
,

系统 ( 0
.

4 )在参数空间和相平面的原点充分小邻域中关于
, 构成旋转向量场

,

故在分支曲线 sL
, ,

上存在唯一分支点 SN .C
: 以及过点 SN C

. : 的半条分支曲线 C
。 ,

故得分支

图 l
。

2 可积系统对应的参数值小邻域中的分支图

若参数 户 :

~
万

一 r
~ o ,

则系统 ( 0
.

4 )为

分 ~ y
,

夕一 厂 一 x 十 x y
( 2

.

1)

这是一个可积系统
,

具有无穷余维的退化性
.

作参数尺度变换
。

( 0
.

4 )式化为

一 : ,
那 ;

~
。应

、 , ” ~ 。公,

则

干
分

气夕

一 y ,

~ x ,

一 x + x y + 。 (应
,

十 公y +
x , y ) 十 y。

, 中 2

(
。 ,

又
, x ,

y )
. ( 2

.

2)

当 6 一 0 时
,

系统 ( 2
.

2 )有三个奇点
: 中心 5 ( 0 , o )

,

双曲鞍点 S ,

( 一 1 , o ) 和 S: ( l
, o )

,

以及第

一积分

H (
x , y ) 二 ( 1 + , 一 x ,

) ( l 一 2

卜
二 ,

)壹一 人,
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当 O<h < 1时
,

系统有闭轨线 r , : H (
x , y ) 一 h ,

并且当 h o o十时
, r 、

扩张为过两 鞍点
、

S: , S:

的异宿环 r ;当 h 一 l 一 时
, r 、
收缩为中心点 S ( 0

, o )
.

当 0 < 6 《 1 时
,

系统 ( 2
.

2 )在 0 蕊 h ( l 上可能产生分支
,

为讨论方便
,

分以下两步进

异宿环小邻域 U 内的分支

当 。 ~ 0 时
,

系统 ( 2
.

2) 的连接两鞍点 S 、 , 5 2

的上 (下 ) 异宿轨 r
,

( r b
) 的方程为 y 一 一

氛.l2

告(
X之一 ` ,

, , -
X Z

一 ` ,

取正 (负 , , 轴作 r
.

( “
`
) 的无切线

, 厂
。

( 厂
b
, 与正 (负 ) , 轴的交点

对应时刻 , 一 0 ,

则 f
。

( r b
) 的参数方程为

r . : x ( t ) 一
e t

一 l

e ,

十 l

, (犷,

丫署万
;

(
r b : · (君 , -

翼一
l

+ 1

y ( t ) ~ 一
4 e一

( l 十 e沐 )
设在 6 今 0的适当小扰动下

,

f
。 ,

r b 破裂
,

破裂后记 s ,

的不稳定流形 (稳定流形 )与 5 2

的

稳定流形 (不稳定流形 )间距离为 d
。

( d
b
)

,

则 d
. ,

d 、
可分别展开为 。 的 C . 函数

: d
。

一
。 I 、

+

O (
6 2

,
, “ b

一
` 2

+ O (一 )
,

这里 ` 1

(或 , 2

)为
!

_

二
一 `““ “

`

( p 。。 1

一 。。 p :

) d
! 中将

· ,
, 用 。

:

(或

r 、 )的参数方程代人计算的结果
,

其中 尸
(,

一 、 ,

p 、

一 0 ,

Q
。
~ 扩 一 x 十 xy

,

Q
,

一 户
:

十 卯 十

x Z
,

,

, 一

(3 x 2

一 y一 l 犷)
定理 2

.

1 存在常数 。 < 占 . 《 l
,

且当 s ` ( 0
,
占1

) 时
,

( l )存在函数 厉: 。

(
s
)

,
公。

(
。 ) 满足

瓜1。

( o ) ~ 生
4 2

云。

( 。 ) ~ 一丢二
吕4
使得当 户

,

~ l0P (
。
)

,
公 ~ 几 (

。
) 时

,

系统 ( 2
.

2 )有异宿环 r * ,

并且

r 衣 是不稳定的 ; ( 2 )存在函数 应
l 。

(公
, 。

) 满足

2
_ .

2
_ ,

~
_ ,

_

_ 、
.

1
_ .

1

风
。戈“ , u 夕十 万 ” 十 石 一 U’

但 一 ” t0t ” ,
u ’ 十 言

” 十 百钾 ” ,

使得当 应
:
~ ll1 0( 公

, 。 ) 时
,

系统 ( 2
.

2 )有上异宿轨 ; ( 3 )存在函数 邵霭(公
, 。

) 满足

1
.

1
_ ,

一 . , _ _ 、
.

2
_

_

2
一 环鑫( 公

,

O ) + 于云 十 止 ~ 0
,

但 娜款公
, o ) + 于 云十 几 铸 0 ,

2 8
一 一

“
一

”
`

5 3 5

使得当 户
,

一 户献公 , 。
) 时

,

系统 ( 2
.

2) 有下异宿轨
。

证 根据 M el in k vo 方法
,

易计算得

月公叮
l一2卜

4
, .

8
, t

一 丁 拜 1
一

十 丁二 Z, -t
电

j l 〕 1 0 5

I : 一 一 二屏
,

十 生 `

对函数 也
一

用隐函数定理易证 ( l )
,

卯 )
,

( 3 ) 所述分支值的存在性
,

下证异宿环 r ,

不稳
8 8

设系统 ( 2
.

2 )的两鞍点 为 s梦( x : , o ) 和 s梦(
x Z , o )

,

其中
二 ,

一 一 1 一 粤
6 ,

, 十 。 (
。 ,

)
乙

万 z

一

举
:

一

十 0 (扩 )
,

则 舜
,

必 的特征值为
1一2

一

l
、

3

5
`

十
~

丁产 I
十

6

生 。

卜
。 (

5 2

) 一 1
一

, 。

(兰
+ 互 , :

、
3 / \ 7 8 /
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+O (
s ,

)垒 l + 。 a + O (
。 ,

) > 0
,

孟沙
2一3

一
2一3又: 2

一 一 2 +
5

4
-

一 介 l 月 -

3 )
+ O (

·”

/ 1
.

4
,

、
~ 一 乙十 科 一 十 —

1 2 】
\ 2 3 兀 /

+ 0 (
。 ,

)垒一 2 + 。夕+ o (
。 `
) < 0 ,

又: 、
~ 2 十 叨 + O (

。 ,

) > o
,

又2:
一 一 +

。 ` ,

+ O (
。 ,

) < 0
.

令

内笛

,矛皿
冬一派Jù气j5一4

十
15一14

J

了

l、、产 J

垒一当
2 二

之I `

会 2 一 。 7

厂4
.

1
_ .

4

乙 一 、丁 十 丫了乒l

十 丁
万

、
j j j

十 O (
。 ,

) > l
,

5 + O (
5 2

) ~ 2 一 1 1

+ )
· + 。 (

6”

; ,

全一丛 一

一 又2 - 合一 (
一

全
+

一

工: :

十
一

工 、
、十

。 (
E Z

)

1 2 3 /

、

ll一旅l
一

- 8
/ 1 5
、一

归

十
\ 5 6

弓

一 11
-
卜 十 O ( ` 2

) < l
,

则异宿环 f *

的鞍量小于 1 ,

故 r
半

是不稳定的
.

当 。 〔 ( o
,

么 ) 时
,

由定理 2
.

1 知系统 ( 2
.

2 )可改写为

一 V ,

~
x ,

一
x

十 x y 十
、

(月
10

( 。 ) + , 。 (
。 ) y +

x ,
y )

十
·

11是
` 1

一

最
` 2

卜 (是
` 互 +

箕
` 2

)
,

!
+ O (

6 2

,
, ( 2

.

3)

并且有函数 I ,

( s )
, 1 2

( 。
) 满足 I ,

( D) ~ 0
,

1 2

( 0 ) ~ O

使得系统 ( 2
.

3 )有不稳定异宿环 r * .

记 日一 ( I : ,

八)
,

在 r 水

的充分小邻域 U 内考虑后继函数 H (
、

)
,

它由四

个映射复合而成 H ( s ) ~ 毋 ZO F Zo 少 , o F ( ` ) (见图 2)
,

l , , 12
,

j , ,

j
Z

是 r 冰

的无切线
, : , : ,

互
, `
分别是其上的坐

标
,

F , , F :

是 S才
, S犷的小邻域中的 D u l a e 映 射

, 少 , , 毋:

是鞍点 邻域外部的微分同胚
.

显然系统 ( 2
.

3 ) 在 U内

有闭轨等价于函数 H ( 了 ) 有不动点
,

也等价 于 函数

石 (
s
)垒梦

、 o F 、

(
s

) 一 F牙` o 梦 : `

(
s
) 有零点

.

引理 2
.

1 〔6] 设 O 是 R Z

中有界域上的参 数
,

系统

~ 几,

(日)
x 十 f

;

(日
, x ,

)
·

)
,

一 几2

(乡) y + f
Z

(乡
, x ,

y )
( 2

.

4 )

满足 ( l )又
;

(乡) < o < 〕 2

归 )
,

几,

(日)
,

又2

归 ) ` C走+ , ,

夜> l ; ( 2 ) f
; ,

f
Z ` C及

十 ` ,

在奇点 O ( o
, 0 ) 的

小邻域详中有 f
,

( ,
,

0
,

y ) ~ 0
,

D f
:

(日
, o

,

o ) 一 o
,

f
Z

(日
, x ,

o ) ~ o
,

D j
Z

切
, 0

,

o ) ~ o ; ( 3 )线段

J
, : x 一

二。 ,

Z
, : y ~ y。 是 。 ( 0

,

0) 的稳定流形和不稳定流形上的无切线
,

则存 在 0 ( 。

充分小邻域 w
* ,

它不依赖于 。 ,

使得 w
*

内 Z
,

到 1
2

的 D ul a 。

映射 F : 尸 (
x 。 ,

力 ~ Q(
: ,

·

” ) 魄
夕。) 可

表示为 y ~ 〔:
(的 十 尺归

, T ) ]
e 一 (ẑ 。 T ,

其中 T > o 是 ( 2
.

4 )式的轨线由 P 到 Q所需的时间;
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c L口 )` C通一 ` , ` ( o ) > o , 尺臼
,

r ) ` C凌一 , ,

且对给定的
。 , o < 。 < m i n

{一 又;

( o )
, 之2

州 ) }
,

存在常

机
> 0

,

于 > “ 使得

卜丝黯互 {
、 。。

一 卜
旦
臀黔1

、 · 。· -

一
。 , `

,

一卜
`

·

注 2
.

1 此引理是根据文献 〔6 ]中定理和推论对二维双参数系统进行改写取出本文需要的

结论
.

推论
工,
在引理 2

.

1 的条件下
,

D ul a 。
映射 F 可进一步表示为

V子

,
.

lwe
.J、

、,/

一卜
(日) + R

(
”

,

- I n y

走2

(夕)

_ ^
,
(口)

孟2 (口) ,

其中
c钾 ) ` C走一

, c ( 0 ) > 0
,

R归
,

, ) ` C走
一 ` ,

且对给定的常数 0 =< a < m i n
{一 之,

(夕)
,
又2

(日) }
,

存在常数 `
> 0

,

于> o 使得 }
一

巡咬生卫州 提 : ,

扁
一 ’

O
,

y
鱼嘿且 }动赢

一 ’ , 5

一 o ,

1
,

…
,

人一 1
.

由推论及微分同胚定义得 F ; , F 牙
` , 梦 : , 梦牙

`
表达式 :

; ; : , : (
,

) 冲 , 2 ( , )
, , 一 : ,

(
,
) 一 }

; ;

( 。 ) + 、 .

(
。 ,

-架头、!
,一 , ` ,

( 0 ) => 。 ;

L \ 孟 l一L口 ) / J

F 、 1 : 7! ( J ,
一

(了,
, / 一 F Z !

(歹, 一

!
一 (“ , 十 R Z

(
”

俄粉)1
`之

, 一 ( 0 , > 0 ;

少 、 : 12

( t )一 i
,

( 2 )
,

矛~ J
。

十 必
1

( t ) ~ d
。

+ 。 ;

(乡)
z + 0 (

z ,

)
, “ 、

` o ) > o ;

毋 2
一` : I t

(
`
) 一 12。 )

, ; ~ 一 d 、 十 中 2 `

(
s
) 一 一 ` 、 + 。 ,

(日)
`
十 o ( s ,

)
, , .

( 0 ) > 0
.

显然
,

函数 E (
,
) 的零点与无切线 1 1 , 12

,
, ,

,

夕
2

及其上坐标选取无关
,

下面根据 E ( , ) 的性质

讨论系统 ( 2
.

3 )的分支
.

( l) 系统 ( 2
.

3 )的左同宿环分支 IL
.

若系统 ( 2
,

3 ) 有过 邵 的同宿环
,

则函数 E ( O 满足

E ( o ) ~ 蟹 , o F L

( o ) 一 F 矛`
o 毋牙`

( 0 ) 一 0
,

即
6 , 、 + o (一 ) 一

卜
!

(“ ) + R Z

(“ ,
,

( 几2 2
(乡) )}

(一
` 2

+ 0 (
· ” ,

’ “ “ ’ “ ” 一 “
·

由于 6 > 0
,

记上式左端为
` G ,

(了
: , 了2 , `

)
,

则对函数 G ,

( I
; , I : , 。

) 用隐函数定理得
,

存在

常数 占2

> o ,

当 。 < 6 < 占2 , o < 一 1 2

< 占2

时
,

I
,

一 I :

( 1
2 , 。 ) 满足 G :

( l
;

( 1 2 , 。
)

, 1 2 , 。
) ~ 0

.

故系统 ( 2
.

3) 存在左同宿环分支 L l : I ,

~ I : ( 1 2 , 。 )
,

!王对任意固定的 。 ` (0
,

么 )
,

L 、
的近似力程

为

, ,

~ ` 。 ` + · r

(一 , 2

丫
+ ` 了

+ o
( (一 1 2

)
, + a 犷

)
, `

> 0 为常数
.

另外已知与 L , 上的点对应的系统有鞍点 邵
,

其鞍量
r ,

> l
,

故左同宿环稳定
。

( 2 ) 系统 ( 2
.

3 )的右伺宿环分支 rL
.

为计算简便
,

考虑函数

云( g ) 一 尸 , o 梦 2

(了) 一 了厂
` o 尸牙` ( ; )

,

若 ( 2
.

3 )式有过鞍点 衬 的同宿环
,

则 云( 0) ~ 0
.

类似于 ( l) 的讨论得
,

存在常数 8
,

> 0 ,

当

l) 见 z邱 灾脚注
.
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o <。 <凡
, o < 1 2

< 。 ,

时
,

系统 (z
.

3 )有右同宿环分支 L
r : I :

一 了
t

( 九
, 。 )

,

且对任意固定的

。 。 ( o
,
占,

)
,

L
:

的近似方程为

八 ~ 一比
`
一

`

鹉一
,

另外右同宿环是不稳定的
.

( 3 ) 系统 ( 2
.

3 )的重闭轨分支 L d .

E (
s
) ~ 0

,

有非零解
。

由推论 的估计式得

+ o( (人 )
, 一
盯 )

,

云> 0 为常数
。

由函数 E (
, )

旦互(立 一 。

的定义
,

系统 ( 2
.

3 )有二重闭轨等价于

口坦边 铸 。

d s `

E (
,

) 一 毋 , F l

(
了
) 一 F 矛`毋 -2 `

(
;

) ~ d
。

十 。 、 c : s r

+ O ( s , . + 口:

)

一 勺 (一 d 、 十

~ (
, ,

十 2 , 2̀

十

妈
`
( :
) )

” ,

一 O ( (一 d b

十 竹
’

(
,
) )汽

+ a Z

) ~ o ,

o (
! 2

, ,
(黔

! 护’ 一 ’

+ O (户
` 口 , 一 ’

)
( .2 5)

一
髯

(一` b + 必、 !

(
`
, ,̀

一 ’

一 o ( (一 “ 、 + 毋、 !

( ! ) ,
·

、一
“` “ 2

,
)
一 0 ,

其中
c , , c Z , , , , , , , 。 , , , :

均为正常数
,

且 , ,

< l , a Z

< l
,

o <
`
<< l

,

从而 ( 2
.

5 )式等价于

!
`

·

+

}鄂

“ : 。 : , 一 十 。 (
;一 + 一 ) 一

: 2

(一 ` 。 + 攀、 !

(
:
) )六一 。 ( (一 J 、 + * :

1

( :
) )六

+ 一 ) 一 。 ,

,

一 + o (
,

一
,

) 一 立 (一 ` 、 十 毋、 :

(
,
) )人

一 ’

一 。 ( ( 一 、 、 + 。、 ·

(
`
) )六

一 ’ + 一 ) 一 0
.

( 2
.

6)

取
;

~ 好
,

则方程组 ( 2
.

6 )等价于

+ r, , c : 。 ’ 一 “ 了 + “ “ ” 歹
, 一 “ ` + “ ` · ’ 、

一 ` 2

(一 , 2

+ 。 ;

夕+ o ( 。
’

) )
’ + ` 了 + o “ ” 。 ’十“ + “ “ ` ’ + o (

。
)

+ o ( 。
` + 。 、

一
丫 + “ ` · ” 歹

, 十

一
, 了 十 “ “ ” ) 一 。 ( 。

` + o : 十 ` 了 十 ” 〔` ” (一 1 2

十 。 t

夕

+ O ( 。 ) )
, + ` , 十 ` 了 ` “ ` 8 ”

) 一 。
,

翻 l ` -

沙 -
( 2 一 。 丫 十 O (

。 ,

) )歹
`一 , 了 + 。 ` “ ’ `

+ o ( 。口 、

石
` + 0 1 一 ` 了 + O ` “ ’ )

)

c Z

( 2 十 。 丫
+ O ( 。

,

) ) 。
, “ 了

十 O (
。 u Z+ , ` 了 十 。 ` ” ( 一 I +

。 , 、,
+ O ( 。 ) )

“ 、 )一
/

!+
ù廿

é

夕

+ O ( ` ) 一 0
.

简记 ( 2
.

7 )式为 E ;

( I
; , 1 2 , 。 ,

歹) ~ 0
,

百2

( z 、 ,

1 2 , 。 ,

夕) ~ o
,

易证 石1 ,

石 2

是 z 、 , I : , 。 ,

夕

且关于 1 1 , I :

是 lC 的
,

经计算得

( 2
.

7)

的连续函数
,

`

口.皿

r口二2

矛月日

…
记

l
eel

l
、

O E I a E

月月 ..月..........口

nU
. .几11nU

ó ........口.

.
月..

E l

( 0
,

0
,

O
,

O ) 一 0
,

E Z

( D
,

0
,

0
,

0 ) ~ 0
,

0 1
.

O E Z 0 E 2 一 1 铸 0

而 {
。

,

。 。
.
。

从而存在常数 舀
;

> 0
,

1 2

(夕
, 。

) 满足

} a l l

当 0 < 。 < 母
4

<< l , 0 < 夕< 占; 《 l 时有函数 (夕
, 。

)
, I : .

E ,

( I

另一方面
, v 。 。

, 。 )
,

1 2

(歹
, 。

)
,

歹
, 。 ) 一 0

,

E Z

( I :

(夕
, s )

,

2 2

(夕
, 。 )

,

夕
, 。

) 一 。
-

,
占,

)
,

由方程

一V少nU/、、了̀、

二 / 八 一
。 d E (

、
)

_ 。

` \ J 产 —
u ,

—
~

U -

d j
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可求出 1 1 ,

1 2

的近似表达式 I 、

~ I :

(
` , 5

) > o
,

, 2

~ 1 2

(
J , 。 ) < 0

,

满足当 s ` ( 0
,
占.

)
,

歹̀ ( 0
,
占.

)

时
,

有

限内
.

d
, 石 ( I

; , 1 2 , 。 , 歹)
d ( 。于)

,
铸 0

.

从而系统 ( 2
.

3 )有二重闭轨分支 L d ,

它在 I : I ,

平面上位于第二象

由上述 ( l )
,

( z )
,

( 3 )分析及 p o : n c 汽r e 一 B e n d i x s o n 环域定理易得
i ,

定理 .2 2 若 。。

~
, n : n {。

, , 。 2 , 。 , , 。 ;

}
,

则当 。 ` ( o
, 占。

)
, I :

,

1 2

在其原点的一个 固定小邻

域内时
,

存在异宿环 r 举

的充分小邻域 U ,

使得系统 ( 2
.

3 )在 U

内有上 (下 )异宿轨分支
,

左 (右 )同宿环分支和二重闭轨分支
,

分支图见文献 〔4 〕中图 5 7
,

且图 57 可同胚变换为 (户
` ,

刃上的

分支图 (见图 3 )
.

.22 异宿环内紧区域 B 上的分支

这部分考虑的是异宿环 r 节

内任意充分大紧区域 B 上系

统( 2
.

2 )的分支情况
,

对此文献 〔8] 有较详细的研究
,

我们从画

出分支图的角度讨论了分支曲线间的相互位置
,

得出
` ,

定理 2
.

3 存在常数 0 < 。。
<< 一,

使得当 5 ` ( o
,

占。
) 时

系统 ( 2
,

2 )在 B 内发生一阶 H oP f 分支 乙 H ,

二重闭轨分支 L d ,

其两端点 D H

oH p f 分支点和异宿环分支点
,

分支图见文献 L41 中图 5 4
.

由定理 2
.

1 , 2
.

2
,

2
.

3 以及旋转向量场性质得

图 3

T S C 分别是二阶

.....

炙炙
J
。。

厂厂下了r
~

火一一

盅盅冲冲
多多 / ///

VVV全全

图 刁 图 ,

定理 .2 4 若

r ~ 6 ,
拌 、

~
5
应

、 , p
~

在 V Z

中有分支图 5
.

子*

~ m i n { 占
。 ,
刀。 }

,

则当 。 ` ( o
, 占*

) 时
,

系统 ( 2
.

2 )有分支图

`
,

。 <
、

< 占*

知
,

存在 参数 娜 : , 平面上原点小邻域 vz
,

4
,

从而 由变换

使得系统 ( 0
.

4 )

3 参数平面上整体分支图

由前两节的讨论知
,

存在 占
。
~ m : n 弋污

,

户 }
,

使得当 : 〔 (0
, 占。

) 时
,

系统 ( 0
.

4 )在小邻域 v t : ,

v l:

和 V Z

中有分支图 6
.

这节 我们讨论 二 , 。
平面上在 v l , U v l ,

U v 之

之外区 域 V , U rU
,

系统

( 0
.

4 )的分支曲践的分布情况
.

首先
,

系统 ( 0
.

4 )的 H o
IP 分支可直接由系统的表达式求出

,

它在参数空间中是整体存在

l) 见 2 , 3 页脚注
.
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夕夕夕嗽嗽
图

。
图 7

图中 L 线应 为 乙 、 N ,

的
,

并与平面 拜 ,
~

r

的截痕是一条关于 。 , , 。
单调 的曲线

,

这条分支曲线上存在准一的二阶

H 。 p f 分支点 O H l3[
,

它出现在 v ,

中
,

从而在 v
,
U U

,

中有一阶 H o p f 分支曲线而无二阶 H o p f

分支点
.

另外分支曲线 C
: ,

C 、 ,

lL
, L

,

是闭集
,

在 v l

和 v
,

中用 M
e
ln i k o v

方法将它们进行延

拓
,

由于 v 、 ,

v
.

是紧区域
,

又系统 ( 0
.

4 )关于 , 构成 旋转向量场
, ; {次分支曲线 C

。 ,

C b ,

L l ,

L
r

在

拌 : 。
平面上各 自连成一条曲线

,

而且上 (下 )异宿轨线关于
解 、

构成旋转向量场
,

因此曲线 .G
,

C 、 关于 那 , , ,

单调
.

由文献 〔7] 的结果易证在 v l U v
,

中系统 ( 0
.

4 )无重闭轨分支
。

故在 v 、
U V,

内系统 (0
.

4 )仅存在分支曲线 L
* ,

L , ,

L
r ,

c
。

和 c b .

其次由图 6 及如上分析知分支曲线 C
` ,

l
一 。
单调下降

,

C b

单调上升
,

因此 C
:

与 C b ,

L H

与

c b 均有唯一交点 T SC 和 C H 、 且
_

位于 v :

中
,

从而在 v l U v
,

中它们不相交 ; 而 C
:

与 L , 不相

交
,

C
。

与 L
r

也不相交
,

否则它们的交点对应系统有非双曲鞍点
,

这不可能 ; L ,

与 L , , ,

七
:

与 L、

不相交
,

否则在 v :

U V
,

中存在交点邻近的点它对应系统至少有两个闭轨
,

这 与文献 〔71 中证

明的至多存在一个闭轨的结论矛盾
,

从而得

定理 .3 1 存在常数 O < 占 《 1
,

使得当
: ` ( o

,

的 时
,

系统 ( 0
.

4 )有分支图 7
。

致谢 对张芷芬教授和李 承治副教授的悉心指导和热情鼓励
,
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