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摘要 本文首先回顾近些年关于幂零 Lie 群上尖锐不等式的工作, 包括最佳常数、极值函数、稳定性

和其他一些改进, 然后证明了一个新的次临界不等式. 本文讨论了共形对称性、紧性、谱估计和流方

法. 在具有高维中心的群上对奇异指标有正定性的限制为我们的研究带来了额外的难度.
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1 引言

多年来, 重要不等式的最佳常数和极值函数一直是分析、几何、概率、偏微分方程和数学物理等

众多邻域中的重要课题. 它们通常能够揭示底空间、流形或群所蕴含的深刻几何性质, 因而在几何和

分析中有重要地位, 也吸引了众多数学家致力于此邻域的研究并取得了丰富的结果.

大多数情形下, 我们考虑一个有界线性算子 T : Lp(X) 7→ Lq(Y ), 其中 X 和 Y 为两个测度空间.

称算子范数 ∥T∥ := sup ∥Tf∥q/∥f∥p 为最佳常数, 通常用 C 表示. 这个基本定义, 可以推广到更一般

的空间、算子或泛函. 很自然地可以提问: 是否存在非零函数,使得最佳常数可以被取到? 这类非零函

数,称为对应于算子、不等式或泛函的极值函数. 如果有一列非零函数列逼近于最佳常数,则称它为极

化函数列. 对于变分极值问题,首先要解决极值函数的存在性和唯一性. 在一些特殊情形下, 问题本身

蕴含了非常好的几何性质, 特别是对称性, 这使得我们能够得到极值函数的显式表达式. 但在一般情

形下, 要得到闭形式的表达式非常困难. 这时, 在保证存在性的前提下, 可以转向研究极值函数的一些

定性和定量性质,如正则性、对称下降性和逼近性质等. 对于已知极值函数的变分极值问题,则可以研

究极值函数的稳定性和余项估计.
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集中紧方法对证明存在性起到至关重要的作用 [1]. 局部化和靴带自益方法是证明正则性的强有力

工具. 推广的移动平面方法 [2] 或其他重排方法在证明可能的对称下降性质时非常有效. 著名的 Riesz-

Sobolev 重排不等式和多线性的 Brascamp-Lieb-Luttinger 不等式是重要的基本工具, 而这些不等式取

等情形的刻画起到了非常关键的作用. 虽然在大多数情形下, 这类重排极值问题本身尚未被解决, 但

已有很多重要的结果, 如文献 [3, 4]. Bianchi-Egnell 方法 [5] 可应用于证明稳定性和余项估计. 对非局

部算子的稳定性, 文献 [6] 得到了很好的结果. 非线性流和长时间行为的谱分析方法可用于改进几何

泛函不等式的整体估计.相反,极值函数对称性的研究在发展扩散方程理论中也有重要作用 [7–9]. 最优

运输方法在一些情形下可以带来更好的结果 [10],而 Euler-Lagrange方程通常能给我们很好的启发. 算

子不等式和底空间的几何结构是问题的关键, 因此, 我们需要对它们进行更精细的开发和运用.

总而言之, 我们致力于从多种不同的角度来更好地理解和优化几何与分析中的重要不等式. 在这

个日趋活跃的研究邻域中, 虽然已取得了许多重要的进展, 但仍有许多有趣的问题亟待解决.

Euclid 空间上经典的 HLS 不等式和相关的 Sobolev 嵌入不等式的研究, 长期以来一直受到广泛

的关注. Aubin [11] 和 Talenti [12] 最早给出了一阶 Sobolev 嵌入不等式的所有极值函数和最佳常数. 之

后, Lieb [13] 取得了突破性成果, 在 Rn 和球面 Sn 上证明了尖锐的对称指标的 HLS 不等式, 并给出了

所有极值函数: 对于任意的指标 0 < λ < n, 有∫∫
(Rn)2

f(x)g(y)

|x− y|λ
dxdy 6 Cn,λ∥f∥p∥g∥p, p =

2n

2n− λ
,

在允许平移和伸缩的前提下, 等号成立当且仅当

f = (1 + |x|2)−(2n−λ)/2.

紧性和对称重排方法在文献 [13]中发挥了核心作用,也因为其具有广泛的通用性而成为了研究很多变

分问题的标准方法. Carlen和 Loss [14] 通过简化和整合 Lieb的方法,给出了一种竞争对称化方法用于

直接证明 Barenblatt 函数就是极值函数. 这种方法是对任意正的 Lp 函数交替使用共形作用和对称重

排, 极好地平衡了对称群的 “坏” 和 “好” 的双面作用, 从而构造了一列特殊的强收敛极化函数列. 其

他不依赖对称重排的方法可参见 Frank 和 Lieb 的工作 [15,16]. 文献 [15] 是用逆正定性得到关于部分

指标 λ > n − 2 的结果. 文献 [16] 使用的反变分谱估计方法首先被用于研究 Heisenberg 群 (非交换)

上的 HLS 不等式, 并取得了重要的突破 [17] .

在经典 Euclid 空间和 Riemann 流形上, 上述变分极值问题已有很多漂亮而深刻的结果. 但在次

Riemann 流形上, 已知的结果相对较少, 实质性的突破在相当长一段时间内更是凤毛麟角. 20 世纪 80

年代最重要的结果是 Jerison 和 Lee [18] 在研究 CR (Cauchy-Riemann) 球面上 Yamabe 问题时得到的

最优 Sobolev 不等式. 令 X 表示 Heisenberg 群 Hn 上的水平梯度, 他们证明了对于尖锐不等式

∥Xf∥2 > Cn∥f∥2∗ , 2∗ =
2(n+ 1)

n
,

等号成立当且仅当极值函数为

f = ((1 + |z|2)2 + |t|2)−n, u = (z, t) ∈ Hn. (1.1)

在部分对称性条件下, 该结果被推广到某些 Heisenberg 型群上 (参见文献 [19]), 如四元数情形 [20, 21].

文献 [18] 是 CR 几何上最早的深刻结果, 在其后相当长一段时间内, 我们对关于其他指标的 HLS 和

Sobolev 不等式的极值函数都知之甚少. 事实上, Jerison-Lee 的结果已经深刻揭示了, 在 Euclid 空间
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上变分极值问题中大放异彩的对称重排方法, 在解决具有非交换性的卷积不等式时无能为力. 直到近

期, Frank 和 Lieb [17] 运用谱方法证明了二阶逆变分不等式, 从而解决了 Heisenberg 群和 CR 球面上

所有对称指标的 HLS 变分极值问题. 这个优美的结果证明了紧 CR 球面上 HLS 不等式的变分极值函

数只能是常值函数. 该结果可以对部分奇异的指标推广到 I 型群上 (参见文献 [22,23]). 证明可参见文

献 [24–27]. 在文献 [17]不久之前, Branson等 [27] 在 Heisenberg群上得到了端点情形下对数 HLS不等

式的极值函数和 CR 球面上的 Beckner-Onofri 不等式. 他们的结果验证了关于一般的 HLS 问题的猜

想, 也启发了 Frank 和 Lieb 运用反变分不等式方法来研究 Heisenberg 群上的 HLS 问题. 文献 [28] 改

进了这些不等式, 证明了极值函数的稳定性并比较了 HLS 不等式与分数阶 Sobolev 不等式的对偶余

项, 从而推广了 Euclid 空间上相应的结果 (参见文献 [7,29,30]). 在 Euclid 空间和球面上, 还可以得到

一个次临界版本的尖锐不等式 [31]. 我们在第 5 节中将该结果推广到 I 型群上. 最后, 我们指出近期得

到的 Heisenberg 群上的几个重要的 Moser-Trudinger 型指数嵌入不等式 [27, 32,33].

HLS不等式作为测度空间上弱型 Young不等式的特殊情形,可以推广到一般的齐次幂零群上 [34].

Carnot 群是一类单连通的分层幂零 Lie 群, 可以在其上自然地定义不变 Haar 测度、群运算、齐次结

构和次 Laplace 算子. H 型群和 I 型群 [35, 36] 为 Carnot 群的特殊子类, 是研究调和分析和亚椭圆算子

的理想流形. 在这两类群上, 齐次范数是严格意义下的空间范数, HLS 不等式的极值问题相对容易处

理. 令 | · | 表示 Carnot 群 G 上标准的齐次范数, Q 为齐次维数. 对任意的相容性指标

0 < λ < Q, 1 < p, q < ∞,
1

p
+

1

q
+

λ

Q
= 2,

我们有 Carnot 群 G 上的 HLS 不等式

∥| · |−λ ∗ f∥q′ 6 C∥f∥p. (1.2)

关于该不等式的极值问题, 存在性和正则性在文献 [37] 中给出. 使用的方法分别为集中紧方法和

标准靴带自益方法 [1, 38].

命题 1.1 变分极值问题 (1.2) 的极值函数是存在且光滑的.

文献 [1,13]给出了 Euclid空间上 HLS变分问题的极值函数的存在性. Heisenberg群上 HLS的极

值函数的存在性在文献 [39]中给出.关于存在性和正则性更早的结果, Vassilev [40] 研究了一类 Folland-

Stein嵌入不等式. 集中紧方法是解决分析和偏微分方程中一大类变分极值问题的非常有效的方法. 但

是注意到, 与 Euclid 空间上经典的 HLS 类似, (1.2) 同样蕴含了丰富的对称性, 而这种对称性很容易

使极化函数列的弱极限退化为零, 集中紧方法失效. 所以, 我们需要更有效的工具来开发不等式本身

蕴含的对称性. 在 Euclid 空间上, 一个非常完美的工具就是对称下降重排. 但对于其他群, 他们的非

交换性使得完全 Euclid 径向和齐次径向测地极值函数都是不存在的. 文献 [18] 给出了 Heisenberg 群

上一个典型的例子 (1.1). 除了集中紧方法之外, 另一个极具技巧性的紧性方法可应用于 I 型群上的研

究.但该方法强烈依赖于核的正定性,对具有高维中心的群,只能得到部分指标 (参见文献 [17,23]). 在

得到存在性之后,找到极值函数的闭形式显式表达式是非常困难的. 事实上,即使在 Euclid空间上,该

问题也是未知的. 所以, 我们需要研究极值函数的定性性质. 文献 [2, 38] 证明了 Euclid 空间上极值函

数的正则性. 我们使用类似的方法可以证明 Carnot 群上相应的正则性, 结果对所有的临界点同样成

立. 该方法主要是将非线性局部估计和靴带自益方法相结合. 这种连续方法也出现在发展方程的研究

中, 对刻画正则性和长时间行为有重要作用, 读者可参见文献 [41]. 在下一节中, 我们将回顾 I 型群上

的尖锐分数阶不等式.
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2 I 型群上的尖锐 HLS 不等式

在 I 型群上, 关于 HLS 变分极值问题, 我们有下面的结果 (参见文献 [22, 23]):

定理 2.1 (尖锐 HLS 不等式) 设 G 为 I 型群, 齐次维数为 Q, 中心维数为 d. | · | 表示 G 上的齐

次范数, du 为 Haar 测度. 对于 2(d− 1)+ < λ < Q 和 p = 2Q/(2Q− λ), 有尖锐不等式∫∫
G2

f(u)g(v)

|u−1v|λ
dudv 6 CQ,d,λ∥f∥p∥g∥p, (2.1)

模掉共型对称群后, 极值函数是唯一的, 表示为 f ≈ g ≈ J
1/p
C , 其中 JC 为 Cayley 变换的 Jacobi 行

列式.

注 2.1 I 型群是一类特殊的 H 型群, 与秩一非紧对称空间紧密联系. 由 Clifford 代数模的研究

可知,任意 I型群同构于 G = Kn× ImK,其中 K = R,C,H,O, n为适当的次数. 对应于 K的四种情形,

I型群的中心维数分别为 0、1、3和 7. 特别地,若中心维数 d = 7,则 n = 1. 将 I型群 G中的元素表示

为 u = (z, t),其中 z ∈ Kn, t ∈ ImK,则 G的群运算定义为 uu′ = (z, t)(z′, t′) = (z+ z′, t+ t′+2Imz · z̄′).
Haar 测度表示为 du = dzdt, 齐次维数 Q = (d+ 1)n+ 2d. |u| = (|z|4 + |t|2)1/4 为 G 上的齐次范数. G

上的左平移变换 Lu : v → u−1v (u, c ∈ G)、伸缩变换 δu = (δz, δ2t) 和反演变换 u 7→ ( −z
|z|2−t ,

−t
|u|4 ) 生

成 G 上的整个共形变换群 Aut(G). 可以证明: I 型群上 HLS 变分问题在下列共形作用下是不变的:

σ(f) = f ◦ σJ1/p
σ , σ ∈ Aut(G). 所以, 极值函数具有唯一性. 解决 HLS 变分问题的一个重要思想就是

利用非紧 Lie 群与紧球面的同胚关系. 在 I 型群 G 与紧球面 SQ−d: Cu = ( 2z
1+|z|2−t ,

1−|z|2+t
1+|z|2−t ) 之间, 有

自然的 Cayley变换,对应的 Jacobi行列式为 JC = 2Q−d((1+ |z|2)2 + |t|2)−Q/2. 该变换是 Rn 与 S2n+1

之间的球测地变换的推广. 由 Cayley 变换, 我们可以在球面上得到一个等价的不等式, 即推论 2.1. 上

述定理, 是文献 [19] 中关于指标 λ = Q− 2 的推广, 同时也是四元数群上 [20, 21] 和 Heisenberg 群上 [18]

去掉了部分对称性的结果. 最后, 注意到当中心维数 d > 1 时, 以上结果对端点 λ = 2(d− 1) 成立. 在

下文中, 我们始终要求 0 < λ ∈ [2(d− 1)+, Q).

推论 2.1 (球面上的 HLS 不等式) 在球面 SQ−d ⊂ Kn+1 上, 有尖锐不等式∫∫
(SQ−d)2

F (ζ)G(η)

|1− ζ · η̄|λ/2
dζdη 6 2λ(2−d/Q−d/2)CQ,d,λ∥F∥p∥G∥p,

极值函数表示为 G ≈ F (ζ) ≈ |1− ξ · ζ̄|−(2Q−λ)/2, 其中 ξ ∈ B1(Kn+1).

注 2.2 这里使用球面上标准的 Lebesgue 测度 dζ. 证明该不等式的关键为群上的度量和球面度

量的关系, 即

21−d/2|1− ζ · η̄|1/2 = 2d/Q−1JC(u)
1/(2Q)JC(v)

1/(2Q)|u−1v|.

3 Sobolev 不等式

由尖锐 HLS 不等式, 可以得到其他一些与之相关的尖锐不等式.

推论 3.1 (尖锐分数阶 Sobolev 不等式) 对 Sobolev 空间 Hs/2 上的任意函数 f , 有下面的尖锐

不等式: ∫
G

fLsfdu > C−1
Q,d,λ∥f∥

2
p′ ,

其中 s + λ = Q, 1/p + 1/p′ = 1. Ls 为 “分数阶次 Laplace 算子”, 对应的基本解为 |u|−λ. 极值函数

f = J
1/p′

C 是唯一的.
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注 3.1 Sobolev空间 Hs/2 和相应的 Sobolev范数 ∥ · ∥Hs/2 ,可以由以上不等式左边的泛函导出.

类似地,我们也可以定义关于 HLS泛函的分布空间 H−s/2 和相应的 HLS范数 ∥ · ∥H−s/2 . 在 Euclid空

间上, Ls ≈ (−∆)s/2. 我们使用球 Fourier 变换, 通过次 Laplace 算子与沿中心变量的左不变向量场的

谱给出分数阶次 Laplace算子 Ls. 利用球面上的分数阶共形次 Laplace算子 As,可以将上述结果推广

到球面上. 这类算子与共形作用相缠结, 它们都是共形不变的, 并且是与经典半单 Lie 群算子补序列

表示相联系的缠结算子. 由规范化, 上述不等式的最佳常数都由相关的微分和积分算子的谱缺口给出.

推论 3.2 (球面对数 Sobolev不等式) 对任意的 0 6 F ∈ L2 logL(SQ−d)满足
∫
SQ−d F

2 = |SQ−d|,
有尖锐不等式 ∫∫

(SQ−d)2

|F (ζ)− F (η)|2

|1− ζ · η̄|Q/2
dζdη > C logSob

Q,d

∫
SQ−d

F 2 logF 2dζ,

规范化后的极值函数表示为 F (ζ) ≈ |1− ξ · ζ̄|−Q/2, ξ ∈ B1(Kn+1).

注 3.2 左边的奇异积分度量了球面函数的光滑性, 可以由分数阶共形次 Laplace 算子 As 在端

点 s = 0 的泛函微分刻画, 经典情形的类似, 参见文献 [42, 43]. 当中心维数 d = 0, 1 时, 在端点 s = n

或 λ = 0处存在尖锐的 Beckner-Onofri和 Log-HLS不等式 [27, 44]. 当中心维数 d = 3, 7时,尖锐的 HLS

不等式对 0 < λ < 2(d− 1) 同样成立.

4 稳定性和余项问题

I 型群上另一个主要结果, 是对定理 2.1 中尖锐不等式的优化 [28]. 我们推导 HLS 不等式和分数

阶 Sobolev 不等式的稳定性, 推广了文献 [29] 的结果, 并类似于文献 [7, 30] 对对偶余项进行比较. 令

MHLS 和 MFS 分别表示 HLS 不等式的极值函数和分数阶 Sobolev 不等式的极值函数构成的流形.

定理 4.1 (稳定性和余项问题) 存在正的常数 α = α(Q, d, λ) 使得

CQ,d,λ∥f∥2p − ∥f∥2H−s/2 > α inf
g∈MHLS

∥f − g∥2p,

且

∥f∥2Hs/2 − C−1
Q,d,λ∥f∥

2
p′ > α inf

g∈MFS

∥f − g∥2Hs/2 .

对于对偶余项, 在 f > 0 时, 有整体估计

∥f∥2(p
′−2)

p′ (∥f∥2Hs/2 − C−1
Q,d,λ∥f∥

2
p′) > C−2

Q,d,λ(CQ,d,λ∥fp′/p∥2p − ∥fp′/p∥2H−s/2)

和局部估计

lim inf

f
Hs/2

−−−→MFS

∥f∥2(p
′−2)

p′ (∥f∥2
Hs/2 − C−1

Q,d,λ∥f∥2p′)

CQ,d,λ∥fp′/p∥2p − ∥fp′/p∥2
H−s/2

> Q+ 2 + 2signd+ s

Q+ 2 + 2signd− s
C−2

Q,d,λ.

注 4.1 上述定理对群和球面同样成立. 稳定性由局部稳定性和反证法得到, 因此没有得到明显

的常数. 整体稳定性的构造性证明仍是公开问题. 局部对偶估计是谱估计, 整体对偶估计可由平方技

巧给出. 它们给出商泛函最佳常数的下界和上界. 当 d = 1, 2 时, 关于 Log-HLS 和 Beckner-Onofri 不

等式有类似的对偶估计.
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5 次临界不等式

本节考虑 CR 球面上的一些次临界不等式和相应的余项问题. 我们会给出这些不等式的最佳常

数, 并且证明它们的极值函数为常值函数. 这些不等式, 由临界分数阶 Sobolev 不等式、对数 Sobolev

不等式和 Poincaré 不等式插值得到. 我们得到了分数阶算子的谱的严格凸性, 它是我们证明次临界不

等式的关键.由该不等式立刻可以得到分数阶热流熵泛函的指数衰减和 Heisenberg群上的一个加权不

等式. 我们将在 I 型群上给出相应的结果.

近期, Jean等 [31] 已经在单位球面 Sn 上给出一个最优的次临界分数阶 Sobolev不等式,并讨论了

相关的应用. 他们证明了, 给定参数

s ∈ (0, n), 2 < q < q(s) :=
2n

n− s
,

有不等式

∥F∥2q − ∥F∥22 6 CSob
s,q

∫
Sn

FLsFdζ,

其中 Ls 是分数阶 Laplace 算子, 对应的谱表示为

λk(Ls) =
Γ(k + n+s

2 )

Γ(k + n−s
2 )

−
Γ(n+s

2 )

Γ(n−s
2 )

.

这个分数阶不等式不是严格共形不变的, 但与标准的球面共形不变算子有紧密的联系. 不等式是对局

部 Laplace-Beltrami 算子 L2 = −∆ 的推广 [44]. 最佳常数由谱缺口和 (非线性) 流的渐近行为的线性

化确定. 流被用于给出熵的指数衰减速度. 等价的加权结果也在 Euclid 空间给出. 本节的目标, 是将

Euclid空间和实球面上的结果,推广到 Heisenberg群和 CR球面上. 在这个过程中,谱的凸性将发挥核

心作用. 本节使用球面上规范化概率测度, 并仍记为 dζ. 注意到, 分数阶算子 As 和 Ls 与文献 [22,23]

中的定义也相差一个常数.

5.1 CR 球面上的分数阶次临界不等式

在复球面 S2n+1 ⊂ Cn+1 上, 给定 n ∈ N、0 < s < Q := 2n+ 2、q = q(s) := 2Q
Q−s 和正则化的球面

测度 dζ, 有临界不等式 [17]: ∫
S2n+1

FAsF dζ > ∥F∥2q, (5.1)

其中分数阶共形次 Laplace 算子的谱关于双球调和分解 L2(S2n+1) =
⊕

j,k∈N Hj,k 有唯一的表达式

λj,k(As) = λj,k(q) :=
Γ2( Q

2q )

Γ2( Q
2q′ )

Γ(j + Q
2q′ )Γ(k + Q

2q′ )

Γ(j + Q
2q )Γ(k + Q

2q )
. (5.2)

参数 Q 称为 CR 齐次维数. 因为算子在共形作用下不变, 所以, 该不等式也称为分数阶共形不变

Sobolev 不等式. 如果将 (5.2) 推广到 s ∈ (−Q, 0), As := A−1
−s, 则 (5.1) 对 HLS 不等式同样成立. 而利

用临界不等式 (5.1) 和一个有趣的谱凸性观察, 就可以得到次临界不等式关于 q < q(s) = 2Q
Q−s 的最佳

常数 1 和唯一的常数值的极值函数

∥F∥2q − ∥F∥22
q − 2

6
∫
S2n+1

FAsF dζ, 其中 As :=
As − 1

q(s)− 2
. (5.3)

结果见图 1 和定理 5.1.
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−n n
s

q

q
å
(s)

0 2

2

1

图 1 (5.3) 的最佳常数, 不依赖于 q, 对于给定的 s, 只由临界指标 q = q⋆(s) 决定. 如果 s ∈ (−Q,0), 则该指标

由 HLS 不等式给出; 如果 s ∈ (0,Q), 则由 Sobolev 不等式给出. s = 0 时, (5.3) 为次临界不等式. 如果 q = 2,

对应于分数阶对数 Sobolev 不等式; 如果 s ∈ (0,Q), 对应于次临界的分数阶对数 Sobolev 不等式

为此, 我们需要研究特征函数 λj,k 关于 q ∈ (1,∞) 的凸性. 定义

γj,k(x) =
Γ2(x)Γ(j +Q/2− x)Γ(k +Q/2− x)

Γ2(Q/2− x)Γ(j + x)Γ(k + x)
> 0,

使得 λj,k(q) = γj,k(
Q
2q ), 则

αj,k(x) := −
γ′
j,k(x)

γj,k(x)
= αj + αk :=

j−1∑
i=0

βi(x) +
k−1∑
i=0

βi(x) > 0,

其中

βi(x) :=
1

i+Q/2− x
+

1

i+ x
,

γ′′
j,k(x)

γj,k(x)
= (αj,k(x))

2 − α′
j,k(x).

对于 j + k > 1, 凸性

xγ′′
j,k + 2γ′

j,k > 0

等价于

α2
j,k − α′

j,k − 2

x
αj,k > 0.

因为 (
α2
j − α′

j −
2

x
αj

)
+

(
α2
k − α′

k − 2

x
αk

)
+ 2αjαk > 0, ∀ j + k > 1,

所以, 凸性是显然的. 在经典球面上, 通过计算

β2
0 − β′

0 −
2

x
β0 = 0 和 2β0βi + β2

i − β′
i −

2

x
βi > 0,

可以证明

α2
j − α′

j −
2

x
αj > 0.
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对于任意的 F ∈ Hs/2, 次临界不等式 (5.3) 由临界不等式 (5.1) 和上述凸性给出. 进一步, 我们可以得

到 (5.3) 的优化, (5.1) 的变形为

∥F∥2q − ∥F∥22
q − 2

6
∫
S2n+1

FAsF dζ −
∑

j+k>1

(
λj,k(q(s))− 1

q(s)− 2
− λj,k(q)− 1

q − 2

)
∥Fj,k∥22,

其中函数 F 有双球调和分解 F =
∑∞

j,k=0 Fj,k.

总而言之, 我们证明了下面的定理:

定理 5.1 给定 n ∈ N, s ∈ (−Q,Q), 1 6 q ̸= 2 6 q(s) = 2Q
Q−s . 对于 q < q(s), (5.3) 为尖锐不等式

当且仅当 F 为常值函数; 对于 q = q(s), (5.3) 为尖锐不等式当且仅当 F = J
1/q
τ , 其中 τ ∈ Aut(S2n+1).

对于 q → 2 (s > 0) 的情形, 对应于分数阶的对数 Sobolev 不等式, 左边替换为熵泛函∫
S2n+1

F 2 log

(
|F |
∥F∥2

)
dζ.

关于余项, 我们有一个明确的表达式 ∫
S2n+1

FRs,qF dζ,

其中 Rs,q 为半正定算子, 其积分核由对应 k = 0, 1 的经典球调和分解生成.

注 5.1 当 s = 0 时,

A0 := lim
s→0

As = A′
0.

在 s → 0 且 q → 2 的临界情形下, 不等式退化成为对数 Sobolev 不等式, 而定理 2.1 告诉我们, 事实上

不等式对次临界指标 q < 2也是成立的. 在经典球面 Sn 上,端点 s = Q = n情形被 Beckner-Onofri不

等式 [44] 或类似于 (5.3) 的次临界 Lq Sobolev 不等式取代 [31]. s = −Q 对应于 Log-HLS 不等式 [14, 44].

这涉及一个端点共形 Laplace 算子. 但是在 CR 球面, 没有类似的共形不变算子存在. Branson 等 [27]

的一个重要观察是, 在共形变换下不变的算子核空间存在类似的不等式. 这在 s = Q 的情形下涉及一

个有趣的微分算子. (5.3) 的最优性通过线性化得到. 这是能够得到最佳常数的技术原因.

5.2 分数阶流的渐近速度

与经典情形一样, 群上的渐近性质也可以借助非线性扩散流来研究. 事实上, 由定理 2.1, 我们可

以在下面的分数阶热流上应用熵方法:

∂v

∂t
− q∇ · (v1−

1
q∇(−∆)−1Asv

1
q ) = 0. (5.4)

注意到 (5.4) 是一个 1 次齐次方程, 但是当 q ̸= 1 且 s ̸= 2 时是非线性的. 定义一般的熵

Eq[v] :=
1

q − 2

[(∫
S2n+1

v dζ

) 2
q

−
∫
S2n+1

v
2
q dζ

]
.

可以直接验证: 假设 (5.4) 的任意严格正解, 如果它足够光滑并满足一定的衰减性质, 则对广义熵有下

面的衰减估计:

d

dt
Eq[v(t, ·)] = −2

∫
S2n+1

∇v
1
q · ∇(−∆)−1Asv

1
q dζ = −2

∫
S2n+1

v
1
qAsv

1
q dζ,

对 F = v1/q 用 (5.3), 可以得出 Eq[v(t, ·)] 是指数阶速降的.
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推论 5.1 令 n > 1, s ∈ (0, Q), q ∈ [1, 2) ∪ (2, q(s)]. 如果 v 是 C1(R+;L∞(S2n+1)) 中的正定函数

使得 v1/q ∈ C1(R+;Hs/2(S2n+1)), 并且在 S2n+1 上, v 是 (5.4) 关于初始条件 v0 > 0 的解, 则

Eq[v(t, ·)] 6 Eq[v0]e−2t, ∀ t > 0.

除了渐近性的研究, 通过 Cayley 变换, 次临界不等式还可以给出 Heisenberg 群上的加权分数阶

不等式.

5.3 Heisenberg 群上的分数阶加权次临界不等式

给出 n维 Heisenberg群 Hn = Cn×R上的非交换群运算 uu′ = (z, t)(z′, t′) = (z ·z′, t+t′+2Imz ·z′)
和 Haar 测度 du = dzdt. 可以在 Hn 上定义齐次范数和伸缩

|u| = |(z, t)| = (|x|4 + |t|2)1/4, u = (z, t) 7→ δu = (δu, δ2t).

这样定义的伸缩, 连同左平移和反演变换

u = (z, t) 7→ uinv =

(
−z

|z|2 − it
,

−it

|z|4 + |t|2

)
张成了 Heisenberg 群上的共形变换群 Aut(Hn). 令 L 和 T 分别表示次 Laplace 算子和关于中心变量

的左不变的向量场, 我们可以得到谱的刻画和分数阶次 Laplace 算子的基本解

Ls =
Γ2(Q−s

4 )

Γ2(Q+s
4 )

|2T |s/2
Γ(L|2T |−1 + 2+s

4 )

Γ(L|2T |−1 + 2−s
4 )

,

L−1
s =

2
Q−s

2 −2Γ2(Q+s
4 )

πQ/2Γ(s/2)
|u|s−Q.

关于分数阶次 Laplace 算子存在一个内蕴的共形对称性

J
Q+s
2Q

σ (Lsf) ◦ σ = Ls(J
Q−s
2Q

σ f ◦ σ), ∀σ ∈ Aut(Hn),

并且通过 (边界) Cayley 变换

C : Hn → S2n+1 : u = (z, t) 7→ ζ =

(
2z

1 + |z|2 − it
,
1− |z|2 + it

1 + |z|2 − it

)
可以建立与球面的共形关系:

Ls(|2JC |
Q−s
2Q F ◦ C) = |2JC |

Q+s
2Q (AsF ) ◦ C.

Cayley 变换的 Jacobi 行列式表示为

JC = 2Q−1((1 + |z|2)2 + t2)−Q/2.

这是复双曲空间的非紧边界与紧球面之间的共形变换.关于分数阶次 Laplace算子的 Sobolev范数,我

们有 Heisenberg 群上的分数阶不等式和相应的最佳常数

∥f∥2q 6 2−s/Q|S2n+1|2/q−1∥f∥2Hs/2 , q = q(s) =
2Q

Q− s
.
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对于临界性指标 q = q(s), 该不等式等价于 (5.1). 对次临界指标, 需要考虑加权的不等式. 在 (5.3) 中,

用 Cayley 变换 C 和相应的共形变换 F = f ◦ CJ1/q(s)
C , 我们马上可以得到 Heisenberg 群上一个加权的

不等式(∫
Hn

|f |q

((1 + |z|2)2 + t2)
Q
2 (1− q

q(s)
)
du

) 2
q

6 a

∫
Hn

|f |2

((1 + |z|2)2 + t2)
Q
2 (1− 2

q(s)
)
du+ b

∫
Hn

fLsf du,

其中 a、b 和极值函数都会在下面的推论中给出. 现在在 Heisenberg 群 Hn 上定义 Sobolev 范数和加

权的 Lebesgue 范数为

∥f∥2Hs/2 :=

∫
Hn

fLsf du, ∥f∥qq,β :=

∫
Hn

|f |q((1 + |z|2)2 + t2)−β/4 du,

则有下面的推论:

推论 5.2 给定指标 0 < s < Q/2、q ∈ (2, q(s)] 和 β = 2Q(1− q/q(s)), 有以下分数次尖锐次临界

不等式:

∥f∥2q,β 6 a∥f∥2Hs/2(Hn) + b∥f∥22,2s,

其中

a = 2−s/Q−(2n+1)(2/q−2/q(s))

(
q − 2

q(s)− 2

)
|S2n+1|2/q−1,

b = 2(2n+1)(1−2/q)

(
q(s)− q

q(s)− 2

)
|S2n+1|2/q−1.

对于 q < q(s), 极值函数为

f∗
s = ((1 + |z|2)2 + t2)−(Q−s)/4

的常数倍; 对于 q = q(s),极值函数为 f∗
s ◦σJ1/q(s)

σ 的常数倍,其中 σ ∈ Aut(Hn). 当 β = 0和 b = 0时,

不等式是共形不变的.

5.4 其他球面和 Iwasawa 群上的推广

类似的次临界不等式也存在于秩 1 对称空间的边界, 即 I 型群上 [19–23]. 这时, 我们只需考虑指标

满足 0 < s 6 Q− 2(d− 1) 和中心维数 d = 3, 7 的情形 [22, 23]. 由 Clifford 代数模可知, 任意 I 型群同构

于 G = Kn × ImK, 其中群运算表示为

uu′ = (z, t)(z′, t′) = (z + z′, t+ t′ + 2Imz · z̄′),

K = R,C,H,O. 当 K = O 时, n = 1, 对应的八元数群的中心 d = 7, 则齐次维数 Q = (d+ 1)n+ 2d, 中

心维数 d = dimK− 1. 在对应的球面 SQ−d ⊂ Kn+1 上, 分数阶算子的谱为

λj,k(As) = λj,k(q) :=
Γ( Q

2q )Γ(
Q
2q + 1−d

2 )

Γ( Q
2q′ )Γ(

Q
2q′ +

1−d
2 )

Γ(j + Q
2q′ )Γ(k + Q

2q′ +
1−d
2 )

Γ(j + Q
2q )Γ(k + Q

2q + 1−d
2 )

,

其中 q = q(s) = 2Q/(Q− s) (参见文献 [45,46] 或 [37]). 关于变量 q 的谱函数一定是凸的, 这意味着球

面上的次临界分数阶不等式也在 I 型群上.
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定理 5.2 令 G 表示一个 I 型群, 齐次维数为 Q, 中心维数为 d. 对于指标 ±Q ̸= s ∈ [−(Q− 2(d

− 1)+), Q− 2(d− 1)+] 和 1 6 q ̸= 2 6 q(s) = 2Q
Q−s , 有球面 SQ−d 上的尖锐次临界分数阶不等式

∥F∥2q − ∥F∥22
q − 2

6
∫
SQ−d

FAsFdζ,

其中

As :=
As − 1

q(s)− 2
.

如果 q < q(s), 等号成立当且仅当 F 为常值函数; 如果 q = q(s), 等号成立当且仅当 F = J
1/q
τ , 其中

τ ∈ Aut(SQ−d). q → 2 (s > 0)的情形对应于分数阶对数 Sobolev不等式. 余项表示为
∫
SQ−d FRs,qFdζ,

其中 Rs,q 为半正定算子, 核由经典球调和分解中 k = 0, 1 的项张成. 以上结果对 I 型群 G 上关于其

他分数阶算子 Ls 的加权不等式也成立.

注 5.2 我们可以在一般的 H 型群上考虑类似的次临界问题, 临界问题目前也仍待解决. 此外,

还可以在更一般的紧 Riemann 流形上考察类似的问题. 局部的结果参见文献 [8].
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11 Aubin T. Problèmes isopérimétriques et espaces de Sobolev. C R Acad Sci Paris Sér A-B, 1975, 280: Aii, A279–A281

12 Talenti G. Best constant in Sobolev inequality. Ann Mat Pura Appl (4), 1976, 110: 353–372

13 Lieb E H. Sharp constants in the Hardy-Littlewood-Sobolev and related inequalities. Ann of Math (2), 1983, 118:

349–374

14 Carlen E A, Loss M. Extremals of functionals with competing symmetries. J Funct Anal, 1990, 88: 437–456

15 Frank R L, Lieb E H. Inversion positivity and the sharp Hardy-Littlewood-Sobolev inequality. Calc Var Partial

Differential Equations, 2010, 39: 85–99

16 Frank R L, Lieb E H. A new, rearrangement-free proof of the sharp Hardy-Littlewood-Sobolev inequality. In: Spectral

theory, function spaces and inequalities, vol. 219. Basel: Birkhäuser/Springer, 2012, 55–67
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附录 A 临界不等式的证明思路
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步骤 1 首先需要给出极值函数的存在性. 证明存在性的一个非常有效的方法就是 Lion 给出的

集中紧方法 (参见文献 [1]). 事实上, 我们也可以使用文献 [17] 中给出的 “紧性 +T ∗T” 方法予以证明.
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这种方法严格依赖于指标满足 λ > 2(d − 1)+ 时分数阶积分算子积分核的正定性, 所以只能对正定函

数证明. 注意到, 对于中心是高维的情形, 端点是半正定的, 这时可以通过考虑正定情形下的唯一性来

得到半正定情形的存在性 (假设 F = G). 关于正定性, 见命题 A.3.

步骤 2 下面考虑极值函数的唯一性. 由 Chang-Yang给出的零重心条件可知, 常值函数是满足零

重心条件的唯一极值函数.

定理 A.1 对于任意一个极值函数 F , 存在共形变换 τ ∈ Aut(SQ−d), 使得新函数 H = F ◦ τJ1/p
τ

满足零重心条件 ∫
SQ−d

H(ζ)ζdζ = 0.

零重心条件可以很好地刻画共形群的作用. 最近也被应用于 Heisenberg 群上对数 HLS 极值问题

的研究中 (参见文献 [27]). 用群上的伸缩变换和球面的旋转变换, 可以证明上述引理并得到极值函数

的显式表达式. 为此, 我们需要给出下面的命题.

命题 A.1 满足零重心条件的极值函数一定是常值函数.

步骤 3 在计算出 HLS泛函的阶次变分之后,在满足零重心条件的极值函数 H 周围,沿着关于复

坐标 ζij 的扰动 φi
j = Hζij , 通过求和及对称性, 可以得到下面的不等式:∫∫
(SQ−d)2

H(ζ)H(η)2Re(ζ, η)C
|1− ζ · η̄|λ/2

dζdη 6 2(p− 1)

∫∫
(SQ−d)2

H(ζ)H(η)

|1− ζ · η̄|λ/2
dζdη,

其中 (ζ, η)C 表示复向量的乘法, 这里实部等于 ζ̄ · η.
步骤 4 最后证明以上二阶变分不等式的逆形式, 其中等号成立当且仅当 H 为常值函数. 这需要

对谱做精细的计算. 为此, 我们将 L2(SQ−d) 的球调和子空间参数化为 Vj,k 指标 {(j, k)} ∈ I.

命题 A.2 给定 0 < λ ∈ [2(d− 1)+, Q), 不等式∫∫
(SQ−d)2

F (ζ)F (η)2Re(ζ, η)C
|1− ζ · η̄|λ/2

dζdη > 2(p− 1)

∫∫
(SQ−d)2

F (ζ)F (η)

|1− ζ · η̄|λ/2
dζdη

对任意的 F ∈ L2(SQ−d)成立. 如果 λ > 2(d−1)+,等号成立当且仅当 F 为常值函数;如果 λ = 2(d−1)

且 d > 1, 等号成立当且仅当 F ∈ V0,0 ⊕ Vj>k>2.

证明逆形式的四元数不等式, 因为

2Re(ζ, η)C
|1− ζ · η̄|λ/2

=
2Reζ̄ · η

|1− ζ · η̄|λ/2
=

1

|1− ζ · η̄|λ/2
+

|ζ · η̄|2

|1− ζ · η̄|λ/2
− 1

|1− ζ · η̄|λ/2−2
,

我们可以关于以下两个核计算对应的积分算子的谱:

Kλ
1 =

1

|1− ζ · η̄|λ/2
和 Kλ

2 =
|ζ · η̄|2

|1− ζ · η̄|λ/2
.

命题 A.3 (特征值) 两个核关于球调和分解的特征值分别表示为

E1
j,k =

2π
Q−d

2 +1Γ((Q− λ)/2)

Γ(λ/4)Γ(λ/4− d/2 + 1)

Γ(j + λ/4)

Γ(j + (2Q− λ)/4)

Γ(k + λ/4 + (1− d)/2)

Γ(k + (2Q− λ)/4 + (1− d)/2)

和

E2
j,k = E1

j,k

[
1−

(
λ

4
− 1 + d

2

)
(c− a− b)

(
1

(a− 1)(c− a)
+

1

(b− 1)(c− b)
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−
(
λ

4
− 1 + d

2

)
c− a− b+ 1

(a− 1)(b− 1)(c− a)(c− b)

)]
,

其中

(a, b, c) :=

(
j +

λ

4
, k +

λ

4
+

1− d

2
, j + k +

Q

2
+

1− d

2

)
.

步骤 5 (结论) 对于正定情形 λ > 2(d− 1)+, 由步骤 3 和 4 可知, 满足零重心条件的极值函数一

定是常值函数. 由步骤 2可知,任意极值函数可以关于某一个共形变换 τ 写成 J
1/p
τ 的形式. 对于半正

定情形 λ = 2(d− 1) 且 d > 1, 我们可以借助 Euler-Lagrange 方程证明极值函数 F ∈ V0,0 ⊕ Vj>k>2. 极

值函数的显式表达式和共形变换的 Jacobi行列式在群和球面上都可以通过直接计算得到. 这样, 我们

就证明了定理 5.1 和推论 2.1.

推论 3.1 的证明 我们在球面上考虑问题并假设 A−1
s = |1 − ζ · η̄|−λ/2. 用 L2 上的内积 (·, ·) 和

Cauchy-Schwartz 不等式, 可以得到对偶结果

∥F∥2p′ = sup
∥G∥p=1

(F,G)2 = sup
∥G∥p=1

(A1/2
s F,A−1/2

s G)2

6 sup
∥G∥p=1

(F,AsF )(G,A−1
s G)

= CQ,d,λ(F,AsF ),

等号成立当且仅当 G 是球面 HLS 不等式的极值函数且 F = Gp/p′
, 即对于球面上任意的共形变换 τ ,

F = J
1/p′

τ .

推论 3.2 的证明 可以使用类似于经典情形下的方法进行讨论. 注意到∫∫
(SQ−d)2

F 2(ζ) + F 2(η)

|1− ζ · η̄|λ/2
dζdη = 2E1

0,0|SQ−d| = 2CSHLS
Q,d,λ |SQ−d|2/p,

减去两倍的尖锐球面 HLS 不等式, 可以得到∫∫
(SQ−d)2

|F (ζ)− F (η)|2

|1− ζ · η̄|λ/2
dζdη > 2CSHLS

Q,d,λ(|SQ−d|2/p − ∥F∥2p)
λ→Q−−−→ C logSob

Q,d

∫
SQ−d

F 2 logF 2dζ.

事实上, 我们也可以通过减去 s = 0 时的尖锐 Sobolev 不等式来得到上述结果.

定理 4.1 的证明 我们在球面上证明定理 4.1.

稳定性 首先需要证明下面两个引理, 分别是关于局部的稳定性和紧性的讨论. d = 0 时, 令 E1

= E1
1,1; d > 0 时, 令 E1 = E1

1,0. 类似地, 用命题 A.3 中给出的特征值定义 E2, 则

E1

E2
=

Q+ s+ 2 + 2signd

Q− s+ 2 + 2signd
和 1− E2

E1
=

2s

Q+ s+ 2 + 2signd
.

引理 A.1 (局部稳定性) 令 d(F,G) 表示相应的度量, 在局部意义下, 有下列稳定性估计:

(1) 当 ∥F∥Hs/2 > d(F,MFS) → 0 时,

d2(F,MFS) > ∥F∥2Hs/2 − C−1
Q,d,λ∥F∥2p′

>
(
1− E2

E1

)
d2(F,MFS) + o(d2(F,MFS)).
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(2) 存在正的常数 α0 和 α1, 只依赖于 Q、d 和 λ, 使得对于任意的 F ∈ Lp, 当 d(F,MHLS) → 0 且

F 9 0 时, 有

∥F∥p(α1d(F,MHLS) + o(d(F,MHLS)))

> CQ,d,λ∥F∥2p − ∥F∥2H−s/2

> α0d
2(F,MHLS) + o(d2(F,MHLS)).

注 A.1 第一个估计可以由正交分解、Taylor 展开和特征函数的估计得到. 注意到, 当 p < 2 时,

变分泛函不在 C2 中,所以第二个估计更为复杂. Christ在研究 Hausdorff-Young不等式的变分问题时

得到了一般形式的二阶变分引理, 我们可以直接借助这个引理来得到以上定理中的第二个局部估计.

引理 A.2 (紧性) 令 (Fj) 表示 HLS 不等式或分数阶 Sobolev 不等式的极化函数列, 即

∥Fj∥2H−s/2

∥Fj∥2p
j−→ CQ,d,λ 或

∥Fj∥2Hs/2

∥Fj∥2p′

j−→ C−1
Q,d,λ,

则
d(Fj ,MHLS)

∥Fj∥p
j−→ 0 或

d(Fj ,MFS)

∥Fj∥Hs/2

j−→ 0.

注 A.2 该引理给出了极化函数列的紧性, 是一个不平凡的结果. 由此可以得出极化函数列的强

极限和极值函数的存在性.

总结 用反证法, 如果不存在 α > 0 使得定理 4.1 成立, 则存在一列函数 (Fj), 使得余项和距离平

方的商趋于零. 这意味着这列函数为极化函数列, 则由紧性引理可知, 该极化函数列在极值函数构成

的流形的邻域内. 这样, 我们可以得出局部的稳定性估计, 从而得到余项的正的下界. 与假设矛盾. 定

理得证.

对偶余项估计 对于整体估计, 使用平方完备的方法, 证明

∥∥F∥p
′−2

p′ A1/2
s F − C−1

Q,d,λA
−1/2
s (F p′/p)∥22 > 0.

对于局部估计, 则通过 Taylor 展开证明. 令 F = 1 + φ, 其中 φ ⊥ T1M = H0 ⊕H1, 则商泛函可以由 φ

的线性化得到. 取球调和分解

φ =
∑
I

φj,k,

则对于常数列 (cj,k), 有

lim inf
φ→0,φ⊥T1M

∥F∥2(p
′−2)

p′ (∥F∥2
Hs/2 − C−1

Q,d,λ∥F∥2p′)

CQ,d,λ∥F p′/p∥2p − ∥F p′/p∥2
H−s/2

= lim inf E1

∑
φ⊥T1M

cj,k∥φj,k∥22∑
φ⊥T1M

Ej,kcj,k∥φj,k∥22

=
E1

E2
.

结论得证. 对于 d = 0, 1 时的对数 HLS 不等式和 Beckner-Onofri 不等式, 我们可以按照同样的方法予

以证明.
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On sharp inequalities on nilpotent Lie groups

Heping Liu & An Zhang

Abstract In this paper, we review some recent works on sharp fractional inequalities on nilpotent Lie groups,
studying their sharp constants, extremizers, stability and other improvements. We also prove a new sharp
subcritical inequality in Section 5. The conformal symmetry, compactness, spectral estimates and flow methods
are discussed. We remark that a positivity-type restriction on the singular exponent is required in cases for groups
with high dimensional centres, which brings extra difficulty.
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