
综 述

中国科学 : 数学 2017年 第 47卷 第 12期 : 1717∼ 1734

SCIENTIA SINICA Mathematica

英文引用格式: Sheng Y H, Zhu C C. Poisson geometry and Lie n-algebras (in Chinese). Sci Sin Math, 2017, 47: 1717–1734, doi:

10.1360/N012017-00085

c⃝ 2017《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

Poisson 几何与李 n- 代数
献给钱敏教授 90 华诞

生云鹤1, 朱晨畅2∗

1. 吉林大学数学学院, 长春 130012;

2. Department of Mathematics, Georg-August-Universität Göttingen, Göttingen D-37073, Germany

E-mail: shengyh@jlu.edu.cn, chenchang.zhu@mathematik.uni-goettingen.de

收稿日期: 2017-04-28; 接受日期: 2017-07-12; 网络出版日期: 2017-08-08; * 通信作者

吉林省自然科学基金 (批准号: 20170101050JC) 和国家自然科学基金 (批准号: 11471139) 资助项目

摘要 Poisson 几何与高阶结构密切相关. 本文主要综述 Poisson 几何中的 Courant 代数胚、pre-

Courant 代数胚与李 2- 代数之间的关系; CLWX (CLWX 是 “Courant- 刘张炬 -Weinstein- 徐平” 的缩

写) 2- 代数胚与李 3- 代数之间的关系; (非交换) omni-(n)- 李代数与李 2- 代数之间的关系; 多辛几何

以及高阶 Courant 代数胚的迷向对合子丛与李 n- 代数之间的关系.
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1 引言

Poisson几何是现代微分几何学的一个分支,起源于分析力学.在历史上, Poisson为了研究古典力

学系统的运动方程和守恒定律等基本问题, 在可观测量代数上引进了一个双线性的括号运算, 即对于

任意两个可观测量 f 和 h (相空间上的光滑函数)定义了一个新的可观测量 {f, h}. 此括号后来在古典
力学的研究中起了重要作用,被后人称为 Poisson括号.直观地讲,所谓 Poisson几何就是研究 Poisson

括号所蕴涵的局部及整体的几何. 尽管它成为一门独立的数学分支只有三十多年的历史, 但作为一门

年轻且具有活力的学科在众多国际知名数学家的推动下已经有了迅速的发展. 近代 Poisson 几何不仅

自身有许多深刻的数学问题需要探讨解决,并且与其他学科交叉渗透,产生了许多新的问题与方法. 在

李群上的调和分析、无穷维李代数、可积系统、量子化、Poisson σ- 模型、gerbe 的无穷小形式以及拓

扑量子场等理论中有广泛应用.

范畴化就是将集合用范畴来代替、函数用函子来代替、等式用自然同构来代替而得到的关于范畴

上的结构的理论. 通过范畴化所得到的结构我们称为高阶结构. 在这里, 高阶李理论主要是指李 2- 代

数 [1] 和李 2-群 [2] 的相关理论.李 2-代数和李 2-群分别是李代数和李群的范畴化. 近年来,由于高阶

结构在拓扑量子场理论 [3–5]、弦论 [6] 以及代数几何等领域的重要应用, 国际上越来越多的数学家和物

理学家投入到高阶结构的研究中来. 李群可以描述一个质点的对称. 在弦论中, 要描述一个弦的对称,
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我们就需要李 2- 群和李 2- 代数. 粗略地讲, 高阶结构可以描述对称之间的对称. 对高阶结构的研究

必将促进弦论等领域的发展.

为了研究李双代数胚的 double, Liu 等 [7] 引入了 Courant 代数胚这个概念. 之后 Courant 代数胚

被发现在广义复几何 [8, 9]、矩映射 [10]、L∞-代数 [11] 和拓扑量子场论 [12] 等许多地方都有广泛应用. 可

以说, Courant 代数胚的引入开辟了新的研究方向, 为 Poisson 几何的发展注入了新的动力. Courant

代数胚的一个非常重要的性质就是它的截面空间是一个李 2-代数. 进而使得 Poisson几何与高阶结构

密切相关.用 Poisson几何的方法来研究高阶李理论,或者反过来,用高阶李理论的方法来研究 Poisson

几何中的问题, 不仅能够促进学科本身的发展、提供更多有价值的研究课题, 还能够帮助我们用更高

的观点在更高的层次上来观察和解决问题. 例如, Sheng 和 Zhu [13] 利用高阶结构的扩张思想给出了

Courant 代数胚的积分; Lang 等 [14] 通过考虑同伦 Poisson 流形的余切丛给出了用一个李 2- 代数构造

新的李 2- 代数的方法; Liu 和 Sheng [15] 利用 Leibniz 代数的范畴化给出了 Courant 代数胚的范畴化,

得到了 CLWX 2- 代数胚这个重要结构; Fégier 和 Zambon [16] 利用同伦代数刻画了 Poisson 几何中的

形变问题. 介于篇幅原因, 本文重点阐述 Poisson 几何与李 n- 代数等高阶结构之间的关系, 关于其他

更广泛的应用请读者参见文后的参考文献.

本文安排如下: 第 2 节回顾李 n- 代数和 Leibniz 2- 代数的概念; 第 3 节阐述 Courant 代数胚与

李 2- 代数之间的关系; 第 4 节阐述 pre-Courant 代数胚与李 2- 代数之间的关系; 第 5 节阐述 CLWX

2-代数胚与 Leibniz 2-代数和李 3-代数之间的关系;第 6节阐述 omni-李代数、非交换 omni-李代数

和 omni-n- 李代数与李 2- 代数之间的关系; 第 7 节阐述多辛几何与李 n- 代数之间的关系; 第 8 节阐

述高阶 Courant 代数胚的迷向对合子丛与李 n- 代数之间的关系.

2 李 n- 代数与 Leibniz 2- 代数

把一个向量空间范畴化, 我们得到一个 2- 向量空间. 关于更多的介绍, 参见文献 [1]. 令 Vect 是

向量空间构成的范畴.

定义 2.1 [1] 一个 2- 向量空间是范畴 Vect 中的一个范畴.

一个 2- 向量空间 C 是一个范畴, 这个范畴中对象的集合 C0 是一个向量空间, 态射的集合 C1 也

是一个向量空间,并且所有的范畴中的结构映射都是线性的. 令 s, t : C1 → C0 分别表示范畴中的头映

射和尾映射. 令 ·v 表示态射的复合.

2-向量空间构成的 2-范畴与 2-项的向量空间的复形构成的 2-范畴是等价的. 粗略地讲,给了一

个 2- 向量空间 C, ker(s)
t→ C0 是一个 2- 项的向量空间的复形. 反之, 一个 2- 项的向量空间的复形

V1
d→ V0 给出一个 2-向量空间: 其中对象的集合是 V0,态射的集合是 V0⊕V1,头映射 s由 s(v+m) = v

给出, 尾映射 t 由 t(v +m) = v + dm 给出, 这里 v ∈ V0, m ∈ V1.

定义 2.2 一个李 2- 代数1) 是一个 2- 向量空间 C 以及

(i) 一个反对称的双线性函子, 称为括号, [·, ·] : C × C → C;

(ii) 一个反对称的多重线性的自然同构, 称为 Jacobiator,

Jx,y,z : [[x, y], z] 7→ [x, [y, z]] + [[x, z], y], ∀x, y, z ∈ C0,

1)在这个定义中, 反对称这个条件并没有被弱化, 这类李 2- 代数也被称为半严格的李 2- 代数. 更一般的我们有弱李 2-

代数这个概念 (参见文献 [17]), 其中 Jacobi 恒等式和反对称性都被弱化.
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使得对任意的 w, x, y, z ∈ C0, 下面的 Jacobiator 恒等式成立:

J[w,x],y,z([Jw,x,z, y] + 1)(Jw,[x,z],y + J[w,z],x,y + Jw,x,[y,z])

= [Jw,x,y, z](J[w,y],x,z + Jw,[x,y],z)([Jw,y,z, x] + 1)([w, Jx,y,z] + 1).

如果一个李 2- 代数的 Jacobiator 是恒同的自然同构, 我们称这个李 2- 代数是严格的.

L∞- 代数, 也称为强同伦李代数, 是由 Stasheff [18] 引入的.

定义 2.3 一个 L∞- 代数是一个分次向量空间 L = L0 ⊕ L−1 ⊕ · · · 以及一系列的线性运算
{lk | 1 6 k <∞}, 其中 lk : ∧kL→ L 的阶数是 deg(lk) = 2− k, 使得对任意的 n > 0, 下面等式成立:∑

i+j=n+1

(−1)i(j−1)
∑
σ∈Sn

sgn(σ)Ksgn(σ)lj(li(xσ(1), . . . , xσ(i)), xσ(i+1), . . . , xσ(n)) = 0, (2.1)

其中 σ(1) < · · · < σ(i), σ(i+ 1) < · · · < σ(n), Ksgn 是 Koszul 符号:

x1 ∧ · · · ∧ xn = Ksgn(σ)xσ(1) ∧ · · · ∧ xσ(n).

特别地, 如果当 k > 2 时, lk = 0, 我们就得到了通常的微分分次李代数的概念. 如果当 k > n 时,

L−k = 0, 我们就称之为 n- 项 L∞- 代数.

由于 2- 项 L∞- 代数在本文中会反复使用, 我们给出其具体定义.

定义 2.4 [1] 一个 2- 项 L∞- 代数是一个 2- 项的向量空间的链复形 L : L−1
d→ L0 以及线性映射

l2 : L−i ∧ L−j → L−(i+j) (0 6 i+ j 6 1) 和 l3 : ∧3L0 → L−1, 使得对任意的 x, y, z ∈ L0, a, b ∈ L−1, 下

列等式成立:

(i) dl2(x, a) = l2(x,da);

(ii) l2(da, b) = l2(a,db);

(iii) l2(x, l2(y, z)) + l2(y, l2(z, x)) + l2(z, l2(x, y)) = dl3(x, y, z);

(iv) l2(x, l2(y, a)) + l2(y, l2(a, x)) + l2(a, l2(x, y)) = l3(x, y,da);

(v)
∑4

i=1(−1)il2(xi, l3(x1, . . . , x̂i, . . . , x4)) =
∑

i<j(−1)i+j l3(l2(xi, xj), x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , x4).

由于 2- 向量空间构成的 2- 范畴与 2- 项的向量空间的链复形构成的 2- 范畴是等价的, 我们可

以进一步证明李 2- 代数构成的 2- 范畴与 2- 项 L∞- 代数构成的 2- 范畴是等价的, 更多细节参见文

献 [1]. 因此, 我们下面会直接称一个 2- 项 L∞- 代数为一个李 2- 代数, 称一个 n- 项 L∞- 代数为一个

李 n- 代数. 如果一个李 2- 代数中 l3 = 0, 我们称其为严格的李 2- 代数.

强同伦 Leibniz 代数, 或者 Lod∞- 代数是在文献 [19] 中引入的, 更多结果参见文献 [20]. 这里给

出 2- 项的情形. 文献 [21] 引入了 Leibniz 2- 代数的概念, 它可以看成 Leibniz 代数的范畴化. 由 2- 项

强同伦 Leibniz 代数构成的范畴与 Leibniz 2- 代数构成的范畴是等价的. 从而, 我们会直接称一个 2-

项强同伦 Leibniz 代数为 Leibniz 2- 代数.

定义 2.5 一个 Leibniz 2- 代数 V 包含以下结构:

(i) 一个向量空间的复形 V : V−1
d→ V0;

(ii) 双线性映射 l2 : V−i × V−j → V−(i+j), 其中 0 6 i+ j 6 1;

(iii) 一个多重线性映射 l3 : V0 × V0 × V0 → V−1,

使得对任意的 w, x, y, z ∈ V0 和 m,n ∈ V−1, 下列等式成立:

(a1) dl2(x,m) = l2(x,dm),

(a2) dl2(m,x) = l2(dm,x),

1719



生云鹤等: Poisson 几何与李 n- 代数

(a3) l2(dm,n) = l2(m,dn),

(b1) dl3(x, y, z) = l2(x, l2(y, z))− l2(l2(x, y), z)− l2(y, l2(x, z)),

(b2) l3(x, y,dm) = l2(x, l2(y,m))− l2(l2(x, y),m)− l2(y, l2(x,m)),

(b3) l3(x,dm, y) = l2(x, l2(m, y))− l2(l2(x,m), y)− l2(m, l2(x, y)),

(b4) l3(dm,x, y) = l2(m, l2(x, y))− l2(l2(m,x), y)− l2(x, l2(m, y)),

(c) Jacobiator 恒等式:

l2(w, l3(x, y, z))− l2(x, l3(w, y, z)) + l2(y, l3(w, x, z)) + l2(l3(w, x, y), z)

− l3(l2(w, x), y, z)− l3(x, l2(w, y), z)− l3(x, y, l2(w, z))

+ l3(w, l2(x, y), z) + l3(w, y, l2(x, z))− l3(w, x, l2(y, z)) = 0.

我们通常将一个 Leibniz 2-代数记成 (V−1
d→ V0, l2, l3). 特别地,如果 l2 和 l3 是反对称的,我们就

得到了李 2- 代数.

3 Courant 代数胚与李 2- 代数

原始的 Courant 代数胚的定义是 Liu 等 [7] 研究李双代数胚的 double 时给出的. 下面这个修正了

的满足 Leibniz 法则的定义是由 Roytenberg [22] 给出的.

定义 3.1 一个 Courant代数胚是一个四元组 (C, ρ, S, ⋄),其中 C是M 上的向量丛, ρ : C → TM

是丛映射 (称为锚映射), S 是 C 上非退化的对称的双线性形式, ⋄是 Γ(C)上的双线性运算,使得对任

意的 X,Y, Z ∈ Γ(C), 以下公理成立:

(C1) (Γ(C), ⋄) 是一个 Leibniz 代数, 即下面等式成立:

X ⋄ (Y ⋄ Z) = (X ⋄ Y ) ⋄ Z + Y ⋄ (X ⋄ Z);

(C2) X ⋄X = 1
2DS(X,X), 其中 D : C∞(M) → Γ(C) 定义为

S(D(f), X) = ρ(X)(f), ∀ f ∈ C∞(M);

(C3) ρ(X)S(Y, Z) = S(X ⋄ Y, Z) + S(Y,X ⋄ Z).
当 M 是一点时, 向量丛 C 变成一个向量空间. 由公理 (C2) 知, ⋄ 是反对称的; 由公理 (C1) 知,

(g, ⋄) 是一个李代数; 由公理 (C3) 知, S 是 g 上的不变的双线性形式. 从而, 一点上的 Courant 代数胚

是一个二次李代数, 即一个李代数带有一个非退化的不变的双线性形式.

例 3.2 在 TM , TM ⊕T ∗M 上,定义对称的非退化的配对 (·, ·)+ : Γ(TM)×Γ(TM) → C∞(M)

如下:

(X + α, Y + β)+ = ⟨X,β⟩+ ⟨Y, α⟩, ∀X + α, Y + β ∈ X(M)⊕ Ω1(M), (3.1)

定义双线性的运算 ⋄ : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM) 如下:

(X + α) ⋄ (Y + β) = [X,Y ] + LXβ − ιY dα, (3.2)

其中 ι 是缩并记号, 则 (TM ⊕ T ∗M, prTM , (·, ·)+, {·, ·}) 是一个 Courant 代数胚. 我们称之为标准的

Courant 代数胚.
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由定义中的三条公理, 我们可以推导出许多有用的公式.

引理 3.3 令 (C, ρ, S, ⋄) 是一个 Courant 代数胚. 对任意的 X,Y ∈ Γ(C), f ∈ C∞(M), 我们有以

下公式:

ρ(X ⋄ Y ) = [ρ(X), ρ(Y )],

ρ ◦ ρ∗ = 0,

X ⋄ (fY ) = f(X ⋄ Y ) + ρ(X)(f)Y,

(fX) ⋄ Y = f(X ⋄ Y )− ρ(Y )(f)X + S(X,Y )D(f),

Df ⋄ Y = 0,

X ⋄ (Df) = Dρ(X)(f).

对一个 Courant 代数胚 (C, ρ, S, ⋄), 我们在截面空间 Γ(C) 上引入一个反对称的双线性运算:

JX,Y K = 1

2
(X ⋄ Y − Y ⋄X), ∀X,Y ∈ Γ(C). (3.3)

由公理 (C2), 我们可以将 (3.3) 写成

JX,Y K = X ⋄ Y − 1

2
DS(X,Y ). (3.4)

直接验证可得反对称的双线性运算 J·, ·K 并不满足 Jacobi 恒等式. 为此, 我们考虑 2- 项的向量空

间的复形 C∞(M)
D→ Γ(C). 在它上面我们定义 l2 如下:

l2(X,Y ) = JX,Y K , ∀X,Y ∈ Γ(C),

l2(X, f) =
1

2
S(X,Df), ∀X ∈ Γ(C), f ∈ C∞(M),

定义 l3 : ∧3Γ(C) → C∞(M) 如下:

l3(X,Y, Z) = −1

6
(S(X ⋄ Y, Z) + c.p.), ∀X,Y, Z ∈ Γ(C).

定理 3.4 [11] 令 (C, ρ, S, ⋄) 是一个 Courant 代数胚, 则 (C∞(M),Γ(C),D, l2, l3) 是一个李 2-

代数.

证明 最初这个定理的证明是根据 Courant 代数胚所满足的性质来直接证明李 2- 代数的定义中

的各条公理成立, 参见文献 [11]. 随着弱李 2- 代数 [17] 这个概念的出现, 我们可以用弱李 2- 代数反对

称化之后给出李 2- 代数这个结果来证明这个定理. 大致地说, Courant代数胚中的括号运算 ⋄ 并不只
满足 Leibniz 代数这个条件. 虽然它不是反对称的, 但是由公理 (C2), 这个障碍是可以被控制的, 从而

实际上 C∞(M)⊕ Γ(C) 上有弱李 2- 代数结构, 进而通过反对称化得到李 2- 代数. 我们把细节留给感

兴趣的读者.

例 3.5 对一个一点上的 Courant 代数胚, 也就是一个二次李代数 (g, [−,−]g, S), 我们得到一个

李 2- 代数 d = 2, 其中 l2 和 l3 由以下公式给出:

l2(x, y) = [x, y]g, ∀x, y ∈ g,

l2(x, r) = −l2(r, x) = 0, ∀x ∈ g, r ∈ R,

l3(x, y, z) = S([x, y]g, z), ∀x, y, z ∈ g.

这个李 2- 代数被称为 string 李 2- 代数.
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4 Pre-Courant 代数胚与李 2- 代数

Pre-Courant 代数胚这个概念是在文献 [23] 中引入的, 在文献 [24] 中被深入研究. 一个 Courant

向量丛是一个底流形为 M 的向量丛 E 以及 E 上一个对称的非退化的双线性形式和一个锚映射 ρ :

E → TM , 使得 ρ ◦ ρ∗ = 0, 其中 ρ∗ : T ∗M → E∗ ∼= E 是 ρ 的对偶映射. 更多细节参见文献 [23]. 显然,

(ker ρ)⊥ = ρ∗(T ∗M) ⊂ ker(ρ), 从而 ker(ρ) 是 E 上的余迷向分布.

定义 4.1 一个 Courant向量丛 (E,S, ρ)上的一个 pre-Courant代数胚结构是一个 Γ(E)上的双

线性运算 ⋄ 满足:

(i) ρ(e1 ⋄ e2) = [ρ(e1), ρ(e2)];

(ii) S(e1 ⋄ e1, e2) = 1
2ρ(e2)S(e1, e1);

(iii) ρ(e1)S(e2, e3) = S(e1 ⋄ e2, e3) + S(e2, e1 ⋄ e3), ∀ e1, e2, e3 ∈ Γ(E).

定义 J : Γ(E)× Γ(E)× Γ(E) → Γ(E) 如下:

J(e1, e2, e3) = e1 ⋄ (e2 ⋄ e3)− (e1 ⋄ e2) ⋄ e3 − e2 ⋄ (e1 ⋄ e3).

我们称 J 为 pre-Courant 代数胚的 Jacobiator. 当 J = 0 时, 我们就得到了 Courant 代数胚这个概念.

如果存在闭的 4- 形式 H ∈ Ω4(M) 使得

J(e1, e2, e3) = ρ∗(iρ(e1)∧ρ(e2)∧ρ(e3)H),

我们就得到了在研究 3维带Wess-Zumino项的 sigma模型时得到的由闭的 4-形式 H 扭曲的 Courant

代数胚的概念 (参见文献 [21,25]).

对一个 pre-Courant 代数胚 E, 记 Ck
D(E) = Γ(∧k ker(ρ)). 通过 E∗ 和 E 的同构, 我们可以将其看

成 Γ(∧kE∗) 的子集. Ck
D(E) 可以由以下式子刻画:

Ck
D(E) = {ψ ∈ Γ(∧kE∗) | iDfψ = 0,∀ f ∈ C∞(M)}. (4.1)

定义协变导数 D : Ck
D(E) → Ck+1

D (E) 如下:

Dψ(e1, . . . , ek+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i+1ρ(ei)ψ(e1, . . . , êi, . . . , ek+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jψ(ei ⋄ ej , e1, . . . , êi, . . . , êj , . . . , ek+1). (4.2)

由于 Jacobiator 不等于零, 因此, D2 ̸= 0.

对 ψ ∈ Ck
D(E), 它诱导了 ψ♯ : Γ(∧k−1E) → Γ(ker(ρ)) 如下:

S(ψ♯(e1, . . . , ek−1), ek) := ψ(e1, . . . , ek).

记

Ck
D(E, ker(ρ)) = {ψ♯ | ψ ∈ Ck+1

D (E)}. (4.3)

具体地, ϕ : Γ(∧kE) → Γ(E) 属于 Ck
D(E, ker(ρ)) 当且仅当

(i) Imϕ ⊂ ker(ρ);

(ii) iDfϕ = 0, ∀ f ∈ C∞(M);
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(iii) 映射 (e1, . . . , ek, ek+1) 7→ S(ϕ(e1, . . . , ek), ek+1) 是反对称的.

定义协变导数 ∂ : Ck
D(E, ker(ρ)) → Ck+1

D (E, ker(ρ)) 如下:

∂ϕ(e1, . . . , ek+1) =
k∑

i=1

(−1)i+1ei ⋄ ϕ(e1, . . . , êi, . . . , ek+1)

+ (−1)k+1ϕ(e1, . . . , ek) ⋄ ek+1

+
∑
i<j

(−1)i+jϕ(ei ⋄ ej , e1, . . . , êi, . . . , êj , . . . , ek+1).

对 ϕ ∈ Ck
D(E, ker(ρ)), 定义 ϕ♭ ∈ Ck+1

D (E) 使得 (ϕ♭)♯ = ϕ, 即

ϕ♭(e1, . . . , ek+1) = S(ϕ(e1. . . . , ek), ek+1).

引理 4.2 [24] 对任意的 ψ ∈ Ck
D(E), 有 Dψ = (∂ψ♯)♭.

定理 4.3 [24] 对 pre-Courant代数胚 (E,S, ρ, ⋄),我们有 Jacobiator J ∈ C3
D(E, ker(ρ)),且 ∂J = 0.

或者等价地, J♭ ∈ C4
D(E), 且 D(J♭) = 0.

注 4.4 这个定理说明, 虽然在 pre-Courant 代数胚的定义中对 Jacobiator 并没有任何要求, 但

是实际上 Jacobiator 自然满足某种闭的条件. 这个结果是非常深刻的, 对我们分析其背后的代数性质

至关重要.

有了以上准备, 我们可以证明一个 pre-Courant 代数胚 (E,S, ρ, ⋄) 可以给出一个 Leibniz 2- 代数.

为此, 我们考虑复形

E : Γ(ker(ρ))
i→ Γ(E), (4.4)

其中 i 表示含入映射. 定义 l2 : E× E → E 如下:
l2(e1, e2) = e1 ⋄ e2, ∀ e1, e2 ∈ Γ(E),

l2(e, κ) = e ⋄ κ, ∀ e ∈ Γ(E), κ ∈ Γ(ker(ρ)),

l2(κ, e) = κ ⋄ e, ∀ e ∈ Γ(E), κ ∈ Γ(ker(ρ)).

(4.5)

定义 l3 : ∧3E → E 如下:

l3(e1, e2, e3) = J(e1, e2, e3), ∀ e1, e2, e3 ∈ Γ(E). (4.6)

定理 4.5 [24] 对 pre-Courant代数胚 (E,S, ρ, ⋄), (E, l2, l3)是一个 Leibniz 2-代数,其中 E、l2 和 l3

由 (4.4)–(4.6) 给出.

证明 由定义, 很容易得到性质 (a1)–(a3) 和 (b1)–(b4) 是成立的. 由定理 4.3 知, 性质 (c) 也成

立. 因此, (E, l2, l3) 是一个 Leibniz 2- 代数.

在本节的最后, 我们通过一个 pre-Courant 代数胚 (E,S, ρ, ⋄) 构造一个李 2- 代数. 定义反对称的

双线性运算如下: Je1, e2K = 1

2
(e1 ◦ e2 − e2 ◦ e1) = e1 ◦ e2 −

1

2
DS(e1, e2). (4.7)

记 J : ∧3Γ(E) → Γ(E) 为其 Jacobiator:

J (e1, e2, e3) = Je1, Je2, e3KK + Je2, Je3, e1KK + Je3, Je1, e2KK .
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我们有

J (e1, e2, e3) = J(e1, e2, e3)−DT (e1, e2, e3),

其中 T (e1, e2, e3) 由下式给出:

T (e1, e2, e3) =
1

6
(S(Je1, e2K , e3) + c.p.).

考虑 2- 项向量空间的复形

E : Γ(ker(ρ))
i→ Γ(E). (4.8)

定义 l2 : ∧2E → E 如下: l2(e1, e2) = Je1, e2K , ∀ e1, e2 ∈ Γ(E),

l2(e1, κ) = Je1, κK , ∀ e1 ∈ Γ(E), κ ∈ Γ(ker(ρ)).
(4.9)

定义 l3 : ∧3E → E 如下:

l3(e1, e2, e3) = J (e1, e2, e3), ∀ e1, e2, e3 ∈ Γ(E). (4.10)

定理 4.6 [24] 对一个 pre-Courant代数胚 (E,S, ρ, ⋄), (E , l2, l3)是一个李 2-代数,其中 E、l2 和 l3

由 (4.8)–(4.10) 给出.

5 CLWX 2- 代数胚与李 3- 代数

CLWX 2- 代数胚是在文献 [15] 中引入的, 它可以看成 Courant 代数胚的范畴化. 一个 Courant

代数胚可以给出一个李 2- 代数, 作为这个结果的高阶推广, 一个 CLWX 2- 代数胚可以给出一个李 3-

代数.

定义 5.1 [15] 一个 CLWX 2- 代数胚是一个 M 上分次向量丛 E = E−1 ⊕E0 以及 E 上的一个非
退化的分次对称的双线性形式 S, 一个双线性运算 ⋄ : Γ(E−i) × Γ(E−j) → Γ(E−(i+j)), 0 6 i + j 6 1,

它在 Γ(E0) × Γ(E0) 是反对称的, 一个 E0 上的 E−1- 值的 3- 形式 Ω, 两个丛映射 ∂ : E−1 → E0 和

ρ : E0 → TM , 使得 E−1 和 E0 是迷向的, 并且下列公理成立:

(i) (Γ(E−1),Γ(E0), ∂, ⋄,Ω) 是一个 Leibniz 2- 代数;

(ii) 对任意的 e ∈ Γ(E), e ⋄ e = 1
2DS(e, e), 其中 D : C∞(M) → Γ(E−1) 由下式定义:

S(Df, e0) = ρ(e0)(f), ∀ e0 ∈ Γ(E0); (5.1)

(iii) 对任意的 e11, e
1
2 ∈ Γ(E−1), S(∂(e

1
1), e

1
2) = S(e11, ∂(e

1
2));

(iv) 对任意的 e1, e2, e3 ∈ Γ(E), ρ(e1)S(e2, e3) = S(e1 ⋄ e2, e3) + S(e2, e1 ⋄ e3);
(v) 对任意的 e01, e

0
2, e

0
3, e

0
4 ∈ Γ(E0), S(Ω(e

0
1, e

0
2, e

0
3), e

0
4) = −S(e03,Ω(e01, e02, e04)).

记一个 CLWX 2- 代数胚为 (E−1, E0, ∂, ρ, S, ⋄,Ω), 或者简记为 E . 由于一个 CLWX 2- 代数胚的

截面是一个 Leibniz 2- 代数, 一个 Courant 代数胚的截面是一个 Leibniz 代数并且 Leibniz 2- 代数是

Leibniz 代数的范畴化, 从而可以将 CLWX 2- 代数胚看成 Courant 代数胚的范畴化.
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注 5.2 当 M 是一点时, E0 和 E−1 都是向量空间, D 和 ρ 都不存在. 此时, ⋄ 是反对称的. 从

而 (E−1, E0, ∂, ⋄,Ω) 是一个李 2- 代数. 另外, S 是一个度为 1 的配对. 定义 5.1 中公理 (iii) 和 (iv) 说

明 S 是不变的. 因此, 我们得到一个度量 (二次) 李 2- 代数. 具体地, 一个二次李 2- 代数是一个带有

度为 1 分次对称的双线性形式 S 的李 2- 代数 (g−1, g0, l1, l2, l3) 使得 g−1 同构于 g∗0, 且下面的不变性

条件成立:

S(l1(x
1), y1) = S(l1(y

1), x1), (5.2)

S(l2(x, y
0), z1) = −S(l2(x, z1), y0), (5.3)

S(l3(x
0, y0, z0), u0) = −S(l3(x0, y0, u0), z0), (5.4)

其中 x0, y0, z0, u0 ∈ g0, x
1, y1 ∈ g−1, x ∈ g0 ⊕ g−1.

我们在 Γ(E) 上引入反对称的运算:

Je1, e2K = 1

2
(e1 ⋄ e2 − e2 ⋄ e1), ∀ e1, e2 ∈ Γ(E). (5.5)

由定义 5.1 中公理 (ii), 我们可以将 (5.5) 写成

Je1, e2K = e1 ⋄ e2 −
1

2
DS(e1, e2). (5.6)

令 (E−1, E0, ∂, ρ, S, ⋄,Ω) 是一个 CLWX 2- 代数胚. 考虑分次向量空间 e = e−2 ⊕ e−1 ⊕ e0, 其中

e0 = Γ(E0), e−1 = Γ(E−1), e−2 = C∞(M).

定理 5.3 [15] 一个 CLWX 2-代数胚 (E−1, E0, ∂, ρ, S, ⋄,Ω)给出一个李 3-代数 (e, l1, l2, l3, l4),其

中 li 由以下公式给出:

l1(f) = D(f), ∀ f ∈ C∞(M),

l1(e
1) = ∂(e1), ∀ e1 ∈ Γ(E−1),

l2(e
0
1 ∧ e02) =

q
e01, e

0
2

y
, ∀ e01, e02 ∈ Γ(E0),

l2(e
0 ∧ e1) =

q
e0, e1

y
, ∀ e0 ∈ Γ(E0), e1 ∈ Γ(E−1),

l2(e
0 ∧ f) = 1

2
S(e0,Df), ∀ e0 ∈ Γ(E0), f ∈ C∞(M),

l2(e
1
1 ∨ e12) = 0, ∀ e11, e12 ∈ Γ(E−1),

l3(e
0
1 ∧ e02 ∧ e03) = Ω(e01, e

0
2, e

0
3), ∀ e01, e02, e03 ∈ Γ(E0),

l3(e
0
1 ∧ e02 ∧ e1) = −T (e01, e02, e1), ∀ e01, e02 ∈ Γ(E0), e1 ∈ Γ(E−1),

l4(e
0
1 ∧ e02 ∧ e03 ∧ e04) = Ω(e01, e

0
2, e

0
3, e

0
4), ∀ e01, e02, e03, e04 ∈ Γ(E0),

这里反对称的 T : Γ(E0)× Γ(E0)× Γ(E−1) → C∞(M) 由下式给出:

T (e01, e
0
2, e

1) =
1

6
(S(e01,

q
e02, e

1
y
) + S(e1,

q
e01, e

0
2

y
) + S(e02,

q
e1, e01

y
)), (5.7)

Ω : ∧4Γ(E0) → C∞(M) 由下式给出:

Ω(e01, e
0
2, e

0
3, e

0
4) = S(Ω(e01, e

0
2, e

0
3), e

0
4).
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注 5.4 文献 [26] 引入了弱李 3- 代数的定义. 正如弱李 2- 代数, 弱李 3- 代数是将李 3- 代数中

对诸括号 li 的反对称性取消并加以合适的同伦项来控制它们. 正像 E∞ 代数是将 C∞ 代数的诸乘法

的对称性取消并加以合适的同伦项来控制它们一样, 我们也应该有所谓的 EL∞ 代数 (及 operad) 来

正确地包括弱李 2 和弱李 3- 代数. 目前, 这方面的研究前沿还没有具体的公式来定义 EL∞- 代数, 所

以弱李 3- 代数, 作为 EL∞ 代数的 3 项截断, 是这方面现在最优的结果. 而我们以上的 CLWX 2- 代数

胚, 可以直接给出一个弱李 3- 代数, 定理 5.3 中的李 3- 代数是这个弱李 3- 代数的反对称化后的结果.

例 5.5 令 (g−1, g0, l1, l2, l3, S) 是一个二次李 2- 代数 (一点上的 CLWX 2- 代数胚). 在 3- 项向

量空间复形 R⊕ g−1 ⊕ g0 上, 其中 R 的度为 −2, 我们定义 li (i = 1, 2, 3, 4) 如下:

l1(r) = 0, l1(x
1) = l1(x

1),

l2(x
0, y0) = l2(x

0, y0), l2(x
0, y1) = l2(x

0, y1),

l2(x
0, r) = 0, l2(x

1, y1) = 0,

l3(x
0, y0, z0) = l3(x

0, y0, z0),

l3(x
0, y0, z1) =

1

2
S(z1, l2(x

0, y0)),

l4(x
0, y0, z0, u0) = S(l3(x

0, y0, z0), u0),

(5.8)

则 (R, g−1, g0, l1, l2, l3, l4) 是一个李 3- 代数.

我们将这个李 3- 代数称为 string 李 2- 代数的高阶推广.

6 (非交换) Omni-(n-) 李代数与李 2- 代数

6.1 Omni- 李代数

Omni- 李代数这个概念是由 Weinstein [27] 引入的.

定义 6.1 一个向量空间 V 给出的 omni- 李代数是一个三元组 (gl(V )⊕ V, (·, ·)+, {·, ·}), 其中对
称的非退化的 V - 值配对 (·, ·)+ 由下式给出:

(A+ u,B + v)+ = Av +Bu, ∀A+ u,B + v ∈ gl(V )⊕ V, (6.1)

双线性的括号运算 {·, ·} 由下式给出:

{A+ u,B + v} = [A,B] +Av. (6.2)

我们有以下公式:

({A+ u,B + v}, C + w)+ + (B + v, {A+ u,C + w})+ = A(B + v, C + w)+.

Omni- 李代数有许多重要性质:

(i) Omni- 李代数是标准 Courant 代数胚的线性化 [27];

(ii) (gl(V )⊕ V, {·, ·}) 是一个 Leibniz 代数, 即下面等式成立:

{e1, {e2, e3}} = {{e1, e2}, e3}+ {e2, {e1, e3}}, ∀ e1, e2, e3 ∈ gl(V )⊕ V,

因此, omni- 李代数为 Leibniz 代数提供了自然的例子;
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(iii)尽管 (gl(V )⊕ V, {·, ·})不是李代数, 从 V 到 gl(V )的算子给出的 Dirac结构刻画了 V 上所有

的李代数结构.

下面具体刻画由 omni- 李代数给出的李 2- 代数. 定义反对称的双线性运算 J·, ·K:
J(A, u), (B, v)K = (

[A,B],
1

2
(Av −Bu)

)
, ∀A,B ∈ gl(V ), u, v ∈ V. (6.3)

(6.3) 中的因子 1
2 使得 Jacobi 恒等式不成立. 具体地, 我们有

JJ(A, u), (B, v)K , (C,w)K + c.p. =
1

4
([A,B]w + [B,C]u+ [C,A]v)

, T ((A, u), (B, v), (C,w)).

因此, J·, ·K 并不是一个李括号. 然而, 我们可以得到一个李 2- 代数. 考虑 2- 项的向量空间的复形 V
i→ gl(V )⊕ V , 其中 i 为含入映射. 定义 l2 和 l3 如下:

l2(e1, e2) = Je1, e2K , e1, e2 ∈ gl(V )⊕ V ,

l2(e, f) = Je, fK , e ∈ gl(V )⊕ V, f ∈ V ,

l3(e1, e2, e3) = −T (e1, e2, e3), e1, e2, e3 ∈ gl(V )⊕ V .

(6.4)

定理 6.2 对任意的一个向量空间 V , (V
i→ gl(V )⊕V, l2, l3)是一个李 2-代数,其中 l2和 l3由 (6.4)

给出.

6.2 非交换 Omni- 李代数

令 (g, [·, ·]g) 是一个李代数, ad : g → gl(g) 是其共轭映射.

定义 6.3 [28] 一个对应于李代数 (g, [·, ·]g)的非交换 omni-李代数是一个三元组 (gl(g)⊕ g, (·, ·)+,
{·, ·}g), 其中 (·, ·)+ 是由 (6.1) 给出的对称的非退化的 g- 值配对, {·, ·}g 是由下式定义的双线性运算:

{A+ u,B + v}g = [A,B] + [A, adv] + [adu, B]− adAv +Av + [u, v]g. (6.5)

一个非交换的 omni- 李代数可以看成由 Poisson 流形给出的 Courant 代数胚的线性化, 也可以看

成 omni- 李代数的平凡形变, 有丰富的代数和几何性质. 更多内容参见文献 [28].

命题 6.4 记号如上, (gl(g)⊕ g, {·, ·}g) 是一个 Leibniz 代数. 另外, (·, ·)+ 和 {·, ·}g 是相容的:

({e1, e2}g, e3)+ + (e2, {e1, e3}g)+ = ρg(e1)(e2, e3)+, (6.6)

其中 ρg : gl(g)⊕ g → gl(g) 的定义为

ρg(A+ u) = A+ adu. (6.7)

考虑反对称的括号 J·, ·K: Je1, e2K = 1

2
({e1, e2}g − {e2, e1}g).

具体地, 我们有

JA+ u,B + vK = [A,B] + [A, adv] + [adu, B]− 1

2
(adAv − adBu) +

1

2
(Av −Bu) + [u, v]g. (6.8)
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J·, ·K并不是一个李括号,即 Jacobi恒等式不成立. 但是我们可以得到一个李 2-代数. 为此,我们考虑 2-

项向量空间链复形 g
l1→ gl(g)⊕ g, 对任意的 u, v, w,m ∈ g 和 A,B,C ∈ gl(g), l1、l2 和 l3 定义如下:

l1(m) = m− adm,

l2(A+ u,m) =
1

2
[u,m]g +

1

2
Am,

l2(A+ u,B + v) = JA+ u,B + vK ,
l3(A+ u,B + v, C + w) = −1

2
C[u, v]g −

1

4
[A,B]w − 1

4
([u,Bw]g + [Bu,w]g) + c.p..

定理 6.5 [14] 令 (g, [·, ·]g) 是一个李代数, 则 (g
l1→ gl(g)⊕ g, l2, l3) 是一个李 2- 代数.

这个李 2- 代数是在研究同伦 Poisson 流形的余切丛所给出的 Courant 代数胚时得到的, 参见文

献 [14, 例 4.10].

6.3 Omni-n- 李代数

n-李代数,也称为 Filippov代数,是在文献 [29]中引入的,在数学物理的许多领域都有应用,更多

内容见综述文献 [30].

定义 6.6 一个 n- 李代数是一个向量空间 g 以及一个 n- 重线性反对称的括号运算 [·, . . . , ·]g :

∧ng → g, 使得对任意的 ui, vi ∈ g, 以下基本恒等式成立:

[u1, u2, . . . , un−1, [v1, v2, . . . , vn]g]g =

n∑
i=1

[v1, v2, . . . , [u1, u2, . . . , un−1, vi]g, . . . , vn]g. (6.9)

对 u1, u2, . . . , un−1 ∈ g, 定义 ad : ∧n−1g → gl(g) 如下:

adu1,u2,...,un−1v = [u1, u2, . . . , un−1, v]g, ∀ v ∈ g,

则等式 (6.9) 等价于 adu1,u2,...,un−1 是一个导子, 即

adu[v1, v2, . . . , vn]g =

n∑
i=1

[v1, v2, . . . , aduvi, . . . , vn]g, ∀ u = u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ un−1 ∈ ∧n−1g. (6.10)

对一个 n- 李代数 (g, [·, . . . , ·]g), 我们称 ∧n−1g 中的元素为基本对象. 下面将 aduv 简写成 u ◦ v.
在基本对象的集合上定义双线性运算 ◦ : (∧n−1g)⊗ (∧n−1g) → ∧n−1g 如下:

u ◦ v =
n−1∑
i=1

v1 ∧ · · · ∧ vi−1 ∧ u ◦ vi ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vn−1, (6.11)

其中 u = u1 ∧u2 ∧ · · · ∧un−1, v = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn−1.文献 [31]证明了 (∧n−1g, ◦)是一个 Leibniz代数.

令 V 是一个向量空间, A ∈ gl(V ), 定义 LA : ⊗n−1V → ⊗n−1V 如下:

LA(v1 ⊗ · · · ⊗ vn−1) =

n−1∑
i=1

v1 ⊗ · · · ⊗Avi ⊗ · · · ⊗ vn−1.

定义 6.7 [32] 一个 omni n- 李代数是一个三元组 (gl(V )⊕∧n−1V, (·, ·)+, {·, ·}), 其中 {·, ·} 是一个
双线性的括号运算, 定义如下:

{A+ u, B + v} = [A,B] + LAv, (6.12)
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(·, ·)+ 是 (V ⊗ ∧n−2V )- 值的配对定义如下:

(A+ u, B + v)+ =
n−1∑
i=1

(−1)i+1(Avi ⊗ v1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ vn−1 +Bui ⊗ u1 ∧ · · · ∧ ûi ∧ · · · ∧ un−1), (6.13)

其中 u = u1 ∧ u2 ∧ · · · ∧ un−1, v = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn−1.

注 6.8 当 n = 2 时, 我们就得到 Weinstein 定义的 omni- 李代数, 见定义 6.1.

命题 6.9 [32] 记号如上, (gl(V )⊕∧n−1V, {·, ·}) 是一个 Leibniz 代数. 另外, (·, ·)+ 和 {·, ·} 满足以
下关系:

({e1, e2}, e3)+ + (e2, {e1, e3})+ = ρV (e1)(e2, e3)+, (6.14)

其中 ei ∈ gl(V )⊕ ∧n−1V, i = 1, 2, 3, ρV : gl(V )⊕ ∧n−1V → gl(V ⊗ ∧n−2V ) 由下式给出:

ρV (A+ u)(w) = LAw, ∀w ∈ V ⊗ ∧n−2V. (6.15)

令 F : ∧nV → V 为一个线性映射, 则 F 诱导了一个线性映射 F ♯ : ∧n−1V → gl(V ),

F ♯(u)(u) = F (u, u), ∀ u ∈ ∧n−1V, u ∈ V.

将 F ♯ 的图记成 GF ⊂ gl(V )⊕ ∧n−1V .

定理 6.10 [32] 令 F : ∧nV → V 是一个线性映射, 则 (V, F ) 是一个 n- 李代数当且仅当 GF 是

Leibniz 代数 (gl(V )⊕ ∧n−1V, {·, ·}) 的 Leibniz 子代数.

证明 GF 是 Leibniz代数 (gl(V )⊕∧n−1V, {·, ·})的 Leibniz子代数当且仅当对任意 u, v ∈ ∧n−1V ,

有 {F ♯(u) + u, F ♯(v) + v} ∈ GF , 这等价于

F ♯(LF ♯(u)v) = [F ♯(u), F ♯(v)].

由于 LF ♯(u)v =
∑n−1

i=1 v1 ∧ · · · ∧ F (u, vi) ∧ · · · ∧ vn−1, 上面等式等价于

F ♯(u ◦ v) = [F ♯(u), F ♯(v)],

即 (V, F ) 是一个 n- 李代数.

与 omni-李代数类似,考虑 2-项向量空间的复形 ∧n−1V
i→ gl(V )⊕∧n−1V ,其中 i代表含入映射,

以及反对称的括号

JA+ u, B + vK = 1

2
({A+ u, B + v} − {B + v, A+ u})

= [A,B] +
1

2
(LAv− LBu).

定义 l2 和 l3 如下:
l2(e1, e2) = Je1, e2K , e1, e2 ∈ gl(V )⊕ ∧n−1V ,

l2(e, f) = Je, fK , e ∈ gl(V )⊕ ∧n−1V, f ∈ ∧n−1V ,

l3(e1, e2, e3) = −T (e1, e2, e3), e1, e2, e3 ∈ gl(V )⊕ ∧n−1V ,

(6.16)

其中 T : ∧3(gl(V )⊕ ∧n−1V ) → ∧n−1V 定义为

T (A+ u, B + v, C +w) =
1

4
(L[A,B]w+ L[B,C]u+ L[C,A]v).
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定理 6.11 对任意的一个向量空间 V , (∧n−1V
i→ gl(V )⊕ ∧n−1V, l2, l3) 是一个李 2- 代数.

注 6.12 本节我们看到 omni-李代数、非交换 omni-李代数和 omni-n-李代数给出的李 2-代数

本质上都是由 Leibniz 代数反对称化得到的. 一般地, 对任意一个 Leibniz 代数, 通过反对称化, 我们

都可以得到一个李 2- 代数, 参见文献 [33].

7 n- 辛几何与李 n- 代数

定义 7.1 称一个流形 M 上的 (n+ 1)- 形式 ω 为一个多辛结构, 或者具体地, n- 辛结构, 若

(i) ω 是闭的, 即 dω = 0;

(ii) ω 是非退化的, 即对任意的 X ∈ X(M), 有

ιXω = 0 ⇒ X = 0.

若 ω 是 M 上的多辛结构, 则称 (M,ω) 为多辛流形, 或者 n- 辛流形.

1- 辛流形就是通常的辛流形. 一个 n- 辛结构可以诱导一个从向量场到 n- 形式的单射, 从而可以

给出如下定义:

定义 7.2 令 (M,ω) 为 n- 辛流形. 称一个 (n− 1)- 形式 α 为 Hamilton (n− 1)- 形式, 如果存在

一个向量场 Xα 使得下式成立:

dα = −ιXαω.

同时我们称 Xα 为 Hamilton 向量场.

我们分别用 Ωn−1
Ham(M)和 XHam(M)来表示 Hamilton (n−1)-形式和 Hamilton向量场的集合.注意

到, Hamilton向量场 Xα 如果存在则必唯一.如果 α ∈ Ωn−1(M)是闭的,则它一定是 Hamilton (n−1)-

形式, 对应的 Hamilton 向量场是零向量场.

与经典的情形类似, Hamilton 向量场保多辛结构.

引理 7.3 令 Xα 是对应 α ∈ Ωn−1(M) 的 Hamilton 向量场, 则 LXαω = 0.

证明 由 Cartan 公式, 有

LXαω = ιXαdω + dιXαω = −ddα = 0.

证毕.

下面对 2-辛结构,构造一个李 2-代数. 对经典的辛结构,在函数空间上有 Poisson括号.现在对 2-

辛结构, 我们可以在 Hamilton 1- 形式上定义一个括号 [·, ·]s 如下:

[α, β]s = ιXβ
ιXαω = ιXαdβ, ∀α, β ∈ Ω1

Ham(M). (7.1)

显然这个括号是反对称的, 另外有

d[α, β]s = −dιXαιXβ
ω = −LXαιβω + ιXαdιXβ

ω

= −LXαιβω + ιXαLXβ
ω = −ι[Xα,Xβ ]ω.

从而, 括号 [·, ·]s 是良定的. 但是这个括号并不满足 Jacobi 恒等式.
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命题 7.4 令 (M,ω) 是一个 2- 辛流形, α, β, γ ∈ Ω1
Ham(M), Xα、Xβ 和 Xγ 是对应的 Hamilton

向量场, 则有

[α, [β, γ]s]s + [β, [γ, α]s]s + [γ, [α, β]s]s = dιXαιXβ
ιXγω. (7.2)

证明 利用公式

LX = ιXd+ dιX , ι[X,Y ] = LXιY − ιY LX , ∀X,Y ∈ X(M),

我们有

[α, [β, γ]s]s + [β, [γ, α]s]s + [γ, [α, β]s]s = ιXαd[β, γ]s + ιXβ
d[γ, α]s − ιX[α,β]s

dγ

= ιXαdιXβ
dγ − ιXβ

dιXαdγ − ι[Xα,Xβ ]dγ

= −dιXαιXβ
dγ

= dιXαιXβ
ιXγω.

证毕.

下面考虑复形 C∞(M)
d→ Ω1

Ham(M). 定义 l2 和 l3 如下:

l2(α, β) = [α, β]s, ∀α, β ∈ Ω1
Ham(M),

l2(α, f) = −l2(f, α) = 0, ∀α ∈ Ω1
Ham(M), f ∈ C∞(M),

l3(α, β, γ) = ιXαιXβ
ιXγω.

定理 7.5 [6] 令 (M,ω) 是一个 2- 辛流形, 则 (C∞(M)
d→ Ω1

Ham(M), l2, l3) 是一个李 2- 代数.

证明 由命题 7.4, 我们只需证明定义 2.4 中公理 (v) 成立. 对任意的 α, β, γ, θ ∈ Ω1
Ham(M), 由引

理 7.3, 有

0 = dω(Xα, Xβ , Xγ , Xθ) = Xαω(Xβ , Xγ , Xθ)− ω([Xα, Xβ ], Xγ , Xθ) + c.p.

= ⟨LXαω,Xβ , Xγ , Xθ⟩ − ω([Xα, Xβ ], Xγ , Xθ)− ω(Xβ , [Xα, Xγ ], Xθ)

− ω(Xβ , Xγ , [Xα, Xθ])− ω([Xα, Xβ ], Xγ , Xθ) + c.p.

= −2ω([Xα, Xβ ], Xγ , Xθ) + c.p.

= −2l3([α, β]s, γ, θ) + c.p.,

即公理 (v) 成立.

例 7.6 [34] 令 G 是一个紧单李群, (g, [·, ·]g) 是它的李代数, 则在 G 上存在一个既左不变又右不

变的 3- 形式 ω 定义如下:

ω(u, v, w) = (u, [v, w]g)K , ∀u, v, w ∈ g.

这里不区分 g 和左不变向量场 X(G)L, (·, ·)K 是 g 上的 Killing 型. 则 ω 是 G 上的一个 2- 辛结构.

为了得到有限维的李 2- 代数, 考虑左不变函数 C∞(G)L 和左不变 Hamilton 1- 形式 Ω1L
Ham(G). 显然,

C∞(G)L = R, Ω1L
Ham(G)

∼= g∗. 下面为了简便, 我们不区分 g∗ 和 Ω1L
Ham(G). 利用 Killing 型 (·, ·)K , 任意

的 α ∈ g∗ 都通过关系式 ⟨α, u⟩ = (Xα, u)K 给出 Xα ∈ g, 则 Xα 就是 α 对应的 Hamilton 向量场. 这

是由于

dα(u, v) = −α([u, v]g) = −(Xα, [u, v]g)K = −ιXαω(u, v).
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从而得到一个李 2- 代数 (R, g∗, l1, l2, l3), 其中 l1 = 0, l2 和 l3 由下式给出:

l2(α, β) = ([Xα, Xβ ]g, ·)K , ∀α, β ∈ g∗,

l2(α, r) = −l2(r, α) = 0, ∀α ∈ g∗, r ∈ R,

l3(α, β, γ) = −([Xα, Xβ ]g, Xγ)K , ∀α, β, γ ∈ g∗.

显然这个李 2- 代数与单李代数 g 给出的 string 李 2- 代数是同构的, 见例 3.5.

更一般地, 对于 n- 辛流形, 我们有下面的定理:

定理 7.7 [35] 令 (M,ω) 是一个 n- 辛流形, 则有李 n- 代数 (
⊕n−1

i=0 L−i, {li}), 其中
(i) 当 i = 0 时, L0 = Ωn−1

Ham(M);

(ii) 当 0 < i 6 n− 1 时, L−i = Ωn−1−i(M);

(iii) l1 = d;

(iv) 非平凡的 li (i > 1) 由下式给出:

li(α1, . . . , αi) =

(−1)
i
2+1ιXαi

· · · ιXα1
ω, i 是偶数,

(−1)
i−1
2 ιXαi

· · · ιXα1
ω, i 是奇数,

这里 α1, . . . , αi ∈ Ωn−1
Ham(M), Xα1 , . . . , Xαi 是其对应的 Hamilton 向量场.

8 高阶 Courant 代数胚与李 n- 代数

在直和丛 T nM , TM ⊕ ∧nT ∗M 上定义对称的非退化的 ∧n−1T ∗M - 值的配对 (·, ·)+ : T nM

×T nM → ∧n−1T ∗M 如下:

(X + α, Y + β)+ = iXβ + iY α, ∀X + α, Y + β ∈ X(M)⊕ Ωn(M). (8.1)

定义括号运算 J·, ·K : Γ(T nM)× Γ(T nM) → Γ(T nM) 如下:

JX + α, Y + βK = [X,Y ] + LXβ − iY dα. (8.2)

我们称四元组 (TM ⊕ ∧nT ∗M, (·, ·)+, J·, ·K ,prTM ) 为高阶标准 Courant 代数胚. 特别地, 当 n = 1 时,

我们就得到了标准的 Courant 代数胚, 见例 3.2.

定义 8.1 称一个子丛 L ⊂ T nM 为迷向的, 如果对任意的截面 e1, e2 ∈ Γ(L), 有

(e1, e2)+ = 0. (8.3)

称一个子丛 L ⊂ T nM 为对合的, 如果对任意的截面 e1, e2 ∈ Γ(L), 有

Je1, e2K ∈ Γ(L). (8.4)

定义 8.2 令 L ⊂ T nM 为一个迷向对合子丛. 称 α ∈ Ωn−1(M) 为一个 Hamilton (n− 1)- 形式,

如果存在 (并不唯一) Xα ∈ X(M) 使得 Xα + dα ∈ Γ(L).
我们分别用 Ωn−1

Ham(M,L) 和 XHam(M,L) 来表示 Hamilton (n − 1)- 形式和 Hamilton 向量场的

集合.
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定理 8.3 [36] 令 L ⊂ T nM 为一个迷向对合子丛, 则有李 n- 代数 (
⊕n−1

i=0 L−i, {li}), 其中
(i) 当 i = 0 时, L0 = Ωn−1

Ham(M,L);
(ii) 当 0 < i 6 n− 1 时, L−i = Ωn−1−i(M);

(iii) l1 = d;

(iv) 非平凡的 li (i > 1) 由下式给出:

li(α1, . . . , αi) =

−(−1)
i
2+1ιXαi

· · · ιXα2
dα1, i 是偶数,

−(−1)
i−1
2 ιXαi

· · · ιXα2
dα1, i 是奇数,

这里 α1, . . . , αi ∈ Ωn−1
Ham(M,L), Xα1 , . . . , Xαi 是其对应的 Hamilton 向量场.

注 8.4 这个定理可以看成定理 7.7 的推广. 特别地, 如果 ω 是一个 n- 辛结构, 则

Gω := {X − ιXω | X ∈ X(M)}

是一个迷向对合子丛. 由定理 8.3 给出的李 n- 代数与由定理 7.7 给出的李 n- 代数是一致的.
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Poisson geometry and Lie n-algebras

SHENG YunHe & ZHU ChenChang

Abstract There is a close relation between Poisson geometry and higher categorical structures. In this paper,

we mainly summarize the relation between Courant algebroids, pre-Courant algebroids and Lie 2-algebras; the

relation between CLWX 2-algebroids and Lie 3-algebras; (nonabelian) omni-(n)-Lie algebras and Lie 2-algebras;

multisymplectic geometry and Lie n-algebras; isotropic involutive subbundle of higher analogue of Courant alge-

broids and Lie n-algebras.
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