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摘要: 给出所设计的立面 1R2T 三自由度绳牵引并联机构的模型;在该模型的竖直平面上对末端执行器进行了详尽的位

姿运动学分析,提出了封闭矢量四边形法则在求解所有的不规则几何图形的位姿运动学逆解时都适用的观点. 文中运用力

矩平衡法确定其质心位置的方法;又根据封闭矢量四边形法则,建立了运动学位姿逆解模型, 利用 Moo re-Penro se 逆求解运

动学位姿正解;最后在所规划的椭圆轨迹下, 采用 Simulink 仿真软件进行了末端执行器的运动轨迹和绳长变化规律的仿

真.研究表明: 在所规划椭圆轨迹下,所有绳长的变化是连续的 ;位姿运动学正逆解相互验证表明所采用的算法是正确且通

用的.
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  绳牵引并联机构是一种新型的机构, 在起重机器

人、虚拟现实的力反馈装置和触觉装置、大型运动仿真

器、大型射电望远镜的馈源支撑系统、超高速机器人、

超大工作空间的轻型机器人、风洞支撑系统、大型轮船

舰艇制造和机械加工等方面都具有潜在的应用前

景[ 1] . 本文以立面 1R2T 的三自由度绳牵引并联机构

为研究对象,设计了所研究的机构模型.文中对该机构

进行了位姿运动学分析, 给出了位姿运动学正、逆解.

最后在 Simulink仿真环境下,对末端执行器进行了相

关的仿真.本文所得出的理论分析结果具有通用性,不

但为原型机的试制奠定了理论基础, 而且对更复杂的

绳牵引并联机构的研究进行了理论准备工作.

1  机构模型

本文设计了一个立面 1R2T ( R: Rotation 转动; T :

Translat ion平动)三自由度绳牵引机构, 如图 1所示.

图中的粗实线十字架为末端执行器, 它由 4 条绳

P1B 1、P2 B2、P3B3、P4 B4牵引着. 支撑绳的构架长OB 2

= 820 mm, 高OB 4 = 1 060 mm.点铰链B1、B2、B 3、B4

构成竖直平面, 与固定坐标系的坐标平面 xoy 重合.各

点铰链B i 的位置为: B1和B 3都位于机构立面上、下边

 图 1  机构立体简图

 F ig . 1  T r-i dimensional sketch of the mechanism

的中点, B2 和 B 4 则分别位于机构立面的右下角和左

上角. 末端执行器受绳的牵引在竖直平面 (即 xoy 平

面) 内运动. P 点是末端执行器的质心, M 点是十字架

交叉的中心,动坐标系 Px H y H 的原点就设在P 点处,

轴Mx H 沿末端执行器的长轴.假设末端执行器的初始

状态是 P 点位于构架的中心, 横轴 P4P 2 位于水平状

态.由于绳子在每一时刻都要张紧,故末端执行器的转

动工作空间只能是顺时针方向的. 平动工作空间只能

在由 B1、B2、B3 和 B4 所确定的平面上.

2  数学建模

2. 1  末端执行器模型质心 P 的求取

末端执行器如图 2所示, P 4M = 80 mm, MP 1 =



 图 2 十字架末端执行器示意图

 Fig . 2  Sketch o f the end effecto r

MP 3 = 50 mm, MP 2 = 120 mm.假设十字架由均质杆

构成,单位长度的质量为 m0 . G1、G2 和 G3 分别为十字

架的各段 P 4P、P1 P3 和 PP 2 的重力,集中作用于 N 1、

M 和N 2点.

记 t = MP , N 1为P4 P的中点, N 2为PP 2的中点,

则末端执行器的质心位置可由以下力矩平衡关系式

G1 P4P + G2 MP = G3 PP 2

决定.代入具体数值,可得 t = 40/ 3 U 13. 3 mm .

2. 2  运动学位姿的逆解问题
在如图 3的竖直平面上, 若已知动平台(末端执行

器) P 点的位姿P = ( x , y , U)
T
, 求各根绳的长度 L i ( i

= 1, 2, 3, 4) ,即为运动学的逆解问题.设 mi = OB i 为

点铰链B i 在固定坐标系{ 0} 中的位置矢量(如图 3中

的 m3 ) ; hi = PP i 为从质心P 到绳与末端执行器的连

接点 P i 的矢量; Li = B iP i 为绳的矢量(如图 3中的

L1) .

根据平面几何的矢量封闭原理和机器人机构学的

数学关系式,图 3中的各矢量满足关系:

Li = mi - [ X + R( U) hi ] (1)

其中 X是从O 点到机构平面内P 点的矢量,式(1) 中

X =
x

y
, R(U) =

cosU - sinU

sinU cosU
,

U为P 4P 2与水平线ab( ab 平行于 ox 轴) 的夹角, R( U)

为旋转矩阵, R( U)hi 表示PP i 矢量旋转了角度 U[ 2, 3]
.

将式(1) 展开,可得:

L ix

L iy

=
m ix

m iy

-

 
x

y
+

cosU - sinU

sinU cosU

hix

hiy
=

 
mix - x - h ix cosU+ h iy sinU

miy - y - hix sinU- hiy cosU
.

而第 i根绳子的长度可表示为:

L i
2
= L ix

2
+ L iy

2  ( i = 1, 2, 3, 4) (2)

式中的 L ix 和 L iy 分别表示绳长矢量L i 在 x、y 方向的

分量.

 图 3 末端执行器

 Fig . 3  End effector

把具体数值代入式(2) , 即可算出各绳的长度. 本

文利用 MA TLAB 编制 了实现 求绳 长的 函数

funtionL ,在之后的 Simulink仿真中,也可以将上式作

为用户自定义函数 fcn的一个仿真模块.

2. 3  运动学位姿的正解问题
已知各根绳的长度 L i ( i = 1, 2, 3, 4) , 求动平台 P

点的位姿 X ( x , y , U) T , 即为运动学位姿的正解问题.

由于式(2) 是非线性方程组,通常解有多个, 对于简单

的问题可以采用解析解. 但是这种方法采用复杂的符

号项,并且最后的结果需要求解高阶(超过四阶) 多项

式的根,还需要用数值分析,相当繁琐, 结果也不精确.

本文采用 New ton-Raphson迭代法求解式(2) . 这种方

法的原理是用一个初始猜测的解代入, 然后层层迭代,

最终产生一个在误差容限内的解.

将式(2) 展开, 可得含有 P 点位姿的三个未知数

x、y、U的方程:

F i ( X ) = x
2
+ y

2
+ mix

2
+ miy

2
+ h ix

2
+ h iy

2
-

 2h ix [ ( mix - x ) cosU+ (miy - y ) sinU] +

 2h iy [ ( mix - x ) sinU- (m iy - y ) sinU] -

 2( xm ix + ym iy ) - li
2
= 0, i = 1, 2, 3, 4 (3)

由 New ton-Raphson迭代法,有矩阵方程 J NRDX k

= - F(X ) ,其中 J NR 为 New ton-Raphson Jacobian矩

阵,具体表示为:

J NR =
5F i

5x ,
5F i

5y ,
5F i

5U ,  ( i = 1, 2, 3, 4) ,

式中 F i ( X ) 对位姿坐标 X ( x , y , U)
T
的偏微分为:

5F i

5x = 2( x + h ix cosU- h iy sinU- mix ) ;

5F i

5y = 2( y + h ix sinU+ hiy cosU- m iy ) ;

5F i

5U = 2{ h ixh
c
ix + h iyh

c
iy -

 h
c
ix [ (mix - x ) cosU+ ( miy - y ) sinU] +
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 h
c
iy [ (mix - x ) sinU- (miy - y ) co sU] -

 h ix [ (m iy - y ) cosU- (mix - x ) sinU] +

 h iy [ (mix - x 0cosU+ 9miy - y 0sinU] } (4)

迭代求解的通式为 DX k = - J
+
NRF (X ) , 式中 J

+
NR

= ( J NR
T
J NR )

- 1
J NR

T 是过冗余 Jacobian 矩阵伪逆,

F(X ) = { F i ( X ) } , DX = { Dx , Dy , DU}
T
. 迭代开始时,

先以初始位姿的猜值 X 0 代入, 可求出其增量解 DX 0 ,

然后反复计算求解X k+ 1 = X k+ DX k ,直到使得DX k< E

为止.这里E是自定义的误差容限.本文令E= 1 @ 10
- 4

m
[ 5~ 7]

.

通过上述的 New ton-Raphson 迭代法可以求出运

动学正解,即由已知各绳长求得末端执行器的位姿.

3  仿真与程序运行结果

对于本文研究的 1R2T 绳牵引并联机构, 运动学

逆解问题是由理论位姿坐标求出绳长, 而运动学正解

是由绳长求出位姿坐标. 本文先讨论运动学逆解问题,

接着再讨论运动学正解问题.

3. 1  运动学逆解仿真结果
本文对末端执行器的运动轨迹进行了规划, 令其

满足椭圆方程:  

x = 0. 41 + 0. 2cosA

y = 0. 53 + 0. 4sinA

U= P/ 8

(5)

 图 4 末端执行器质心的位置

 Fig . 4  The place of end effector 's centro id

接着采用 Simulink 软件[ 4] 对其进行了一系列的

仿真,得到末端执行器的轨迹(即其质心位置的变化规

律) 和各绳长度随之变化的情况. 当末端执行器的初

始位置为 A= 0的坐标点时,即初始位置为 X 0(0. 61,

0. 53,P/ 8) 时, 仿真结果如图 4, 5所示.

图 4表示末端执行器的位置. 图中用实线表示末

端执行器P点与坐标原点之间的距离随时间变化的规

律;两条虚线分别表示 P 点坐标在 x、y 两坐标轴上的

投影随时间变化的规律.

本文另采用 MAT LAB软件编制了已知位姿求绳

长的程序.程序运行结果如图 5所示.图 5给出了 4条

绳子在所规划的椭圆轨迹下绳长的变化规律.

3. 2  运动学正解的求解结果
本文采用点对点的方法来求解运动学正解问题.

不失一般性,随机选取 5组绳长的数据,已知各根绳子

绳长, 采用 New ton-Raphson迭代法计算,可得出末端

执行器的位姿坐标X 2( x 2 , y 2 , U2 )
T
.表1比较了运动学

正逆解结果. 表中同时列出了由式(5) 决定的理论位

姿坐标X 1 ( x 1 , y1 , U1) T 和编程迭代求解得的位姿坐标

X 2( x 2 , y 2 , U2) T .

从表 1可以看出, 运动学正解求解得的位姿坐标

结果与理论位姿坐标相当接近, 绝对误差的数量级为

10- 4m, 相对误差的数量级为 10- 3 . 这充分证明了

New ton-Raphson 迭代算法对求解此问题的理论正确

性和程序上的可操作性.

4  结束语

本文的研究工作主要有以下几点:

( 1)设计了 1R2T 的三自由度绳牵引并联机构;

( 2)对上述机构进行了椭圆的轨迹规划, 进行了末

端执行器的运动轨迹和绳长变化规律的仿真,完成了

运动学逆解工作;

 图 5  各绳长的变化规律

 F ig . 5  Lengt h variet y of cables

( 3)建立了运动学正解模型, 运用 New ton-Raph-

son迭代法编制程序数值求解 Moo re-Penrose 逆, 得

到运动学正解的结果.

通过正逆解结果的相互验证, 证明本文所采用的

方法的正确性和可行性. 本文的研究为原型机的试制

进行了理论准备工作, 也为今后机构的静力学、动力
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表 1  运动学正解结果比较

Tab. 1  The po sitiv e so lution compare

参数

组号

4条绳的绳长/ m

L1 L 2 L 3 L4

理论位姿坐标/m

x 1 y 1 U1

实际位姿坐标/m

x 2 y 2 U2

1 0. 3535 0. 4875 0. 7112 0. 8631 0. 3503 0. 2985 0. 1025 0. 3508 0. 3000 0. 1028

2 0. 2472 0. 2483 0. 9320 0. 9816 0. 2023 0. 1029 0. 1186 0. 2029 0. 1033 0. 1190

3 0. 5601 0. 5856 0. 5157 0. 7865 0. 4971 0. 5026 0. 2028 0. 4975 0. 5030 0. 4985

4 0. 7768 0. 7625 0. 3571 0. 7510 0. 6028 0. 7004 0. 2522 0. 6025 0. 7011 0. 2533

5 0. 8010 0. 8803 0. 2680 0. 5122 0. 3543 0. 7501 0. 2213 0. 3551 0. 7505 0. 2206

学、控制系统仿真以及机构控制打下了数学基础.
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Abstract: A kind of 3-DOF w ir e-dr iven par allel manipulato r w ith 1R2T t ype w as presented. Posit ion kinematics analysis was given

on upr ight posit ion acco rding to this manipulator . F irst of all, a viewpoint that the rule of vecto r quadrangle w as applicable in a ll ab-

normity w as mentioned. Then, the method of moment equity solving the centr oid posit ion w as presented. The inver se kinematical pos-i

t ion model w as set up w ith the method of vecto r quadrang le. The Moore-Penrose method was involved in t he solution to positive kine-

matica l position. A t last , in the tr ace o f ellipse designed, simulation r esults including both the place o f end effecto r 's centro id and

length va riety of cables were presented. The investigation indicated that length var iety of cables w as continuous and mutual v alidation

indicated the met hod adopted w as accurate and univ ersal.

Key words: w ire-driven par allel manipulator ; 3-deg rees of fr eedom; kinemat ics
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