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摘要 本文考虑如下趋化 - 流体耦合模型的混合边值问题:

nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (n∇c),

ct + u · ∇c = ∆c− cn,

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0.

主要研究其在空间有界二维区域上解的整体存在性及一致有界性问题.首先,证明慢扩散情形 (m > 1)

混合非齐次边值问题的一致有界弱解的整体存在性. 其次, 考虑线性扩散情形 (m = 1), 对于混合齐次

边值问题, 得到经典解的整体存在性.

关键词 趋化 - 流体耦合模型 混合边界 弱解 经典解 一致有界性

MSC (2020) 主题分类 35M10, 92C17

1 引言

本文考虑如下趋化 - 流体耦合模型:

nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (n∇c), (x, t) ∈ Q,

ct + u · ∇c = ∆c− cn, (x, t) ∈ Q,

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ, (x, t) ∈ Q,

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Q,

(1.1)
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其中 Q = Ω×R+, m > 1, Ω 为 R2 中的有界区域. 该模型描述了氧气驱动下溶解在水中的枯草杆菌的

运动情形, 其中 n 和 c 分别表示细菌的密度和氧气的浓度, −cn 是细菌的消耗项, u = (u1, u2) 和 π 分

别为流体的速度和压力, ∇φ 为重力项.

趋化是自然界中一种刻画生物定向运动的重要机制,即细菌或微生物会朝着化学物质浓度较高的

地方聚集. 1970 年, Keller 和 Segel [1] 提出了一个刻画这种现象的经典模型. 之后, 这类模型吸引了众

多数学工作者的注意. 在过去的几十年, 这类模型的研究已经取得了丰富的成果. 趋化 - 流体耦合模

型最早由 Tuval 等 [2] 提出, 形式如下:

nt + u · ∇n = ∆n−∇ · (χ(c)n∇c),

ct + u · ∇c = ∆c− k(c)n,

ut + τu · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0.

(1.2)

该模型主要刻画了悬浮在水中的枯草杆菌的运动情况, 即它们会朝着氧气浓度高的地方聚集, 细菌、

氧气和流体通过输运项 u · ∇n、u · ∇c 和位势力 ∇φ 耦合在一起. 然而, 当流体流速较慢时, 其惯性

力远小于黏性力, 故可忽略不计. 此时 Navier-Stokes 方程可被 Stokes 方程取代 [3]. 自该模型被提出以

来, 已经有众多的数学工作者开始从事其数学理论的研究. 特别地, 对其 Cauchy 问题, 以及有界区域

上具齐次边界条件的初边值问题的研究已经有非常丰富的结果. 例如, Winkler [4] 确立了 χ(c) = 1 和

k(c) = c 时 2 维框架下趋化和 Navier-Stokes 方程的耦合模型古典解的整体存在性, 以及 3 维框架下

趋化和 Stokes 方程的耦合模型弱解的整体存在性.

如果把细菌的扩散看成是在多孔介质中的运动, 即考虑如下方程:

nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (n∇c),

ct + u · ∇c = ∆c− cn,

ut = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0,

(1.3)

Liu 和 Lorz [5] 证明了 3 维情形 m = 4
3 时 “极” 弱解的整体存在性; 随后, Duan 和 Xiang [6] 完善了这

一理论,对任意的 m > 1确立了这类弱解的整体存在性. 然而, 这类 “极”弱解只是在 L1 意义下有界,

且不能保证解的有界性, 故而即使整体存在也不能确保解不能在有限时间爆破 (blow-up). 因而, 寻找

整体有界的弱解是极为有意义的. 2012 年, Tao 和 Winkler [7] 解决了 2 维 m > 1 的情形, 而 3 维情形

的研究却相当曲折. 首先, Di Francesco 等 [8] 得到了 m ∈ ( 7+
√
217

12 , 2] 时有界弱解的整体存在性; 之后,

文献 [9] 又证明了 m ∈ ( 87 ,+∞) 时一个局部有界的弱解; 随后, 文献 [10] 又对其中 m ∈ ( 76 ,+∞) 的情

形补充了解的一致有界性; 最近, Winkler [11] 又把结果扩展到了 m > 9
8 . 但直到目前, m > 1 的情形还

未得到完整解决. 然而, 如果考虑到细菌的增生, 模型中可加入 logistic 增长项, 则模型变为

nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (n∇c) + µn(1− n),

ct + u · ∇c = ∆c− cn,

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0.

(1.4)
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2017 年, Jin [12] 对不考虑流速的情形 (u = 0) 证明了 3 维空间任意的 m > 1 的情形下有界解的整体

存在性. 对 3 维空间下的线性扩散情形 (m = 1), Lankeit [13] 得到了齐次边值问题弱解的整体存在性,

并进一步证明在某个时刻 T 后, 弱解将变为经典解并最终收敛到 (1, 0, 0) 这个平凡的稳态解. 除此之

外, 对于大的 µ [14] 或者小初值 [15], 也可得到经典解的整体存在性. 但小 µ 时大初值解的整体存在性

仍是一个公开问题. 最近, Braukhoff [16] 考虑了模型 (1.4) 对应 m = 1 和 µ > 0 的非齐次边值问题, 得

到了 2 维空间经典解的整体存在性及 3 维空间弱解的整体存在性.

然而, 从分析的角度, logistic 增长项由于其二阶阻尼项的存在, 在一定程度上有利于抑制或阻止

解的爆破行为, 并给解的正则性估计带来很大的便利. 本文去掉了该阻尼项, 研究不含 logistic 增长项

的情形, 即考虑模型 (1.1) 的混合边值问题. 首先, 基于文献 [16] 中的变换, 把非齐次边值条件化为齐

次边值条件. 但模型中由于 logistic 增长项的去除, 使得文献 [16] 中所使用的一些方法不再适用, 尤其

是能量估计的一些技巧完全不同于文献 [16]. 本文首先对渗流慢扩散情形得到有界弱解的整体存在性.

随后, 也考虑线性扩散情形, 对混合齐次边值问题得到唯一经典解的整体存在性.

首先给出如下初值条件:

n(x, 0) = n0(x), c(x, 0) = c0(x), u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (1.5)

其中 n0, c0, u0 > 0. 关于边界条件, 对于 u, 假设如下无滑移边界条件:

u |∂Ω = 0.

在水层表面假设没有细菌穿过边界, 即假设如下零流边界条件:

∂nm

∂ν
− χn

∂c

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

而对于氧气, 众所周知, 水滴暴露在空气中, 表面都是空气, 溶解在水中的氧气会溢出, 而空气中的氧

气也会溶解到水中. 故而在水滴表面会有氧气交换. 由 Raoult 定律可知, 通过边界进入的氧气的速率

依赖于空气中氧气的分压, 假设空气中氧气的含量是已知的, 通过边界溢出的氧气的速率与水滴表面

氧气的含量成正比. 类似于文献 [16], 给出如下 Robin 边界条件:

∂c

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= −a1(x)c(x, t) + a2(x, t),

其中 a1 ∈ C∞(∂Ω), a2 ∈ C∞(∂Ω× [0,+∞)), a1 > 0 是氧气溢出的速率, a2 > 0 是进入的氧气的数量.

易得存在 g1 ∈ C∞(Ω), g2 ∈ C∞(Ω× [0,+∞)) 使得

∂g1(x)

∂ν
= −a1(x), g2(x, t) =

a2
a1
且

∂g2(x, t)

∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0,+∞).

综上, 给出如下边界条件:

∂nm

∂ν
− χn

∂c

∂ν
= 0,

∂c

∂ν
=
∂g1(x)

∂ν
(c(x, t)− g2(x, t)), u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0,+∞). (1.6)

本文假设下式成立: 

n0 ∈ C(Ω), n0 > 0,

c0 ∈W 1,∞(Ω) ∩W 2,p(Ω), ∀ p > 1, c0 > 0,

u0 ∈ D(Aβ), β ∈
(
1

2
, 1

)
,

φ ∈W 1,∞(Ω),

(1.7)
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其中 A 为 Dirichlet 齐次边界下的 Stokes 算子.

在给出本文主要结论之前, 先给出弱解的定义.

定义 1.1 称 (n, c, u, π) ∈ X1 × X2 × X3 × X4 为问题 (1.1)、(1.5) 和 (1.6) 的弱解, 如果 n > 0,

c > 0, 且对任意的 T > 0, 对任意的 ψ,Φ ∈ C∞(QT ), 且
∂ψ
∂ν |∂Ω = Φ |∂Ω = 0, ψ(x, T ) = Φ(x, T ) = 0, 下

面的积分等式成立:

−
∫∫

QT

nψtdxdt−
∫
Ω

n(x, 0)ψ(x, 0)dx−
∫∫

QT

nu · ∇ψdxdt = −
∫∫

QT

(∇nm − χn∇c) · ∇ψdxdt,

−
∫∫

QT

cψtdxdt−
∫
Ω

c(x, 0)ψ(x, 0)dx−
∫∫

QT

cu · ∇ψdxdt

=

∫ T

0

∫
∂Ω

∂g1(x)

∂ν
(c(x, t)− g2(x, t))ψdSdt−

∫∫
QT

∇c · ∇ψdxdt−
∫∫

QT

cnψdxdt,

−
∫∫

QT

uΦtdxdt−
∫
Ω

u(x, 0)Φ(x, 0)dx−
∫∫

QT

u⊗ u · ∇Φdxdt

= −
∫∫

QT

∇π · Φdxdt−
∫∫

QT

∇u · ∇Φdxdt+

∫∫
QT

n∇φ · Φdxdt,

其中

X1 =

{
n ∈ L∞(Ω× [0,∞));nr∇n ∈ L2(QT ),∀T > 0, r >

m− 2

2

}
,

X2 = {c ∈ L∞((0,∞);W 1,∞(Ω)); c ∈W 2,1
p (QT ),∀T > 0, p > 0},

X3 =

{
u ∈ L∞(Ω× [0,∞));∆u, ut ∈ L2(QT ), A

βu ∈ L∞((0,∞);L2(Ω)),∀T > 0, β ∈
(
1

2
, 1

)}
,

X4 = {π ∈ L2(QT );∇π ∈ L2(QT ),∀T > 0}.

下面给出本文的主要定理.

定理 1.1 假设 m > 1, 且 (1.7) 成立, 则问题 (1.1)、(1.5) 和 (1.6) 存在全局有界弱解 (n, c, u, π)

∈ X1 ×X2 ×X3 ×X4 满足 n, c > 0, 且对任意的 r > m−2
2 , 有

sup
t∈R+

(∥n(·, t)∥L∞ + ∥c(·, t)∥W 1,∞ + ∥u(·, t)∥L∞ + ∥Aβu(·, t)∥L2) 6 C1, (1.8)

sup
t∈R+

∫ t+1

t

(
∥nr∇n∥2L2 + ∥c∥pW 2,p + ∥u∥2W 2,2 + ∥ct∥pLp + ∥ut∥2L2

)
ds 6 C2, (1.9)

其中常数 C1 和 C2 仅依赖于 n0、c0、u0、Ω、χ、µ、g1 和 g2.

进一步, 对上面得到的解, 如果 m 6 2, 则也可得到如下更高的正则性, 即如果 m 6 2, ∇nm0 ,∆c0
∈ L2(Ω), 则存在常数 C3 和 C4 使得

sup
t∈R+

∫
Ω

|∆c̃|2dx+ sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

|∇c̃t|2dxds 6 C3, (1.10)

sup
t∈R+

∫
Ω

|∇nm|2dx+ sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

nm−1|nt|2dxds 6 C4. (1.11)

接下来考虑线性扩散情形, 并有如下结果.
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定理 1.2 假设 (1.7) 成立, m = 1, g2 = 0, 且 ∇n0 ∈ L2, 则问题 (1.1)、(1.5) 和 (1.6) 存在唯一全

局有界的古典解 (n, c, u, π) 满足 n, c > 0, 且存在正常数 σ ∈ (0, 1) 使得

n ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0,∞)),

c ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0,∞)),

u ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0,∞)),

π ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C1+σ,σ2 (Ω× (0,∞)).

进一步, 有如下一致有界性结论:

sup
t∈R+

(∥n(·, t)∥L∞ + ∥∇n(·, t)∥L2 + ∥c(·, t)∥W 1,∞ + ∥u(·, t)∥L∞ + ∥Aβu(·, t)∥L2) 6 C, (1.12)

其中 C 仅依赖于 n0、c0、u0、Ω、χ、µ 和 g1.

2 预备知识

首先给出一些本文常用的记号.

记号 ∥ · ∥Lp := ∥ · ∥Lp(Ω). 矢量函数 ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) ∈ C∞
0,σ(Ω)表示 ϕ ∈ C∞

0 (Ω)且满足 divϕ = 0.

Lrσ(Ω) 表示 C∞
0,σ(Ω) 在 Lr(Ω) 中的闭包. 由文献 [17] 可知, 每个 u ∈ Lr 可唯一分解为

u = v +∇p, v ∈ Lrσ, ∇p ∈ Gr,

其中 Gr = {∇p;∇p ∈ Lr; p ∈ Lrloc}, P : Lr(Ω) → Lrσ(Ω) 被称为 Helmholtz 投影. 令 Aω := −P∆ω, 则
A 在 Lrσ 上生成一个有界的解析半群 {e−tA}t>0, (1.1) 的解 u 可以表示为

u = e−tAu0 +

∫ t

0

e−(t−s)AP (n(s)∇φ(s))ds. (2.1)

更多细节可参见文献 [18, 19].

本文令 C、Ci、C̃ 和 M 表示一些常数,如无特殊说明,它们至多依赖于 µ、m、χ、Ω,、∇φ、n0、c0
和 u0.

下面给出一些预备引理. 由文献 [20] 可得如下引理.

引理 2.1 令 T > 0, τ ∈ (0, T ), α > 0, β > 0, 假设 f : [0, T ) → [0,∞) 绝对连续且满足

f ′(t)− g(t)f(t) + f1+σ(t) 6 h(t), t ∈ R,

其中 σ > 0 是一个常数, g(t), h(t) > 0 且 g(t), h(t) ∈ L1
loc([0, T )),∫ t

t−τ
g(s)ds 6 α,

∫ t

t−τ
h(s)ds 6 β, ∀ t ∈ [τ, T ),

则

sup
t
f(t) 6 σ

(
2A

1 + σ

) 1+σ
σ

+ 2B,

其中

A = τ−
1

1+σ (1 + α)
1

1+σ e2α, B = τ−
1

1+σ β
1

1+σ e2α + 2βe2α + f(0)eα.
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特别地, 如果还已知 supt∈(τ,T )
1
τ

∫ t
t−τ f(s)ds 6 γ, 则对方程 f ′(t)− g(t)f(t) 6 h(t), t ∈ R, 也有

sup
t∈(0,T )

f(t) 6 (γ + β)eα.

由文献 [21] 可得如下引理.

引理 2.2 假设 u0 ∈ W 2,p(Ω), f ∈ Lploc([0,+∞);Lp(Ω)) 且 supt∈(τ,+∞)

∫ t
t−τ ∥f∥

p
Lpds 6 A, 其中

τ > 0 是固定的常数, 则问题 
ut −∆u+ u = f(x, t),

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0,

u(x, 0) = u0(x)

(2.2)

存在唯一解 u 使得 u ∈ Lploc([0,+∞);W 2,p(Ω)), ut ∈ Lploc([0,+∞);Lp(Ω)) 且

sup
t∈(τ,+∞)

∫ t

t−τ
(∥u∥pW 2,p + ∥ut∥pLp)ds 6 AM

epτ

e
p
2 τ − 1

+Me
p
2 τ∥u0∥pW 2,p , (2.3)

其中 M 是不依赖于 τ 的正常数.

由文献 [4] 可得如下引理.

引理 2.3 假设 h ∈ C2(R), 则对所有的 φ ∈ C2(Ω) 满足在边界 ∂Ω 上 ∂φ
∂n = 0, 有∫

Ω

h′(φ)|∇φ|2∆φdx+
2

3

∫
Ω

h(φ)|∆φ|2dx

=
2

3

∫
Ω

h(φ)|∇2φ|2dx− 1

3

∫
Ω

h′′(φ)|∇φ|4dx− 1

3

∫
∂Ω

h(φ)
∂|∇φ|2

∂n
ds, (2.4)

以及 ∫
Ω

|∇φ|4

φ3
dx 6 (2 +

√
N)2

∫
Ω

φ|∇2 lnφ|2dx. (2.5)

由文献 [22], 也有如下引理.

引理 2.4 假设 Ω 为有界区域, 令 ω ∈ C2(Ω) 且 ∂ω
∂ν |∂Ω = 0, 则

∂|∇ω|2

∂ν
6 2κ|∇ω|2, 在边界 ∂Ω 上,

其中 κ > 0 是 Ω 的曲率的上界.

3 慢扩散情形非齐次边值问题解的存在性

本节考虑 m > 1 时非齐次边值问题解的存在性和有界性. 由于模型中氧气浓度 c 的边界条件是

非齐次的, 故而 Neumann 热半群理论不能直接应用. 因此, 作为一种常用技巧, 借鉴文献 [16], 首先通

过一个变换把 c 的边界化为齐次的.

令

c̃ = e−g1(c− g2).
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注意到 ∂g2
∂ν |∂Ω = 0, 则

∂c̃

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= −e−g1
∂g2
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0.

方程 (1.1)、(1.5) 和 (1.6) 化为如下形式:

nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (eg1n∇c̃+ eg1nc̃∇g1 + n∇g2),

c̃t −∆c̃+ (u− 2∇g1) · ∇c̃

= (|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)c̃+ e−g1(∆g2 − u · ∇g2 − ng2 − g2t),

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Q,

∂nm

∂ν
− χeg1nc̃

∂g1
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂c̃

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, u |∂Ω = 0, t > 0,

n(x, 0) = n0(x), c̃(x, 0) = c̃0(x), u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(3.1)

考虑 (3.1) 的逼近问题

nεt + uε · ∇nε = ∆((nε + ε)m−1nε)− χ∇ · (eg1nε∇c̃ε + eg1nεc̃ε∇g1 + nε∇g2),

c̃εt −∆c̃ε + (uε − 2∇g1) · ∇c̃ε

= (|∇g1|2 +∆g1 − nε − uε · ∇g1)c̃ε + e−g1(∆g2 − uε · ∇g2 − nεg2 − g2t),

uεt + uε · ∇uε = ∆uε −∇πε + nε∇φ,

∇ · uε = 0, (x, t) ∈ Q,

∂(nε + ε)m−1nε
∂ν

− χeg1nεc̃ε
∂g1
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂c̃ε
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, uε |∂Ω = 0, t > 0,

nε(x, 0) = nε0(x), c̃ε(x, 0) = c̃ε0(x), uε(x, 0) = uε0(x), x ∈ Ω,

(3.2)

其中 

nε0, c̃ε0, uε0 ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω),

nε0 → u0, c̃ε0 → c̃0, uε0 → u0 一致收敛,

∥nε0∥L∞ + ∥∇nmε0∥L2 + ∥c̃ε0∥W 2,∞ + ∥uε0∥W 2,∞

6 2(∥n0∥L∞ + ∥∇nm0 ∥L2 + ∥c̃0∥W 2,∞ + ∥u0∥W 2,∞).

(3.3)

利用经典的不动点方法可得如下古典解的局部存在性定理. 证明都是标准的, 不再给出, 也可参

见文献 [4, 16].

引理 3.1 假设 (3.3)成立,则存在 Tmax∈(0,+∞]使得问题 (3.2)存在唯一的经典解 (nε, c̃ε, uε, πε)

满足 (nε, c̃ε, uε) ∈ C(Ω× [0, Tmax)) ∩ C2,1(Ω× (0, Tmax)), πε ∈ C(Ω× [0, Tmax)) ∩ C1,0(Ω× (0, Tmax)),

nε > 0, cε > 0, ∀ (x, t) ∈ Ω× (0, Tmax),

且要么 Tmax = ∞, 要么存在 β ∈ ( 12 , 1), 使得

lim sup
t↗Tmax

(
∥nε(·, t)∥L∞ + ∥c̃ε∥W 1,∞ + ∥Aβu∥L2

)
= ∞.
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接下来证明解的整体存在性. 首先, 直接计算易得如下结论.

引理 3.2 假设条件 (3.3) 成立. 令 (nε, c̃ε, uε, πε) 为问题 (3.2) 的经典解, 则存在常数 C > 0

使得

∥nε∥L1 ≡ ∥nε0∥L1 , (3.4)

sup
t∈(0,Tmax)

∥c̃ε(·, t)∥L∞ 6 C, (3.5)

其中 C 不依赖于 ε、Tmax 和 τ .

证明 对问题 (3.2) 的第一个方程直接积分可得 (3.4). 注意到 ∂g1
∂ν |∂Ω = −a1 < 0, 则由极值原理

易得 ∥cε∥L∞ 6 max{∥cε0∥L∞ , ∥g2∥L∞(∂Ω×R+)}. 故而 c̃ε 一致有界. 证毕.

接下来估计 uε, 可得如下引理.

引理 3.3 假设 (3.3)成立. 令 (nε, c̃ε, uε, πε)为问题 (3.2)的古典解,则对任意的 1 < q < 4,可得

sup
t∈(0,Tmax)

∥uε∥2L2 + sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥uε∥2H1ds 6 C1 sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥nε∥

q
2

Lqds+ C2, (3.6)

其中 C1 和 C2 是不依赖于 ε、Tmax 和 τ 的正常数.

证明 在 (3.2) 的第 3 个方程两边同乘以 uε 后在 Ω 上积分, 则对任意的 p ∈ (1, 4), 有

1

2

d

dt

∫
Ω

u2εdx+

∫
Ω

|∇uε|2dx =

∫
Ω

nε∇φ · uεdx

6 ∥∇φ∥L∞∥nε∥Lp∥uε∥
L

p
p−1

6 C∥nε∥Lp∥∇uε∥L2

6 1

2
∥∇uε∥2L2 + C∥nε∥2Lp ,

即
d

dt

∫
Ω

u2εdx+

∫
Ω

|∇uε|2dx 6 C∥nε∥2Lp . (3.7)

取 q = 5− 4
p , 易验证当 1 < p < 4 时, q > p, 则可得

∥nε∥2Lp 6 C1∥nε∥
2− q

2

L1 ∥nε∥
q
2

Lq .

把上面的不等式代入 (3.7), 注意到 ∫
Ω

|∇uε|2dx > C

∫
Ω

|uε|2dx,

则由引理 2.1 即可得 (3.6).

引理 3.4 假设 (3.3) 成立. 令 (nε, c̃ε, uε, πε) 为问题 (3.2) 的古典解, 则存在不依赖于 ε 的常数

C 使得

sup
t∈(0,Tmax)

∥uε∥2H1 + sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥uε∥2H2 + ∥uεt∥2L2)ds 6 C, (3.8)

且对任意的 r > 0, 存在不依赖于 ε 的常数 Cr 使得

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥r+1
Lr+1 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

nm+r−2
ε |∇nε|2dxds 6 Cr. (3.9)
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证明 在 (3.2) 的第一个方程两端同乘以 nrε 后在 Ω 上积分, 得

1

r + 1

d

dt

∫
Ω

nr+1
ε dx+ r

∫
Ω

nm+r−2
ε |∇nε|2dx

6 χr

∫
Ω

nrε(e
g1∇c̃ε + eg1 c̃ε∇g1 +∇g2)∇nεdx

6 r

2

∫
Ω

nm+r−2
ε |∇nε|2dx+ C

∫
Ω

nr+2−m
ε |∇c̃ε|2dx+ C

∫
Ω

nr+2−m
ε dx

6 r

2

∫
Ω

nm+r−2
ε |∇nε|2dx+ η

∫
Ω

nm+r+1
ε dx+ Cη

∫
Ω

|∇c̃ε|
2(r+m+1)

2m−1 dx+ C2

∫
Ω

nr+2−m
ε dx. (3.10)

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式、(3.4) 和 (3.5) 可得

∥nε∥r+m+1
Lr+m+1 = ∥n

m+r
2

ε ∥
2(r+m+1)

m+r

L
2(r+m+1)

m+r

6 C1∥∇n
m+r

2
ε ∥2L2∥n

m+r
2

ε ∥
2

m+r

L
2

m+r
+ C2∥nε∥m+r+1

L1

6 C3∥∇n
m+r

2
ε ∥2L2 + C4,

∥∇c̃ε∥
2(r+m+1)

2m−1

L
2(r+m+1)

2m−1

6 C5∥∆c̃ε∥
r+m+1
2m−1

L
r+m+1
2m−1

∥c̃ε∥
r+m+1
2m−1

L∞ + C6∥c̃ε∥
2(r+m+1)

2m−1

L∞ .

把上面两个不等式代入 (3.10), 取 η 适当小, 则有

1

r + 1

d

dt

∫
Ω

nr+1
ε dx+

r

4

∫
Ω

nm+r−2
ε |∇nε|2dx+ C

∫
Ω

nm+r+1
ε dx 6 C

∫
Ω

|∆c̃ε|
r+m+1
2m−1 dx+ C.

利用引理 2.1, 进一步有

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥r+1
Lr+1 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(nm+r−2
ε |∇nε|2 + nm+r+1

ε )dxds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

|∆c̃ε|
r+m+1
2m−1 dxds+ C. (3.11)

由 (3.2) 的第二个方程可得

c̃εt−∆c̃ε+ c̃ε = −(uε−2∇g1) ·∇c̃ε+(|∇g1|2+∆g1−nε−uε ·∇g1+1)c̃ε+e−g1(∆g2−uε ·∇g2−nεg2−g2t).

利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式、引理 2.2 和 3.2, 有

sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥∆c̃ε∥pLpds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥(uε − 2∇g1) · ∇c̃ε∥pLp + ∥(|∇g1|2 +∆g1 − nε − uε · ∇g1 + 1)c̃ε∥pLp)ds

+ C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥e−g1(∆g2 − uε · ∇g2 − nεg2 − g2t)∥pLp)ds+ C

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥uε∥pL2p∥∇c̃ε∥pL2p + ∥∇c̃ε∥pLp + ∥nε∥pLp + ∥uε∥pLp)ds+ C

6 C̃ sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥uε∥pL2p∥∆c̃ε∥

p
2

Lp∥c̃ε∥
p
2

L∞ + ∥uε∥pL2p + ∥∆c̃ε∥
p
2

L
p
2
∥c̃ε∥

p
2

L∞ + ∥nε∥pLp)ds+ C
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6 1

2
sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥∆c̃ε∥pLpds+ C̃1 sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥uε∥2pL2p + ∥nε∥pLp)ds+ C̃2,

即

sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥∆c̃ε∥pLpds 6 2C̃1 sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥uε∥2pL2p + ∥nε∥pLp)ds+ 2C̃2. (3.12)

把 (3.12) 代入 (3.11) 可得

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥r+1
Lr+1 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(nm+r−2
ε |∇nε|2 + nm+r+1

ε )dxds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(|uε|
2(r+m+1)

2m−1 + |nε|
r+m+1
2m−1 )dxds+ C. (3.13)

取 r = 3(m− 1), 则

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥3m−2
L3m−2 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

n4m−2
ε dxds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(|uε|4 + |nε|2)dxds+ C. (3.14)

利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式可得

∥uε∥4L4 6 C1∥uε∥2L2∥∇uε∥2L2 + C2∥uε∥4L2 .

结合 (3.6) 并取 q = 2 可得

sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

|uε|4dxds 6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥nε∥2L2ds+ C.

把该不等式代入 (3.14) 得

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥3m−2
L3m−2 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

n4m−2
ε dxds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

|nε|2dxds+ C.

注意到 4m− 2 > 2, 则有

sup
t∈(0,Tmax)

∥nε∥3m−2
L3m−2 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

n4m−2
ε dxds 6 C. (3.15)

再结合 (3.6), 进一步有

sup
t∈(0,Tmax)

∥uε∥2L2 + sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥uε∥2H1ds 6 C. (3.16)

把 Helmholtz 投影算子 P 作用到 (3.2) 的第 3 个方程上, 可得

uεt −∆uε + P (uε · ∇uε) = P (nε∇φ). (3.17)
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在该方程两端同乘以 −∆uε 后在 Ω 上积分, 利用 Gagliardo-Nirenberg 不等式、(3.15) 和 (3.16) 可得

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇uε|2dx+

∫
Ω

|∆uε|2dx = −
∫
Ω

P (nε∇φ)∆uεdx+

∫
Ω

P (uε · ∇uε)∆uεdx

6 ∥∇φ∥L∞∥nε∥L2∥∆uε∥L2 + ∥uε∥L4∥∇uε∥L4∥∆uε∥L2

6 ∥∇φ∥L∞∥nε∥L2∥∆uε∥L2 + ∥uε∥
1
2

L2∥∇uε∥L2∥∆uε∥
3
2

L2

6 1

2
∥∆uε∥2L2 + C∥∇uε∥4L2 + C.

由 (3.16) 和引理 2.2 可得

sup
t∈(0,Tmax)

∫
Ω

|∇uε|2dx+ sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥uε(·, s)∥2H2ds 6 C. (3.18)

下面估计 uεt. 在 (3.17) 两端同乘以 uεt 可得

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇uε|2dx+

∫
Ω

|uεt|2dx =

∫
Ω

P (nε∇φ)uεtdx+

∫
Ω

P (uε · ∇uε)uεtdx

6 1

2
∥uεt∥2L2 + C∥nε∥2L2 + C∥uε∥2L4∥∇uε∥2L4

6 1

2
∥uεt∥2L2 + C∥nε∥2L2 + C∥uε∥2H1∥∇uε∥L2∥∆uε∥L2

6 1

2
∥uεt∥2L2 + C∥nε∥2L2 + C∥uε∥6H1 + ∥∆uε∥2L2 ,

结合 (3.16) 和 (3.18) 可得 ∫ t

t−τ
∥uεt∥2L2ds 6 C,

综上, 有 (3.8). 利用 Sobolev 嵌入不等式即有

sup
t∈(0,Tmax)

∥uε∥Lq 6 C, ∀ q > 1.

把该不等式代入 (3.13), 同时注意到 r+m+1
2m−1 < r +m+ 1, 则 (3.9) 成立.

由引理 3.4, 利用 Neumann 热半群理论, 结合 Moser 迭代技巧 (参见文献 [20]), 进一步可得如下

引理.

引理 3.5 假设 (3.3) 成立. 令 (nε, c̃ε, uε, πε) 为问题 (3.2) 的古典解, 则

sup
t∈(0,Tmax)

(∥c̃ε∥W 1,∞ + ∥nε∥L∞ + ∥uε∥L∞ + ∥Aβu∥L2) 6 C, ∀β ∈
(
1

2
, 1

)
,

其中 C 不依赖于 ε、Tmax 和 τ .

由引理 3.1, 问题 (3.2) 存在全局古典解, 即 Tmax = ∞. 接下来, 证明原问题解的整体存在性, 先

证明如下引理.

引理 3.6 假设 (3.3) 成立. 令 (nε, c̃ε, uε, πε) 为问题 (3.2) 的古典解, 则对任意的 p > 0, 有

sup
t∈(1,Tmax)

∫ t

t−1

(∥c̃εt∥pLp + ∥∆c̃ε∥pLp)ds 6 C, (3.19)
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对任意的 r > m− 2, 有

sup
t∈(1,Tmax)

∫ t

t−1

∫
Ω

nrε|∇nε|2dxds 6 C, (3.20)

且

sup
t∈(1,Tmax)

∫ t

t−1

∥nεt∥2H−1ds 6 C, (3.21)

其中这些常数 C 均不依赖于 ε.

证明 (3.19) 可直接由引理 2.2 和 3.5 得到. 接下来证明 (3.20) 和 (3.21).

在 (3.2) 的第一个方程两端同乘以 1 + lnnε 后在 Ω 上积分, 得

d

dt

∫
Ω

nε lnnεdx+

∫
Ω

((m− 1)(nε + ε)m−2 + (nε + ε)m−1n−1
ε )|∇nε|2dx

6 χ

∫
Ω

(eg1∇c̃ε + eg1 c̃ε∇g1 +∇g2)∇nεdx

= χ

∫
∂Ω

nεe
g1 c̃ε∇g1 · νds− χ

∫
Ω

(∇ · (eg1∇c̃ε) +∇ · (eg1 c̃ε∇g1) + ∆g2)nεdx

6 C(1 + ∥∆c̃ε∥L1).

利用 (3.19), 直接积分可得

sup
t∈(1,Tmax)

∫ t

t−1

∫
Ω

((m− 1)(nε + ε)m−2 + (nε + ε)m−1n−1
ε )|∇nε|2dxds 6 C,

即

sup
t∈(1,Tmax)

∫ t

t−1

∫
Ω

nm−2
ε |∇nε|2dxds 6 C.

由引理 3.5, nε 一致有界, 则 (3.20) 成立. 再由引理 3.5, nε、uε 和 ∇cε 一致有界, 可得

∥nε∥2H−1 6 ∥uεnε∥2L2 + ∥∇((nε + ε)m−1nε)∥2L2 + ∥χ(eg1nε∇c̃ε + eg1nεc̃ε∇g1 + nε∇g2)∥2L2

6 C + ∥m(nε + ε)m−1∇nε∥2L2 ,

则 (3.21) 可由 (3.20) 直接得到.

定理 1.1 的证明 既然 (nε, c̃ε, uε, πε)是 (3.2)的古典解,由引理 3.4–3.6得,存在 {(nε, c̃ε, uε, πε)}
的子列, 为简单起见, 仍记为 {(nε, c̃ε, uε, πε)}, 使得

c̃ε → c̃, 一致地,

c̃ε ⇀ c̃, 在 W 2,1
p (QT ) 意义下, 对任意的 p ∈ (1,+∞),

nε
∗
⇀ n, 在 L∞(QT ) 意义下,

uε → u, 在 Lp(QT ) 意义下, 对任意的 p ∈ (1,+∞),

uε ⇀ u, 在 W 2,1
2 (QT ) 意义下,

∇πε ⇀ ∇π, 在 L2(QT ) 意义下.
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注意到 nε 一致有界, 且有估计式 (3.20) 和 (3.21) 成立, 则由 Aubin-Lions 定理可得

nε → n, 在 Lp(QT ) 意义下, 对任意的 p ∈ (1,+∞).

注意到

∥nε + ε− n∥Lp 6 ∥nε + ε− nε∥Lp + ∥nε − n∥Lp = ∥ε∥Lp + ∥nε − n∥Lp ,

则也有

nε + ε→ n, 在 Lp(QT ) 意义下, 对任意的 p ∈ (1,+∞),

且 (1.8) 和 (1.9) 成立. 注意到 nε 和 n 一致有界, 则

|(ε+ nε)
m−1nε − nm| 6 |(ε+ nε)

m − nm|+ |ε(ε+ nε)
m−1| 6 C|ε+ nε − n|+ Cε,

因而,

(ε+ nε)
m−1nε → nm, 在 Lp(QT ) 中, 对任意的 p ∈ (1,+∞).

注意到 nε 对任意的 φ ∈ C∞(QT ), 且
∂φ
∂ν |∂Ω = 0, φ(x, T ) = 0 满足

−
∫∫

QT

nεφtdxdt−
∫
Ω

nε(x, 0)φ(x, 0)dx−
∫∫

QT

nεuε · ∇φdxdt−
∫∫

QT

(nε + ε)m−1nε∆φdxdt

= χ

∫∫
QT

(eg1nε∇c̃ε + eg1nεc̃ε∇g1 + nε∇g2)∇φdxdt.

令 ε→ 0, 则有

−
∫∫

QT

nφtdxdt−
∫
Ω

n(x, 0)φ(x, 0)dx−
∫∫

QT

nu · ∇φdxdt−
∫∫

QT

nm∆φdxdt

= χ

∫∫
QT

(eg1n∇c̃+ eg1nc̃∇g1 + n∇g2)∇φdxdt.

分部积分可得

−
∫∫

QT

nφtdxdt−
∫
Ω

n(x, 0)φ(x, 0)dx−
∫∫

QT

nu · ∇φdxdt+
∫∫

QT

∇nm∇φdxdt

= χ

∫∫
QT

(eg1n∇c̃+ eg1nc̃∇g1 + n∇g2)∇φdxdt.

类似地, 容易验证 (n, c̃, u, π) 满足 (3.1) 中的其他方程.

接下来, 对 m 6 2 时的解 n 给出更高的正则性估计. 在 (3.1) 的第一个方程两端同乘以 (nm)t, 然

后在 Ω 上积分, 注意到 n、̃c、∇c̃ 和 u 都是有界的, 则

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇nm|2dx+m

∫
Ω

nm−1|nt|2dx

= χ

∫
Ω

eg1nc̃∇g1∇(nm)tdx−m

∫
Ω

nm−1ntu · ∇ndx− χm

∫
Ω

nm−1nt∇ · (eg1n∇c̃+ n∇g2)dx

6 χ

∫
∂Ω

(nm)te
g1nc̃∇g1 · νdS − χ

∫
Ω

(nm)t∇ · (eg1nc̃∇g1)dx+
m

4

∫
Ω

nm−1|nt|2dx

+ C

∫
Ω

nm−1|∇n|2dx+ C

∫
Ω

|∆c|2dx+ C
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6 χ
m

m+ 1

d

dt

∫
∂Ω

nm+1eg1 c̃∇g1 · νdS − χ
m

m+ 1

∫
∂Ω

(nm+1c̃te
g1∇g1 · ν + nm+1c̃(eg1∇g1 · ν)t)dS

− χ

∫
Ω

mnm−1nt(e
g1 c̃∇g1) · ∇ndx− χ

∫
Ω

mnmnt∇(eg1 c̃∇g1)dx

+
m

4

∫
Ω

nm−1|nt|2dx+ C

∫
Ω

nm−1|∇n|2dx+ C

∫
Ω

|∆c|2dx+ C

6 χ
m

m+ 1

d

dt

∫
∂Ω

nm+1eg1 c̃∇g1 · νdS + C

∫
∂Ω

|c̃t|ds+
m

2

∫
Ω

nm−1|nt|2dx

+ C

∫
Ω

(nm−1|∇n|2 + |∆c|2)dx+ C.

由 (1.9) 可得

sup
t∈R+

∫
Ω

|∇nm|2dx+ sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

nm−1|nt|2dxds 6 C sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
∂Ω

|c̃t|dS + C. (3.22)

把 ∇ 作用到 (3.1) 的第二个方程两端后乘以 ∇c̃t, 注意到 ∇c̃t · ν |∂Ω = 0, 则有

1

2

d

dt

∫
Ω

|∆c̃|2dx+

∫
Ω

|∇c̃t|2dx

= −
∫
Ω

∇((u− 2∇g1) · ∇c̃) · ∇c̃tdx+

∫
Ω

∇((|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)c̃) · ∇c̃tdx

+

∫
Ω

∇(e−g1(∆g2 − u · ∇g2 − ng2 − g2t)) · ∇c̃tdx

6 1

2

∫
Ω

|∇c̃t|2dx+ C

∫
Ω

|∆c̃|2dx+ C

∫
Ω

|∇n|2dx+ C

∫
Ω

|∇u|2dx+ C.

利用 (1.9), 当 m 6 2 时, 可得如下结果:

sup
t∈R+

∫
Ω

|∆c̃|2dx+ sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

|∇c̃t|2dxds

6 C sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

(|∆c̃|2 + |∇u|2)dxds+ C sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
Ω

|∇n|2dxds+ C

6 C̃. (3.23)

利用该不等式和迹的嵌入不等式, 进一步可得

sup
t∈R+

∫ t+1

t

∫
∂Ω

|c̃t|dS 6 C sup
t∈R+

∫ t+1

t

(∥∇c̃t∥L2 + ∥c̃t∥L2)ds

6 C̃ sup
t∈R+

∫ t+1

t

(∥∇c̃t∥2L2 + ∥c̃t∥2L2 + 1)ds

6 C. (3.24)

把 (3.24) 代入 (3.22) 可得 (1.11). 证毕.

4 m = 1m = 1m = 1 的情形

本节考虑 m = 1 和 µ = 0 时古典解的存在性. 假设 g2 = 0, 即考虑齐次 Robin 边界条件. 类似于

第 3 节, 令

c̃ = e−g1c,
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则原始问题转化为如下形式:

nt + u · ∇n = ∆n− χ∇ · (eg1n∇c̃+ eg1nc̃∇g1), (x, t) ∈ Q,

c̃t −∆c̃+ (u− 2∇g1) · ∇c̃ = (|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)c̃, (x, t) ∈ Q,

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ, (x, t) ∈ Q,

∇ · u = 0, (x, t) ∈ Q,

∂n

∂ν
− χeg1nc̃

∂g1
∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂c̃

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, u |∂Ω = 0,

n(x, 0) = n0(x), c̃(x, 0) = c̃0(x), u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(4.1)

假设 

n0 ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω), ∀ 3 < p < 6, n0 > 0,

c0 ∈W 1,∞(Ω) ∩W 2, 52 (Ω), c0 > 0,

u0 ∈ D(Aβ), β ∈ ( 12 , 1),

φ ∈ C1+σ(Ω).

(4.2)

类似于第 3 节, 也有如下局部存在性引理.

引理 4.1 假设 (4.2) 成立, 则存在 Tmax ∈ (0,∞] 使得问题 (4.1) 存在古典解 (n, c̃, u, π) 使得

n, c̃ > 0, 并且

n ∈ C0(Ω× [0, Tmax)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0, Tmax)),

c̃ ∈ C0(Ω× [0, Tmax)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0, Tmax)),

u ∈ C0(Ω× [0, Tmax)) ∩ C2+σ,1+σ
2 (Ω× (0, Tmax)),

π ∈ C0(Ω× [0, Tmax)) ∩ C1+σ,σ2 (Ω× (0, Tmax)),

并有如下二则一结果, 即要么 Tmax = ∞, 要么

lim sup
t→Tmax

(∥n(·, t)∥L∞(Ω) + ∥c̃(·, t)∥W 1,∞(Ω) + ∥Aβu(·, t)∥L2(Ω)) = ∞, ∀β ∈
(
1

2
, 1

)
.

由以上局部存在性引理, 为了得到整体解的存在性, 只需做引理 4.1 中的先验估计. 首先易得

∥n∥L1 ≡ ∥n0∥L1 . (4.3)

下面证明如下引理.

引理 4.2 假设 (4.2) 成立. 令 (n, c̃, u, π) 为问题 (4.1) 的古典解, 则存在常数 C 使得

d

dt

∫
Ω

(
1

2
χ
|∇c̃|2

c̃
+ e−g1n lnn

)
dx+

1

2

∫
Ω

e−g1
|∇n|2

n
dx+

χ

4

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+ χ

∫
Ω

n|∇c̃|2

c̃
dx

6 C

∫
Ω

u4dx+ C. (4.4)

证明 由 (4.1) 的第二个方程可得

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃
dx =

∫
Ω

∇c̃
c̃

· ∇c̃tdx− 1

2

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃2
c̃tdx = −

∫
Ω

c̃t
∆c̃

c̃
dx+

1

2

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃2
c̃tdx
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= −
∫
Ω

∆c̃

c̃
(∆c̃− (u− 2∇g1) · ∇c̃+ (|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)c̃)dx

+
1

2

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃2
(∆c̃− (u− 2∇g1) · ∇c̃+ (|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)c̃)dx

=

∫
Ω

(
− |∆c̃|2

c̃
+

∆c̃

c̃
(u− 2∇g1) · ∇c̃−∆c̃(|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)

)
dx

+
1

2

∫
Ω

(
|∇c̃|2

c̃2
∆c̃− |∇c̃|2

c̃2
(u− 2∇g1) · ∇c̃

+
|∇c̃|2

c̃
(|∇g1|2 +∆g1 − n− u · ∇g1)

)
dx. (4.5)

注意到 ∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx =

∫
Ω

(
|∇2c̃|2

c̃
+

|∇c̃|4

c̃3
− 2

∇c̃ · ∇2c̃ · ∇c̃
c̃2

)
dx

=

∫
Ω

(
|∇2c̃|2

c̃
+

|∇c̃|4

c̃3
− ∇c̃ · ∇|∇c̃|2

c̃2

)
dx

=

∫
Ω

(
|∇2c̃|2

c̃
+

|∇c̃|4

c̃3
+

|∇c̃|2

c̃2
∆c̃− 2

|∇c̃|4

c̃3

)
dx

=

∫
Ω

(
|∇2c̃|2

c̃
+

|∇c̃|2

c̃2
∆c̃− |∇c̃|4

c̃3

)
dx,

由引理 2.3 结合上面的等式可得

−
∫
Ω

|∆c̃|2

c̃
+

1

2

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃2
∆c̃dx

= −
∫
Ω

|∇c̃|2

c̃2
∆c̃dx−

∫
Ω

1

c̃
|∇2c̃|2 + 1

c̃3
|∇c̃|4dx+

1

2

∫
∂Ω

1

c̃

∂

∂ν
|∇c̃|2ds

= −
∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+
1

2

∫
∂Ω

1

c̃

∂

∂ν
|∇c̃|2ds.

把上面的等式代入 (4.5), 注意到 ∆c̃
c̃ = ∆ ln c̃+ |∇c̃|2

|c̃|2 , 对充分小的 η > 0, 可得

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃
dx+

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+

∫
Ω

n|∇c̃|2

c̃
dx

=
1

2

∫
∂Ω

1

c̃

∂

∂ν
|∇c̃|2ds+

∫
Ω

(∆ ln c̃ (u− 2∇g1) · ∇c̃− c̃∆ln c̃(|∇g1|2 +∆g1 − u · ∇g1))dx

−
∫
Ω

∇n · ∇c̃dx+
1

2

∫
Ω

(
|∇c̃|2

c̃2
(u− 2∇g1) · ∇c̃−

|∇c̃|2

c̃
(|∇g1|2 +∆g1 − u · ∇g1)

)
dx

6 κ

∫
∂Ω

1

c̃
|∇c̃|2ds−

∫
Ω

∇n · ∇c̃dx+
1

4

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+ η

∫
Ω

|∇c̃|4

|c̃|3
dx+ C

∫
Ω

u4dx+ C. (4.6)

由边界迹的嵌入不等式, 对任意充分小的 η1 > 0, 有

κ

∫
∂Ω

1

c̃
|∇c̃|2ds = κ

∫
∂Ω

|c̃ 1
2∇ ln c̃|2ds

6 η1κ

∫
Ω

|∇(c̃
1
2∇ ln c̃)|2dx+ Cη1

∫
Ω

c̃|∇ ln c̃|2dx

6 η1κ

∫
Ω

(
1

2
c̃−

1
2∇c̃∇ ln c̃+ c̃

1
2∇2 ln c̃

)2

dx+ Cη1

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃
dx
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6 2η1κ

∫
Ω

(
c̃|∇2 ln c̃|2 + 1

4

|∇c̃|4

c̃3

)
dx+ Cη1

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃
dx

6 2η1κ

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+ η1κ

∫
Ω

|∇c̃|4

c̃3
dx+ Cη1 . (4.7)

联合 (4.6) 和 (4.7), 由引理 2.3, 取 η 和 η1 适当小, 则有

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇c̃|2

c̃
dx+

1

2

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+

∫
Ω

n|∇c̃|2

c̃
dx 6 −

∫
Ω

∇n · ∇c̃dx+ C

∫
Ω

u4dx+ C. (4.8)

在 (4.1) 的第一个方程两端乘以 e−g1(1 + lnn) 后在 Ω 上积分, 得

d

dt

∫
Ω

e−g1n lnndx+

∫
Ω

e−g1
|∇n|2

n
dx

= −
∫
Ω

e−g1g1tn lnndx+

∫
Ω

e−g1(1 + lnn)∇n · ∇g1dx−
∫
Ω

n lnne−g1u · ∇g1dx

+ χ

∫
Ω

(∇c̃ · ∇n− n(1 + lnn)∇c̃ · ∇g1 + c̃∇g1 · (∇n− n(1 + lnn)∇g1))dx

6 χ

∫
Ω

∇c̃ · ∇ndx+
1

4

∫
Ω

e−g1
|∇n|2

n
dx+ η2

∫
Ω

|∇c̃|4

c̃3
dx+ C

∫
Ω

(|n lnn| 43 + |u|4 + 1)dx, (4.9)

其中 η2 > 0 是任意小的常数. 由 Gagliardo-Nirenberg 不等式, 可得

∥n∥2L2 = ∥
√
n∥4L4 6 C1∥

√
n∥2L2∥∇

√
n∥2L2 + C2∥n∥2L1 = C1∥n∥L1∥∇

√
n∥2L2 + C2∥n∥2L1 . (4.10)

把该不等式代入 (4.9), 注意到对任意充分小的常数 η, 都有 |n lnn| 43 < ηn2 +Cη, 再利用引理 2.3 可得

d

dt

∫
Ω

e−g1n lnndx+
1

2

∫
Ω

e−g1
|∇n|2

n
dx

6 χ

∫
Ω

∇c̃ · ∇ndx+ η2

∫
Ω

|∇c̃|4

c̃3
dx+ C

∫
Ω

(|u|4 + 1)dx

6 χ

∫
Ω

∇c̃ · ∇ndx+ Cη2

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+ C

∫
Ω

(|u|4 + 1)dx. (4.11)

联合 (4.8) 和 (4.11), 取 η2 适当小可得 (4.4). 证毕.

引理 4.3 假设 (4.2) 成立. 令 (n, c̃, u, π) 为问题 (4.1) 的局部古典解, 则

sup
t∈(0,Tmax)

∫
Ω

(
1

2
χ
|∇c̃|2

c̃
+ e−g1n lnn

)
dx

+ sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(
c̃|∇2 ln c̃|2 + |∇n|2

n
+
n|∇c̃|2

c̃
+ n2

)
dxds

6 C, (4.12)

其中 C 不依赖于 Tmax 和 τ .

证明 由 (4.4), 可得

d

dt

∫
Ω

(
1

2
χ
|∇c̃|2

c̃
+ e−g1n lnn

)
dx+

∫
Ω

(
1

2
χ
|∇c̃|2

c̃
+ e−g1n lnn

)
dx

+
1

2

∫
Ω

e−g1
|∇n|2

n
dx+

1

4

∫
Ω

c̃|∇2 ln c̃|2dx+

∫
Ω

n|∇c̃|2

c̃
dx
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6 C

∫
Ω

u4dx+ C.

利用引理 2.1, 可得

sup
t∈(0,Tmax)

∫
Ω

(
1

2
χ
|∇c̃|2

c̃
+ e−g1n lnn

)
dx+ sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

(
c̃|∇2 ln c̃|2 + |∇n|2

n
+
n|∇c̃|2

c̃

)
dxds

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

u4dxds+ C. (4.13)

容易验证 (3.6) 仍然成立. 由 (3.6), 可得

sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

u4dxds

6 C1 sup
t∈(0,Tmax)

∥u(·, t)∥2L2 sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥∇u(·, t)∥2L2ds+ C2 sup

t∈(0,Tmax)

∥u(·, t)∥4L2

6 C sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
∥nε∥qLqds+ C, 对任意的 1 < q < 4. (4.14)

把 (4.14) 代入 (4.13), 取 q < 2, 注意到 (4.10), 该引理得证.

由上述引理, 类似于引理 3.3 和 3.4, 可得如下结论.

引理 4.4 假设 (4.2) 成立. 令 (n, c̃, u, π) 为问题 (4.1) 的局部古典解, 则

sup
t∈(0,Tmax)

∥u∥2H1 + sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥u∥2H2 + ∥ut∥2L2)ds 6 C, (4.15)

sup
t∈(0,Tmax)

∥c̃∥2H1 + sup
t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ
(∥c̃∥2H2 + ∥c̃t∥2L2)ds 6 C, (4.16)

其中 C 为不依赖于 Tmax 和 τ 的常数.

接下来证明如下引理.

引理 4.5 假设 (4.2) 成立. 令 (n, c̃, u, π) 为问题 (4.1) 的局部古典解, 则

sup
t∈(0,Tmax)

∥n∥r+1
Lr+1 + sup

t∈(τ,Tmax)

∫ t

t−τ

∫
Ω

nr−1|∇n|2dxds 6 C, (4.17)

其中 C 为依赖于 r 但不依赖于 Tmax 和 τ 的常数.

证明 在 (4.1) 的第一个方程两端同乘以 nr 后在 Ω 上积分, 得

1

r + 1

d

dt

∫
Ω

nr+1dx+ r

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx

6 χr

∫
Ω

nr(eg1∇c̃+ eg1 c̃∇g1) · ∇ndx

6 r

2

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx+ C

∫
Ω

nr+1|∇c̃|2dx+ C

∫
Ω

nr+1dx

6 r

2

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx+ C∥n
r+1
2 ∥2L4∥∇c̃∥2L4 + C

∫
Ω

nr+1dx. (4.18)

由 Gagliardo-Nirenberg 不等式可得

∥n
r+1
2 ∥2L4 6 C1∥∇n

r+1
2 ∥L2∥n

r+1
2 ∥L2 + C2∥n∥r+1

L1 , ∥∇c̃∥2L4 6 C3∥∆c̃∥L2∥c̃∥L∞ + C4∥c̃∥2L∞ ,
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对任意小的 η > 0, 有

∥n∥r+1
Lr+1 = ∥n

1+r
2 ∥2L2 6 C5∥∇n

1+r
2 ∥

r
r+1

L2 ∥n
1+r
2 ∥

1
1+r

L
2

1+r
+ C6∥n∥r+1

L1 6 η∥∇n
1+r
2 ∥2L2 + C7.

把上面 3 个不等式代入 (4.18), 可得

1

r + 1

d

dt

∫
Ω

nr+1dx+ r

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx

6 r

2

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx+ C8∥n∥r+1
Lr+1∥∆c̃∥2L2 + C9∥∆c̃∥2L2 + C10

∫
Ω

nr+1dx+ C11

6 3r

4

∫
Ω

nr−1|∇n|2dx+ C8∥n∥r+1
Lr+1∥∆c̃∥2L2 + C9∥∆c̃∥2L2 + C12. (4.19)

由引理 2.1 可得 (4.17). 证毕.

由上述引理结合 Neumann 热半群理论和 Moser 迭代技巧 (参见文献 [20]), 可得如下引理.

引理 4.6 假设 (4.2) 成立. 令 (n, c̃, u, π) 为问题 (4.1) 的古典解, 则

sup
t∈(0,Tmax)

(∥c̃∥W 1,∞ + ∥n∥L∞ + ∥u∥L∞ + ∥Aβu∥L2) 6 C, 对任意的 β ∈
(
1

2
, 1

)
,

其中 C 不依赖于 Tmax.

结合引理 4.1 和 4.6 立即可得定理 1.2.
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Global solvability to a coupled chemotaxis-fluid model with
mixed boundary conditions

Chunhua Jin & Jingxue Yin

Abstract This paper is concerned with the following chemotaxis-fluid model
nt + u · ∇n = ∆nm − χ∇ · (n∇c),

ct + u · ∇c = ∆c− cn,

ut + u · ∇u = ∆u−∇π + n∇φ,

∇ · u = 0

with mixed boundary value conditions. We mainly study the global existence and uniform boundedness of weak
solutions in a bounded domain of R2. Firstly, we prove the global existence of uniformly bounded weak solutions
for the porous medium slow diffusion model (m > 1) with non-homogeneous boundary conditions. Then we also
consider the linear diffusion case (m = 1) with homogeneous boundary conditions, and prove the existence of
global bounded classical solutions.

Keywords chemotaxis-fluid model, mixed boundary, weak solution, classical solution, uniform boundedness
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