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抗差最小二乘法在桥梁控制网
平差中的应用
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摘要:以抗差最小二乘法理论为基础 , 探讨在桥梁控制网平差中选择适当的估计方法 , 合理地确定等价权 , 进行抗差

估计的方法。
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Abstract:The paper introduced a method of how to apply in bridge control net the rational principle of equivalent weight so as to execute

classical estimators based on robustified least squares method.
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　　经典最小二乘原理 , 是测量数据处理中使用最广

泛的方法 。因其不涉及观测数据的分布特征 , 对于严

格符合正态分布的观测数据 , 具有最优一致无偏且方

差最小的特性 , 对于服从其它分布的数据 , 其估值亦

具有无偏且方差最小的性质。这也是最小二乘估计作

为经典测量平差理论的核心且百年不衰的根本原因。

但是 , 经典的最小二乘法不具备抵御粗差的能

力 , 它要求观测数据必须严格满足某一种分布 , 否则

粗差的影响将会使最小二乘估值受到干扰甚至使人无

法接受 。而事实上 , 在我们获得的各种测量数据中 ,

严格服从正态分布的数据几乎不存在 , 由于受到观测

条件的限制 , 观测数据可能要受到污染 。因此 , 抗差

估计的理论 , 就是在粗差存在的情况下 , 选择适当的

估计准则对观测数据进行处理 , 并使最后得到的参数

估值受粗差的影响减少到最低程度 , 以求得到近似于

正常情况下的统计结果。

1　抗差最小二乘原理

1.1　抗差最小二乘法

抗差估计又称为广义极大似然估计 (M 估计),

是经典的极大似然估计的推广 。

设有一组相互独立的观测子样 {li} i =1 , 2 ,

…, n , 各观测子样的权为 {pi}, 根据测量平差原理

可得其观测方程为

L+Δ=AX (1)

因观测子样的真误差为未知 , 故相应的误差方程

式可写为

V=AX -L (2)

式中 , l ——— n×1阶观测向量;

A———n×m 阶系数矩阵;

X ———m×1阶未知参数向量;

X ———x 的估值;



Δ———n×1阶观测误差向量;

V ———观测值改正数 (余差)向量。

经典最小二乘法估计准则为

V
T
PV=min (3)

而M估计则可由下面的准则函数来定义 , 即

∑
n

i=1
ρ(vi)=min (4)

上式中 ρ是适当选择的凸函数 , 设 ψ是适当的单调 、

正半轴非降函数且 ρ′(·)=ψ(·), 则由 (4)式得

∑
n

i=1
ψ(vi)·ai=0 (5)

式中 , vi 为第 i个观测值余差 , 若令

ψ(vi)
vi

=ωi (6)

则 (5)式变为

∑
n

i=1
ωiυia i=0 (7)

式中的 ωi称为权因子 。

令 P= Pi = P iωi

这里我们称为 P i等价权 。式 (7)可表示为

A
T
PV=0 (8)

其相应的法方程为

A
T
PAX-A

T
PL =0 (9)

 X =(AT
PA)-1AT

PL (10)

由此可见 , M估计可通过引入等价权的概念化为

最小二乘形式 , 且当 ωi=1时 , M估计退化为经典最

小二乘估计。

1.2　等价权的含义

M估计是通过观测值 {li}求参数 {xj}的估值 ,

{vi}为观测值 {li}的余差 , 其准则函数为

∫ρ(v)· f(l)·dl =min (11)

或　∑
n

i=1
pi
 
 vi
ρ(v)·

 vi
 xi
=∑

n

i=1
piψi (v)·a ij=0

(j=1 , 2 , ……, m)

式中 , ρ(·)是适当选择的极值函数 ,
 ρ(v)
 vi

=

ψi (v), f (l)为经验概率密度。

令　　　pi=p i
 ρ(v)
 v
·1
v i
=pi·

ψi (v)
vi

=piωi

(12)

由上式可见 , 等价权包含了原观测值的权和由

ρ(·)或ψ(·)函数规定的权因子 , 即等价权是观

测值余差 v 的函数。这意味着抗差最小二乘估计的权

是 “后验” 的。

1.3　抗差最小二乘法的计算原理

抗差最小二乘估计是通过等价权将抗差估计与最

小二乘法有机地结合起来 , 因此 , 抗差估计的根本之

处在于权函数的设计 。

权函数的作用在于:将所有的观测数据划分为正

常观测值 、可利用观测值和粗差观测值 3个部分;对

于正常观测值 , 使其保持原有的权不变 , 对余差较大

的可利用观测值进行降权处理 , 而那些粗差观测值 ,

则使其权为零。经过这样的处理 , 我们就可以根据各

个观测值及 “后验” 权 , 利用经典最小二乘法则 , 求

得最接近于正常情况下的参数估值 。

2　桥梁控制网的抗差计算

目前 , 桥梁施工控制网的形式大多仍采用测角方

式 , 同时测量 1 ～ 2条基线边 , 为使抗差估计的计算

更为简洁 , 做如下假设:

(1)不考虑基线测量误差对控制网的影响;

(2)角度观测值作为独立观测值处理;

(3)为简化计算 , 我们直接引入 IGG (中国科学

院测量与地球物理研究所的英文缩写)方案的权因子

设计 , 并加以适当的改化 , 即得

ω(u)=

1  u ≤k

k
 u 

　k< u ≤3

0  u >3

(13)

式中 , k 可 取 1 ～ 1.5 , u =
(l-ax)
σ

, σ =

(l-ax)2

n-1
。

同时 , 根据工程测量实际 , 结合 《工程测量规

范》 要求 , 取 3 m 为极限误差 (正常情形下 , 超过

3倍中误差的误差出现概率为 3‰), 即取 m <Δ≤

3m 的观测值认为是可利用观测值。

在上述前提下 , 可采用直接平差法直接对观测值

进行平差 。同时 , 顾及抗差最小二乘的权是观测值余

差的函数 , 它的精度虽要求不高 , 但必须保证 v 取可

靠的近似值 , 否则会导致抗差最小二乘估值受到干

扰。为此 , 可选择抗差能力较强的数学模型 。为使实

际应用更为简单 , 采用平均分配原则的近似平差法求

得 v 的近似值 , 并根据式 (13)计算各观测值等价权

P i , 建立条件方程式

BX +W=0　　　　　　(P 为等价权)

得　　　　　V=P-1AT (AP-1AT)-1 (-W)

 X =X+V
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精度评定与条件平差相同 。

3　算例

某桥梁控制网为大地四边形形式 , 其最小二乘平

差结果见表1第 3列。
表 1

角号 角度观测值
不含粗差

LS

含粗差

LS＊ M

1 48°57′48″ 48°57′46.9″ 48°57′45.5″ 48°57′46.6″

2 37°03′28″ 37°03′28.7″ 37°03′28.8″ 37°03′28.3″

3 24°41′24″ 24°41′25.6″ 24°41′25.3″ 24°41′25.2″

4 69°17′15″ 69°17′18.8″ 69°17′20.4″ 69°17′19.9″

5 45°32′38″ 45°32′40.4″ 45°32′42.0″ 45°32′40.6″

6 40°28′31″ 40°28′35.2″ 40°28′32.4″ 40°28′34.3″

7 61°20′26″ 61°20′24.8″ 61°20′24.6″ 61°20′25.2″

8 32°38′19″ 32°38′19.6″ 32°38′21.0″ 32°38′19.9″

　　将6号角值加入-6″的粗差后 , 分别用经典最小

二乘法和抗差最小二乘法求得了平差角值 (见表 1第

4 、 5列), 其中抗差最小二乘估计的前期观测值余差

(改正数)采用近似平差得到 , 并求得单位权中误差

m0=±3.3″, 在计算等价权时取 k=1。

4　结论

当观测数据中含有粗差时 , 经典最小二乘法平差

的结果明显受到了污染 , 而利用抗差最小二乘估计的

结果更接近于正常情况下的估值。所以 , 在桥梁控制

测量中应用抗差最小二乘法代替经典最小二乘法进行

数据处理 , 不仅减小了粗差对于平差结果的影响 , 使

估计结果更加可靠 , 而且 , 其计算方法也简单易行 、

容易实现 。
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