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基于最优一维分解的图像超分辨方法
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摘 要 提出了一种用分离变量的一维函数乘积形式逼近二维图像数据的方法:通过在一维空间的超分辨处理:
很容易实现对图像的超分辨处理K从理论上证明了这种表达是最优的K实际结果显示了超分辨的效果好:计算量

小K这种方法也可应用于图像处理的其他领域和海量数据信息特征提取K
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2 引 言

图像超分辨是一种重要的图像处理技术:通常
是将图像作为二元函数:利用周围的点来线性超分
辨此点或先使用二元函数基去逼近原图:如傅里叶
变换+B,3小波变换+#,等:然后通过函数基的自然扩展
来实现超分辨的目的K通常这些基都具有可分离的
形式:图像中特征的变化体现在函数系数上K但对于
具体的图像数据:这种事先选取固定基的方法有一
定的局限性:一方面处理效果不一定好:另一方面一
般需要选取较多的项K因此有大量的文献在研究既

能有效地表示图像特征:又能具有较少项的图像数
据表示新方法K针对图像特征的多样性:提出了一种
图像最优分解方法:它是一种特征向量方法:基本思
想是将二维图像自适应的分解为一维向量的综合K
由于自适应性和较少参数表示:故可以获得较好的
效果K事实上若选取同样个数的基:在均方误差准则
下:这种特征向量表示是最优的K并可证明在连续条
件下:当采样无限加细时这一结果收敛到相应连续
的情形+@,K利用这一分解过程:再加上一元函数的超
分辨处理:可以实现图像的超分辨处理K实验结果表
明效果是显著的
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! 理论结果

定理 " #连续函数的单变量分解$%#&’($为
定义于 )维空间 *)中单位矩形 +#+,-./&’(/
01$上平方可积函数’则使得

2,3+#%#&’($4 56#&$7#($$)8&8(, 9:;
的 5<6<7为如下算子方程的解

=>7,3
0

.
%#&’($7#($8(, 5>6

=>6,3
0

.
%#&’($6#&$8&, 5>7

其中’5为自伴算子 =的最大本征值?6’7为相应的
自伴算子 =的本征元@
对 %#&’($456#&$7#($’使用上述定理可得相

应的 5<6<7’继续这一过程可得 %#&’($的最优可分
离正交基@此外本征值 5是以指数下降的’这相应于
逼近误差以指数速度下降’这一问题以及更加深入
的讨论见文献ABC@
若将一幅图像#DEF$作为二元函数的采样’

则相应的得到如下的最优一维分解表示定理@
定理 ! %#&’($为某一二元函数’%#&’($为其

相应的采样值’则使得

2#G’H’5$, I4 5GH

JJ JJ

K ) #0$

达到最小的 5<G<H#其中

JJ JJ

L

JJ JJ

L’G , D’H, F$
满足M

#0$H为 IKI的最大特征向量?
#)$G为 IIK的最大特征向量?

#B$DF5)为 IKI#或 IIK$的最大特征根@
其中’I,#%#&N’(O$$DEF为采样矩阵’N,0’)’P’

D?O,0’)’P’F@
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I4 5GH

JJ JJ

K ), 0
DFS

D

N,0
S
F

O,0
#%#&N’(N$4 5Q#&N$R#(O$$)

证明 由于

I45GH
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K ), 0
DF TU#IKI$4)5GKIHVDF5A C)

, 0
DFTU#I

KI$V 54 0
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KW XIH
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0
DFG

KW XIH
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#)$

故使得式#)$最小等价于

5, 0
DFYZ[G’H-G

KIH1

故只需寻求YZ[
G’H
-GKIH1的 G’H即可@

令 \#G’H$,GKIHV]0#GKG4F$V])#HKH4F$
则有

_̂
Ĝ, IHV )]0G, .

_̂
Ĥ, I

KGV )])
‘

a

b H, .

进一步得

IKIHV )]0IKG, .

c
IKIH, d]0])H

从而H是IKI的特征值为 d]0])的特征向量@同理G
是 IIK的特征值为 d]0])的特征向量@又由 GKIH,

GK#4)]0G$,4)D]0’GKIH,HK#4)])H$,4)F])’

知 ]),DF]0@

故 5, 0
DFYZ[G’H-G

KIH1, )FYZ[-4]01@
若记IKI

的最大特征值为 e9fg’则 K9fg,d]0]),d])0 DF,

DF5)’此时 H为 IKI的最大特征向量’G为 IIK的
最大特征向量@
证毕@
称满足式#0$的 G<H<5为矩阵 I的一步最优分

解@5为一步最优分解系数’G<H为一步最优分解因
子@若令I,I45GHK’则可继续这一过程’进行二步
分解’并可继续进行下去@下面的定理 B给出了最终
的分解结果@
定理 h 给定采样矩阵 IiEj’则存在相应的最

优分解-5N1<-GN1<-HN1’使得

I,S
k

N,0
5NGNHKN

其中’-5N1为 N步分解系数’5Nl*’-GN1<-HN1为相应

的 N步分解因子’GNl*D’HNl*F#N,0’)’P’k$’
k,mnok#I$@
则有下述结论成立

#0$-GN1为 IIK的特征向量?

#)$-HN1为 IKI的特征向量?

#B$-5N1kN,0单降’且对p0/N/k DF5)N为 IKI
的非零特征值?

#d$-GNHKN1k0之间是标准正交的’且qI’GNHKNr,

5N#N,0’)’P’k$?
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!"#第 $步近似误差 %$& ’()
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其中4在 5678中定义
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: 2& 9:4:<

@:4;A 5678

证明 记一步最优分解为 -,4.,4/,4则 .1,.,&

64/1,/,&84’1’/,&68-2,/,
令 ’,&’(-,.,/1,
则 ’1,’,&!’1(-,/,.1,#!’(-,.,/1,#

&’1’(68-2,/,/1,
显然4’1’的特征向量!/,除外#皆为 ’1,’,的特征
向量!由不同特征向量的正交性可见#4且对应的特
征值也一样B故 ’1,’,的最大特征值C特征向量也为

’1’的特征值C特征向量B进一步4对任意的 +&,4
24D4*4’1+’+也有一致的结论B从而实际上 ’1’的
所有特征值C特征向量就对应着全部的 -及 /B从而
上述结论 2C结论 E成立B同理可知结论 ,成立B
又由结论 ,C结论 2可知

9.+/1+4.=/1=<& ,
68!.

1
+!.=/1=#/+& ,

68!.
1
+.=#/1F/+#

&
, +&=GH +I=

故G.+/1+J*,之间是标准正交的B
又

9’4.+/1+<& ,
68.

1
+’/+& ,

68.
1
+8-+.+&-+

!+&,424D4*#
故

9’4.+/1+<&-+ !+&,424D4*#
因此结论 K成立B由结论 K推知结论 "成立B
证毕B
定理 ,C定理 2和定理 E分别给出了二元函数

最优一维分解的相应结果B那二者之间是否有自然
的对应关系呢L当利用定理 E进行超分辨插值时4结
果收敛与否呢L下面的定理 K回答了这些问题B说
明当分割无限加细时4图像采样矩阵的分解对应于
二元连续函数MEN的分解B此外这一点不是明显的4即
采样矩阵的分解结果并不明显对应于连续分解的采

样B这是由于在实际计算过程中对分解结果施加了
正交的限制4从而只有当连续分解结果的采样向量
之间是正交时4这里的结果与连续结果之间才有这

种自然的联系B下面以具有两个分解因子的函数为
例来证明本文结果与连续结果的一致性B由证明过
程可以看出这一证明可以无困难地扩展到对任意有

限分解因子的情形B
定理 O 若 P!Q4R#AS2!T#4P!Q4R#&

)
2

+&,
-+U+!Q#V+!R#为其相应的分解式B

其中4-,W-24并且 U+!Q#4V+!R#满足规范化条件

U+
00 00

!Q#2& V+

00 00

!R#2& ,

9U,!Q#4U2!Q#<& 9V,!R#4V2!R#<& H !+& ,42#
若 H&Q,XQ2XDXQY&,4H&R,XR2XDXRY&,
为区间MH4,N的 2个等距划分4又 ’&-Y,.Y,!/Y,#1Z

[Y2.Y2!/Y2#14则以下结论成立

!,#\]̂
Y_‘
-Y+&-+4+&,42a

!2#适当地选择 .Y+4/Y+的符号4有

\]̂
Y_‘
.Y+&U+4\]̂

Y_‘
/Y+&V+4+&,42

定理的具体证明见附录B

b 超分辨算法

由定理 E可知最优分解过程是寻求特征向量的
过程B给定图像的 678采样矩阵 ’4给出了具体
的超分辨处理算法流程!图 ,#B

’!Q+4R=#

最优分解

P!Q+4R=#&)
*
-*U*!Q+#V*!R=

c

#

一元函数插值

.de!f#gG.e!fh#J4/ie!j#gG/e!jk
c

#J

二元函数重构

P!Q4R#&)
*
-*U*!Q#V*!R

c

#

采样

Pl!Q+l4R=l#&)
*
-*Ul*!Q+l#Vl*!R=l

c

#

图 , 算法流程

具体的算法步骤为m
!,#计算矩阵 ’1’的特征值 -+!G-+J单降#及相

应的特征向量 /+a

!2#给定误差限 n4通过

00 00

’ 2()
*

+&,
-+X n来截

取相应的特征值的个数 *a
!E#计算相应的 .+&’/+a
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!"#进行规范化使得 $

%% %%

& ’( )*+

%% %%

& ’( ,*
&(-*.*/*01

!2#使用三次样条函数拟合$&*+&*&(-*.*/*01
!3#对$&*+&进行再采样得$4&*+4&*&(-*.*/*01

!5#合成图像*64(7
0

&(-
8&$4&+49&:

注;当最优分解因子$&*+&都是<光滑<的且变化
曲率半径较大时*步骤 2中使用三次样条函数进行
拟合是合适的:因为此处主要是为了说明基于一维
分解的超分辨的可行性*所以这里简单的选取三次
样条函数:实际处理过程中*应当根据最优分解因子

$&*+&的特性*采用相应的插值方法:

= 实算例子

例 > 取灰度图像大小为 ?5.@?5.*对其间隔
采样然后再插值:使用最优表达*取0(-A3:对分解
因子使用三次样条函数B"C来进行插值*并将结果与
直接放大的结果进行了对比!图 .#:
例 D 取灰度图像大小为 .EE@.EE*对其间隔

采样然后再插值:使用最优表达*取0(-EE:对分解
因子使用三次样条函数来进行插值:并将结果与直
接放大的结果进行了对比!图 ?#:

!F#原图 !G#最优分解插值

均方误差;HIH.?2@-E2
!J#直接放大

均方误差;3I??".@-E3

图 . 最优分解插值

!F#原图 !G#最优分解插值

均方误差;-I"H.-@-E3
!J#直接放大

均方误差;2I.?"-@-E3

图 ? 最优分解插值

通过以上两例可以看出*寻求图像在 K.范数意
义下的近似最优表达*将二维图像数据的超分辨问
题*转化为一维分解的超分辨问题在实际中是可行
的:并且由于最优分解充分考虑了图像本身的特性
从而会有更好的效果:

L 结 论

本文的超分辨方法主要基于两点;图像的最优

一维分解和一元函数的超分辨!以三次样条函数为
例#:因此其他各种一元函数超分辨方法都可以应
用:同时利用这种分解还可应用于其他图像处理问
题中*也就是说图像的最优一维分解提供了一种新
的图像处理的基础:虽然本文的讨论仅限于一元M二
元函数*但所有的过程都可扩展到任意维甚至只有
表面含义的数据集*而没有本质的困难:由于这样可
以将高维数据处理转化为较低维数据处理*从而只
要数据来源合适*则可在一定程度上减少维数灾

3." 中国图象图形学报 第 H卷
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难!"#的问题$此外就图像数据而言%可能将最优分解
系数应用于图像识别&分类&噪声抑制方面’将最优
分解因子应用于噪声抑制&图像压缩等方面$
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^ 李岳生2样条与插值!A#2上海科学技术出版社%(HIU2

" G7M-*SV2S*6_-,>869@7*:78>!V#2?99+/:6;:>+>8:>8,:%(HI"%

‘aZK[D̂U"] \̂"2

附录D定理 X的证明

引理 ‘ 若 bZc%d[eRKZf[%bZc%d[g

h
K

ig(
jikiZc[liZd[为其相应的分解式$

其中%j(mjK%并且 kiZc[%liZd[满足规范化条件D
ki

nn nn

Zc[Kg li
nn nn

Zd[Kg(

ok(Zc[%kKZc[pgol(Zd[%lKZd[pgW ig(%K
若 Wgc(qcKqrqcsg(%Wgd(qdKqrqdsg(
为区间!W%(#的两个等距划分%则有下列结论成立D

Z([t3t的特征向量具有形式 usgvs(u(Zs[w

vsKuKZs[$其中%uiZs[代表liZd[的容量为s的采样向

量’
ZK[若Zus[3usgs%则xvs(y&xvsKy皆为有界序列’

ZU[对 tt3也有一致的结论$
证明 记 zsi{gu3iZs[u{Zs[ |si{g}3iZs[}{Zs[%

i%{g(%K$
由于连续函数的本征函数是连续的%故 kiZc[%

liZd[eRKZ!W%(#[%ig(%K
此外由已知易见

t3tgjK(|s((u(Zs[u3(Zs[w j(jK|s(KZu(Zs[u3KZs[w

uKZs[u3(Zs[[w jKK|sKKuKZs[u3KZs[
由定理 U知最优分解因子为 t3t的特征向量%

故有

usg vs(u(Zs[w vsKuKZs[ ZU[
由Zus[3usgs得

Zvs([Ku3(Zs[u(Zs[
s wKv

s
(vsKu3(Zs[uKZs[

s w

ZvsK[Ku3KZs[uKZs[
s g( Ẑ[

若有一无界%不防设为xvs(y%则由规范化条件得

~s! :2>
u3(Zs![u(Zs![

s! " (K
u3KZs![uKZs![

s! " (K
u3(Zs![uKZs![

s! # (^

则式 Ẑ[右边" (KZZv
s!
([

K$ vs!( vs!K wZv
s!
K[K["

ZZv
s!
([KwZv

s!
K[K[%̂&w’%与式Ẑ[矛盾$

故结论 K成立%同理可知结论 U成立$
引理 ( 条件同引理%若 us为 t3t的最大特征

向量%则有 /8<
s&w’

vsK
vs(
qw’’若 us为 t3t的次大特

征向量%则有 /8<
s&w’

vs(
vsK
qw’$

证明 记 zsi{gu3iZs[u{Zs[%|si{g}3iZs[}{Zs[%
i%{g(%K$
其中%uiZs[代表 liZd[的容量为 s的采样向量%

}iZs[代表 kiZc[的容量为 s的采样容量$记 vsi{表示
采样为 s时%采样矩阵的第 i个分解因子对应的第 {
个连续分解因子采样向量的系数$
反证%若不然%由引理 (知 vs((&vs(K皆有界%故~s!

:2> vs!(( &W%v
s!
(K &($进一步由 t3tus(gjs(us(

可知%js!(&jK$
再由正交性知Dvs((vsK(zs((wvs(KvsK(zs(Kwvs((vsKKzsK(w

vs(KvsKKzsKKgW$
故 /8<
s&w’

vsKKgW$由式Ẑ[可以看出 /8<
s&w’

vsK( g(%同样

由 t3tusKgjsKusK可知%js!K&j(%从而 j(#jK与已知

j(mjK矛盾$
故结论成立$
定 理 ^的 证 明 D记 zsi{g u3i Zs[u{Zs[%

|si{g }3iZs[}{Zs[%简 记 uiguiZs[%}ig }iZs[%
Zi%{g(%K[$
由引理 (可知

Zt3t[Zvs(u(wvsKuK[g!jK(|s((Zvs(zs((wvsKzs(K[w
j(jK|s(KZvs(zs(KwvsKzsKK[#u(w!jKK|sKKZvs(zs(KwvsKzsKK[w
j(jK|s(KZvs(zs((wvsKzsK([#uKgsKZjs[KZvs(u(wvsKuK[ Z"[
若 us为最大特征向量%将式Z"[两侧左乘以 u3(

后令 s&w’可知

/8<
s&w’

ZjK($ Zjs([K[vs(g W

结合引理 K知%/8<
s&w’

Zjs([KgjK(%即 /8<
s&w’

js(gj($同理将

\K̂第 期̂ 谭 璐等D基于最优一维分解的图像超分辨方法
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式!"#两侧左乘以 $%&后令 ’()*可知

+,-
’()*

!.&&/ !.’0#&#1’&2 3

从而 +,-
’()*

1’&234进一步可知 +,-
’()*

!1’0#&205

故适当的选择 $’0的符号4有 +,-
’()*

$’02$05同理

可知在相同意义下有 +,-
’()*

6’02605

若 $’为次大特征向量4同理可知结论成立5

谭 璐 0788年生4&333年于山东师

范大学获应用数学专业学士学位4现为国

防科技大学数学与系统科学系博士研究

生5主要研究领域为高维数据处理和数据

融合5

朱矩波 0798年生4国防科技大学数

学与系统科学系副教授4硕士生导师4077&
年于上海复旦大学获计算数学专业硕士学

位5研究领域为测量数据建模与参数估计:
信号与信息处理等5

吴 翊 07;<年生4国防科技大学数

学与系统科学系教授4博士生导师407<<年

于国防科学技术大学获概率统计专业硕士

学位5研究领域为数据融合:随机控制:实

验系统分析与评估等5
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