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摘要 Berkovich提出了研究满足下列条件的有限 p-群 G,对于 G的每一个非正规子群 H 满足 (N1)

exp(H) =exp(HG); (N2) |HG : H| 6 p; (N3) HG = HG′. 本文首先研究满足条件 (N3) 的有限 p- 群,

然后讨论满足条件 (N1), (N2) 和 (N3) 的有限 p- 群.
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1 引言

本文只考虑有限 p- 群. 令 G 为群, G 的子群 H 在 G 中的正规闭包 HG 定义为 G 中的包含 H

的最小正规子群. 对于这类特殊的正规子群加以限制会对整个群的结构产生影响. 例如, 若对于每一

个子群 H 都有 HG = H, 则 G 就成为了 Dedekind 群. 此类群的详细结构刻画很早就给出, 同时有许

多的应用, 而且对于此类群有许多推广 [1, 2].

Berkovich [3] 提出了研究满足下列条件的有限 p- 群 G, 对于每一个非正规的子群 H 满足 (N1)

exp(H) =exp(HG); (N2) |HG : H| 6 p; (N3) H
G = HG′. 此问题为文献 [3] 中最后一节的问题 148. 一

般说来, 一个 p- 群未必满足上面三个条件中的一个, 当然 Dedekind 群满足所有的条件.

本文称一个有限 p-群 G是 Ni-群,如果 G满足条件 (Ni) (i = 1, 2, 3). 容易看出,正则 p-群 [4] 满

足条件 (N1). 目前, 对于 N2- 群已有一些研究. Herzog 等人 [2] 研究了 J- 群的性质. 群 G 称为 J- 群,

如果对于 G 中的每一个元素 x 满足 ⟨x⟩�G, 或者对于任意 g ∈ G−NG(⟨x⟩), 都有 ⟨x, xg⟩�G. 在文

献 [5,6] 中, 一类 BI(pm)- 群 (bounded index(pm)- 群, 循环子群在其正规闭包中的指数 6 pm 的群) 的

性质得到了研究.群 G称为 BI(pm)-群,如果对于每一个非正规循环子群 ⟨a⟩都满足 |⟨a⟩G : ⟨a⟩| 6 pm.

显然, N2- 群一定是 BI(p)- 群, 并且 BI(p)- 群一定是 J- 群. 文献 [6] 证明了如果 p > 3, G 是 J- 群当

且仅当 G 是 BI(p)- 群. 本文所用到的关于 N2- 群的结论主要来自上面的论文.

本文首先研究满足条件 (N3) 的有限 p- 群, 在引理 2.2 证明群 G 一定是亚 Abel 群, 利用亚 Abel

群的换位子公式, 我们得到了满足条件 (N3) 的 p- 群的主要性质 (定理 2.6 和 2.11).

利用这些结论,我们研究同时满足条件 (N2)和 (N3)的有限 p-群. 特别地,我们分类满足 cl(G) = 3

的这类群 (定理 3.4). 作为一个推论, 我们看到由条件 (N2) 和 (N3) 可以推出条件 (N1) (推论 3.5).
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本文的符号是标准的. 设 G是一个有限 p-群,则 H �G表示 H 是正规子群, Φ(G)是 Frattini子

群, Ωn(G) = ⟨x ∈ G | xpn

= 1⟩, Gpn

= ⟨xpn | x ∈ G⟩, cl(G) 表示 G 的幂零类, 并且 exp(G) 为群 G 的

方次数. 子群 γi(G) 为 G 的下中心列的第 i 项, G′ = γ2(G). 群 Cn 表示阶为 n 的循环群, Q2m 为 2m

阶的广义四元数群.

2 满足条件 (N3) 的有限 p- 群

本节主要研究满足条件 (N3) 的有限 p- 群的性质. 这些结果将会在下节中用到.

引理 2.1 设 G 为满足 (N3) 的有限 p- 群, 则对于任意 a ∈ G, 都有 ⟨ap⟩ 在 G 中正规, 且 G 的

商群也是 N3- 群.

证明 设 a ∈ G 满足 ⟨ap⟩ 不是正规子群, 则 ⟨ap⟩G = ⟨ap⟩G′. 显然, ⟨a⟩ 在 G 中不正规. 令

H = ⟨a⟩G = ⟨a⟩G′,

于是 |H/Φ(H)| > p2, 并且 ⟨ap⟩G 6 Φ(H). 由于 |⟨a⟩G′ : ⟨ap⟩G′| 6 p, 矛盾. 故 ⟨ap⟩ 是正规子群.

令 N 是 G 的正规子群. 考虑 Ḡ = G/N 和 x̄ = xN . 如果 ⟨x̄⟩ 在 Ḡ 中不正规, 那么, ⟨x⟩ 也在 G

中不正规. 由 G 是 N3- 群知, ⟨x⟩G = ⟨x⟩G′. 于是 ⟨x̄⟩Ḡ = ⟨x⟩GN/N = ⟨x⟩G′N/N = ⟨x̄⟩Ḡ′. 从而 G/N

是 N3- 群.

引理 2.2 设 G 是满足条件 (N3) 的有限 p- 群, 则 G 是亚 Abel 群.

证明 令 G 是一个极小反例. 于是 |G′| > p3.

情形 1 G′ 含有一个型为 (p, p) 的 G- 不变子群 A. 设 A = ⟨a⟩ × ⟨b⟩, 其中 |a| = |b| = p. 若 ⟨a⟩
和 ⟨b⟩ 都在 G 中正规, 则由引理 2.1, 商群 G/⟨a⟩ 和 G/⟨b⟩ 都是 N3- 群. 于是由极小性, (G/⟨a⟩)′ 和
(G/⟨b⟩)′ 都是 Abel 群. 从而 G′ 为 Abel 群, 矛盾. 于是 ⟨a⟩ 或 ⟨b⟩ 不是正规的. 不失一般性, 设 ⟨a⟩ 不
正规. 于是 ⟨a⟩G ̸= ⟨a⟩, 从而由 |A| = p2 且 A �G, 有 ⟨a⟩G = A. 又由 G′ 6 ⟨a⟩G′ = ⟨a⟩G, 从而 G′ 为

Abel 群, 矛盾.

情形 2 G′ 没有 G- 不变的 (p, p) 型子群. 由文献 [3, 引理 1.4], G 为 2- 群, 且 G′ 同构于二面

体群, 或者广义四元数群, 或者半二面体群. 若 |G′| = 23, 则由 G 是 2- 群, G′ 一定含有一个 G- 不变

的 22 阶子群 A. 从而 |G : CG(A)| 6 2. 于是 G′ 6 CG(A). 由 A 6 G′, 有 G′ 为 Abel 群, 矛盾. 因此,

只需考虑 |G′| = 2n+1 > 24. 由文献 [3, 定理 1.2], G′ 只有一个阶为 2n 的循环子群 C. 于是 C �G 且

G/CG(C) 为 Abel 群. 从而 G′ 6 CG(C). 同理, 由 C 6 G′ 和 |G′ : C| = 2, 我们得到 G′ 是 Abel 群,

矛盾.

对于亚 Abel 群 G 和正整数 m 和 n, 下面的公式 [7] 是众所周知的,

[am, b] =
m∏
i=1

[ia, b](
m
i ), [a, bn] =

n∏
j=1

[a, jb](
n
j ),

其中

[ia, jb] = [a, b, a, . . . , a︸ ︷︷ ︸
i−1

, b, . . . , b︸ ︷︷ ︸
j−1

].

由于本文只需要用到 G 是亚 Abel p- 群且 cl(G) 6 3, 为了方便, 我们给出下面的结论.

引理 2.3 设 G 是 cl(G) 6 3 的亚 Abel p- 群. 对于 a, b ∈ G, 有

[ap, b] = [a, b]p[a, b, a](
p
2), [a, bp] = [a, b]p[a, b, b](

p
2).
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引理 2.4 设有限 p- 群 G = ⟨a, b⟩ 满足 G′ 是阶为 p2 的循环群, 其中 p > 3, 则存在 a1, b1 满足

G = ⟨a1, b1⟩, 并且 ⟨a1⟩ ∩ ⟨b1⟩ = 1, G′ = ⟨[a1, b1]⟩.
证明 由 G′ 循环可知, G是正则的 [3,定理 7.1(c)]. 令 c = [a, b]. 由正则性知, G′ = ⟨c⟩. 设 |a| = pm,

|b| = pn. 不失一般性, 设 n > m. 对 m 进行归纳.

由于 G 正则, 从 G′ 6 ⟨a⟩G 可知, m > 2. 设 |a| = p2 并且 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= 1, 则 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨ap⟩, 并且
⟨ap⟩ 6 Z(G). 由文献 [3, 定理 7.1(e)], 1 = [ap, b] = [a, b]p = cp, 矛盾. 因此, 若 |a| 6 p2 或 |b| 6 p2, 证明

已完成.

现考虑 m > 3. 假设 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= 1, 则 ap
m−1

= bdp
n−1

, 其中 (d, p) = 1. 令 a0 = ab−dpn−m

. 由正则

性知,

ap
m−1

0 = ap
m−1

b−dpn−1

ep
m−1

,

其中 e ∈ ⟨c⟩. 由 |c| = p2, 可得 ap
m−1

0 = 1, 并且 G = ⟨a0, b⟩. 由归纳假设, 存在 a1 和 b1 满足要求.

引理 2.5 设有限 p- 群 G 满足 (N3), 其中 p > 3, 则 G′ 不能是阶 > p2 的循环群.

证明 不失一般性, 设 G′ 是 p2 阶循环群. 显然, cl(G) 6 3. 由于 p 是奇素数, G 是正则的. 于是

存在 a, b ∈ G满足 |[a, b]| = p2. 由引理 2.4,存在 a, b ∈ G满足 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = 1和 G′ = ⟨c⟩,其中 c = [a, b].

由于 cl(G) 6 3 和 |G′| = p2, 根据引理 2.3, 有

[ap, b] = [a, b]p[a, b, a](
p
2) = cp, [a, bp] = [a, b]p[a, b, b](

p
2) = cp.

由引理 2.1, ⟨ap⟩ � G 且 ⟨bp⟩ � G. 于是由 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = 1 可知, [ap, b] = [a, bp] ∈ ⟨ap⟩ ∩ ⟨bp⟩ = 1. 因此,

[ap, b] = [a, bp] = cp = 1, 矛盾于 |c| = p2.

定理 2.6 设有限 p- 群 G 满足 (N3), 其中 p > 3, 则

(1) G′ 是初等 Abel 群;

(2) cl(G) 6 3;

(3) Gp 6 Z(G).

证明 (1) 假设 G′ 不是初等 Abel p- 群. 由引理 2.2, G′ 是 Abel 群. 首先证明对于任意 g ∈ G′

都有 ⟨g⟩�G.

若 u ∈ G′ 且 |u| = p, 则 ⟨u⟩G 6 Ω1(G
′)�G. 由 G 是 N3- 群可知, ⟨u⟩�G. 从而 Ω1(G

′) 6 Z(G).

令 z ∈ G′ 满足 |z| = pn > p2. 假设 ⟨z⟩ 在 G 中不正规. 由条件 (N3), G
′ = ⟨z⟩G. 对于每个 g ∈ G,

有 zg = zw, 其中 w ∈ γ3(G), 且由 g 唯一决定. 由引理 2.2, G′ 是 Abel 群, 从而 (zp)g = (zg)p = zpwp.

根据引理 2.1, ⟨zp⟩�G. 于是 wp ∈ ⟨z⟩ 且 ⟨z, w⟩ = ⟨z⟩ × ⟨w1⟩, 其中 wp
1 = 1. 从而 G′ = ⟨z⟩ ×E, 其中 E

是初等 Abel p- 群. 令 M = Ωn−2(⟨z⟩)× E, 则 M �G 且 (G/M)′ 是阶为 p2 的循环群. 再由引理 2.1,

G/N 也是 N3- 群, 矛盾于引理 2.5. 因此, ⟨z⟩�G, 并且对于任意 g ∈ G′ 有 ⟨g⟩�G.

设 a 为 G′ 中的阶极大的元, 则 G′ = ⟨a⟩ × C. 令 N = ⟨ap2⟩ × C, 容易得到 (G/N)′ = G′/N 是阶

为 p2 的循环群. 由引理 2.5 也可得矛盾. 因此, G′ 是初等 Abel p- 群.

(2) 对于任意 x ∈ γ3(G), 若 ⟨x⟩ 不是 G 的正规子群, 则 ⟨x⟩G = ⟨x⟩G′ = G′, 矛盾. 因此, ⟨x⟩ �G,

且由 G′ 是初等 Abel 群知, x ∈ Z(G). 从而 γ3(G) 6 Z(G), 即 cl(G) 6 3.

(3)设 a, b ∈ G. 由 (1)和 (2)知, [ap, b] = [a, b]p[a, b, a](
p
2) = 1. 从而对于任意 a ∈ G, ap ∈ Z(G).

因此, 对于 p>3, 条件 (N3) 对于幂零类的上界有很强的影响. 然而对于 p=2 结果却不是这样的.

例 2.7 设 G 极大类 2- 群, 则 G 是 N3- 群. 这是因为极大类 2- 群 G 一定含有一个指数为 2 的

循环群 ⟨c⟩ [8, III,11.9]. 令 ⟨a⟩ 为非正规子群, 则 a ̸∈ ⟨c⟩ 且 G = ⟨a, c⟩. 由 G/⟨a⟩G 循环, 有 G′ 6 ⟨a⟩G, 且
⟨a⟩G = ⟨a⟩G′.
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引理 2.8 设有限 2- 群 G 满足 (N3). 若 cl(G) = 2, 则 G′ 不能是阶 > 22 的循环群.

证明 不失一般性, 假设 G′ 是阶为 4 的循环群. 令 G′ = ⟨c⟩, 其中 |c| = 4. 由引理 2.2, G′ 是

Abel 群. 于是存在 a, b ∈ G 满足 c = [a, b]. 我们选择 a, b 满足 c = [a, b] 且 |a|+ |b| 极小. 因

[a2, b] = [a, b2] = c2 ̸= 1,

故 a2 /∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ 且 b2 ̸∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩. 由引理 2.1, c2 ∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩. 于是 |a| = 2m > 23 且 |b| = 2n > 23.

(1) 若 m = n > 4, 则由 a2
m−1

= b2
m−1

是 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ 中的 2 阶元知,

(ab)2
m−1

= a2
m−1

b2
m−1

c2
m−2

= a2
m−1

b2
m−1

= 1,

从而, |ab| 6 2m−1. 显然, [a, ab] = [a, b] = c, 矛盾于 a, b 的选取.

(2) 设 m > 4 且 m > n. 同理可得 (a2
m−n

b)2
n−1

= a2
m−1

b2
n−1

= 1 且 |a2m−n

b| 6 22
n−1

. 由

[a, a2
m−n

b] = c 可得矛盾.

(3) 若 m = n = 3, 则 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨a4⟩ = ⟨b4⟩ = ⟨c2⟩. 因 [a2c, b] = c2 且 (a2c)2 = a4c2 = 1, 故 ⟨a2c⟩
不是 G 的正规子群. 由 |a2c| = 2 知, c /∈ ⟨a2c⟩G, 矛盾.

推论 2.9 设有限 2- 群 G 满足 (N3). 若 cl(G) = 2, 则 G′ 是初等 Abel 2- 群.

证明 假设 G′ 不是初等 Abel 2-群. 因 cl(G) = 2,所以, G′ 6 Z(G),且存在 N �G满足 N 6 G′,

使得 G′/N 为 4 阶循环群. 考虑 Ḡ = G/N . 由引理 2.1 知, Ḡ 是 N3- 群. Ḡ′ 是 4 阶循环群, 矛盾于引

理 2.8.

众所周知, 对于有限 Abel 群 G, 若 x 是 G 的极大阶元, 则 ⟨x⟩ 是 G 的直因子. 本文需要下面的

推广.

引理 2.10 设 G 是有限 Abel p- 群, 并且 x ∈ G. 若对于满足 |g| > |x| 的 G 中的元 g 都有

⟨x⟩ ∩ ⟨g⟩ = 1, 则存在群 G 的子群 G1 使得 G = ⟨x⟩ ×G1.

证明 显然只需考虑 G 非循环. 若 x 是极大阶元, 结论显然成立. 故下面考虑 |x| 不是极大的.

令 |x| = pm. 因此, 存在 a ∈ G 满足 |a| > |x| = pm. 故 ⟨x⟩ ∩ ⟨a⟩ = 1.

考虑 Ḡ = G/⟨apm⟩. 我们断言 x̄ 满足 x 的条件. 显然, |x̄| = |x| = pm. 令 g ∈ G 满足 |ḡ| > |x̄|. 若
⟨ḡ⟩ ∩ ⟨x̄⟩ ̸= 1, 则存在整数 i 满足 1 ̸= x̄pm−1

= ḡp
mi. 因此, 存在整数 j, 满足

xpm−1

= gp
miap

mj = (giaj)p
m

.

由于 |giaj | > |x| 且 ⟨x⟩ ∩ ⟨giaj⟩ ̸= 1, 故得矛盾.

由归纳法,存在 Ḡ1 6 Ḡ满足 Ḡ = ⟨x̄⟩× Ḡ1. 令 G1 6 G满足 Ḡ1 = G1/⟨ap
m⟩. 于是 G = ⟨x⟩G1,且

G1 ∩ ⟨x⟩ 6 ⟨apm⟩. 因为 ⟨x⟩ ∩ ⟨a⟩ = 1, 所以, G1 ∩ ⟨x⟩ 6 ⟨apm⟩ ∩ ⟨x⟩ = 1. 故有 G = ⟨x⟩ ×G1.

定理 2.11 设有限 p- 群 G 满足 (N3). 若 cl(G) > 3, 则

(1) 存在 a, b ∈ G 满足 G = AB = ⟨a, b⟩B, 其中 A 和 B 为 G 的正规子群, B ∩G′ 为 G′ 的真子群

且 B 的每个子群都在 G 中正规;

(2) 更进一步, 若 G′ 是初等 Abel 群, 则 Ω1(Z(G)) 6 G′, 且 (1) 中的子群 B 或者是循环群, 或者

B ∼= Q8, 其中 p = 2.

证明 (1) 首先考虑 |G′| = p2 的情形. 此时 cl(G) = 3. 令 M 6 G′ ∩ Z(G) 且 |M | = p, 则 M 正

规且 |G′ : M | = p. 由 G 是 N3- 群, 故存在 c ∈ G 满足 G′ = ⟨c⟩ 或 G′ = ⟨c⟩G. 由于 |G′| = p2, 故都

有 G′ = ⟨c⟩M . 令 Ḡ = G/M , 则 Ḡ′ 阶为 p. 由文献 [9, 引理 5.2], Ḡ = (A1 ∗ A2 ∗ · · · ∗ Am)Z(Ḡ), 其中
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A1, . . . , Am 是极小非 Abel 群. 假定 m > 2. 令 Ak1 = ⟨ā1, ā2⟩, Ak2 = ⟨b̄1, b̄2⟩, k1, k2 ∈ {1, 2, . . . ,m}, 其
中 a1, a2, b1, b2 ∈ G. 于是有 [āi, b̄j ] = 1̄, 则 [ai, bj ] ∈ M 6 Z(G), i, j = 1, 2. 由于 G′ 是 Abel 群, 有

[a1, a2, bj ] = [a−1
1 a−1

2 a1a2, bj ] = [a−1
1 , bj ][a

−1
2 , bj ][a1, bj ][a2, bj ] = 1.

因为 Ai 是非 Abel 群, 所以, [a1, a2] ∈ G′ −M , 从而 [a1, a2] = csz1, 其中 (s, p) = 1, z1 ∈ Z(G). 因此,

[csz1, bj ] = [cs, bj ] = 1. 于是 [c, b1] = [c, b2] = 1. 同理有 [b1, b2, ai] = 1, i = 1, 2, 从而 [c, a1] = [c, a2] = 1.

若 z̄ ∈ Z(Ḡ), 其中 z ∈ G, 由 [ai, z] ∈ Z(G), i = 1, 2 可得 [c, z] = 1. 故 c ∈ Z(G), 从而 cl(G) 6 2, 矛盾.

因此, m 6 1 且 Ḡ = A1Z(Ḡ).

令 c̄ = cM . 假设存在 x ∈ G 满足 x̄ ∈ D̄− ⟨c̄⟩且 x̄p = c̄. 于是对于每个 y ∈ G, 有 [c(xp)−1, y] = 1.

因为 [x, y] ∈ M 且 M 为 p 阶正规子群, 所以, [c, y] = [xp, y] = [x, y]p = 1, 矛盾于 cl(G) = 3. 由引

理 2.10, 有 Z(Ḡ) = ⟨c̄⟩ × D̄, 其中 D̄ 6 Z(Ḡ). 因此, Ḡ = ⟨ā, b̄⟩D̄ 且 D̄ ∩ Ḡ′ = 1̄.

令 a, b ∈ G 满足 ⟨a, b⟩M/M = ⟨ā, b̄⟩, 且 B 满足 D̄ = B/M , 则 G = ⟨a, b⟩B. 令 A = ⟨a, b⟩M . 由

c /∈ B ∩G′ 知, B ∩G′ 是 G′ 的真子群.

现在考虑 |G′| > p3. 下面证明存在正规子群 N 满足 |G′ : N | = p2 且 γ3(G) ̸6 N .

不失一般性, 假设 |γ3(G)| = p. 由定理 2.6 和推论 2.9, 有 G′/γ3(G) 为初等 Abel p- 群. 由引

理 2.2, G′ 是 Abel 群. 故 G′ 是 Abel 群且 exp(G′) 6 p2. 若 |G′/γ3(G)| = p, 则可取 N = 1. 现假定

|G′/γ3(G)| > p2. 令M 为 G的 p2阶的正规子群且 γ3(G) 6 M . 若M 不循环,则M = γ3(G)×⟨x⟩,其中
x ∈ M . 因为 G是 N3-群,所以, ⟨x⟩正规于 G,从而对 G/⟨x⟩归纳找到 N . 若 M 循环,可选择 M1�G

满足 M 6 M1 6 G′ 且 |M1 : M | = p. 于是 M1 = M × ⟨x⟩, 其中 x ∈ G′ 且 |x| = p. 由 G 是 N3- 群,

故 ⟨x⟩�G. 同样对 G/⟨x⟩ 归纳可找到 N .

因此, 若 |G′| > p3, 都可找到正规子群 N 满足 |G′ : N | = p2 且 cl(G/N) = 3. 由引理 2.1, G/N

是 N3- 群. 应用上面所得的特殊情形的结果到 G/N 上知, 存在正规子群 A 和 B 满足 N 6 A ∩ B

且 G/N = (A/N)(B/N). 更进一步, 存在 M 满足 |G′ : M | = p, 有 A = ⟨a, b⟩M , A ∩ B = M 且

B/M 6 Z(G/M). 由 N 6 Φ(G), 有 G = AB = ⟨a, b⟩B. 对于任意 y ∈ B, 因为 ⟨y,M⟩�G 且 G′ 不含

于 ⟨y,M⟩ 中, 所以, ⟨y⟩�G. 因此, B 的子群都在 G 中正规.

(2) 由 cl(G) > 3, 存在 a, b ∈ G 满足 c = [a, b] ∈ G′ − Z(G). 由于 G′ 是初等 Abel 群, 所以, 对于

任意 x ∈ G′, ⟨x⟩ 在 G 正规的充要条件是 x ∈ Z(G). 故 ⟨c⟩ 不正规, 从而 ⟨c⟩G = G′.

下面证明 Ω1(Z(G)) 6 G′. 假设 x ∈ Ω1(Z(G)), 考虑 ⟨xc⟩. 显然 ⟨xc⟩ 不正规. 由 G 是 N3- 群,

又 c ∈ G′, 从而有 ⟨xc⟩G = ⟨xc⟩G′ = ⟨x⟩G′. 令

⟨xc⟩G = ⟨(xc)g1 , (xc)g2 , . . . , (xc)gs⟩.

因为 c ∈ G′ − Z(G), 所以, cgi = czi, 其中 zi ∈ G′ ∩ Z(G), i = 1, 2, . . . , s. 又因为 x ∈ ⟨xc⟩G, 所以,

x = ((xc)g1)l1((xc)g2)l2 · · · ((xc)gs)ls = (xc)l1zl11 (xc)l2zl22 · · · (xc)lszlss . 从而

x1−(l1+···+ls) = cl1+···+lszl11 · · · zlss .

由于 x1−(l1+···+ls) ∈ Z(G) 且 zl11 · · · zlss ∈ Z(G), 有 cl1+···+ls ∈ Z(G). 因此, l1 + · · ·+ ls 被 p 整除. 从而

x ∈ G′. 故 Ω1(Z(G)) 6 G′.

最后, 我们证明 B 是循环或 B ∼= Q8. 首先, 假设 G′ 的阶是 p2, 从而 Ω1(Z(G)) 阶为 p. 由于 B

的子群都在 G 中正规, 故 Ω1(B) 6 Ω1(Z(G)). 从而 Ω1(B) 的阶为 p, 故 B 为循环或 B ∼= Q8. 若
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|G′| > p3, 与 (1) 相同, 存在含于 G′ 中的 G 的正规子群 N 满足 cl(G/N) = 3 且 (G/N)′ 是阶为 p2 的

初等 Abel 群. 从而有 A 和 B 满足 G/N = (AN/N)(B/N), 其中 B/N 循环或 B/N ∼= Q8 且 B 的子

群均正规. 若 B/N 循环, 则 B = B1 ×N1, 其中 B1 循环且 N1 6 N . 若 B/N ∼= Q8, 则 B = B1 ×N1,

其中 B1
∼= Q8 且 N1 6 N . 由 G = AB1N1 且 N1 6 Φ(G), 可得 G = AB1.

3 满足条件 (N1), (N2) 和 (N3) 的有限 p- 群

本节首先讨论同时满足条件 (N2) 和 (N3) 的群.

引理 3.1 设有限 p-群 G满足 (N2)和 (N3). 若 cl(G) = 3,则存在 a, b ∈ G和 G正规子群 B 满

足 G = ⟨a, b⟩B, cl(⟨a, b⟩) = 3, 且 B 的子群都在 G 中正规.

证明 由定理 2.11, 存在 a, b ∈ G 和正规子群 B 满足 G = ⟨a, b⟩B, ⟨a, b⟩ ∩B 6 γ3(G) 并且 B 的

子群都在 G 中正规. 故只需证明 cl(⟨a, b⟩) = 3.

由于 G满足 (N2)和 (N3),根据文献 [2,性质 12]和引理 2.2,有 G′为 Abel群且 exp(G′) 6 p2. 由于

cl(G) = 3,故 G不是 Dedekind群,从而存在 x ∈ G满足 ⟨x⟩不正规. 由 G满足 (N3),有 ⟨x⟩G = ⟨x⟩G′.

再由 G 满足 (N2), 有 |G′ : G′ ∩ ⟨x⟩| = p. 从而 G′ ∼= Cp × Cp, Cp2 或 Cp2 × Cp.

我们断言存在 M � G 满足 |G′ : M | = p 且 M 6 Z(G). 显然, 由于 cl(G) = 3 且 G 是 N3- 群,

当 G′ ∼= Cp × Cp 或 Cp2 结论成立. 假定 G′ ∼= Cp2 × Cp. 由于 G 是 N3- 群, 故 Ω1(G
′) 6 Z(G). 此时,

令 M = Ω1(G
′). 由定理 2.11, 有 G/M = ⟨a, b⟩BM/M , 其中 ⟨a, b⟩M/M = A1, BM/M 6 Z(G/M). 令

c = [a, b], 于是 G′ = ⟨c,M⟩.
假设 cl(⟨a, b⟩) 6 2. 对于每一个 g ∈ G, 有 g = xy, 其中 x ∈ ⟨a, b⟩, y ∈ B. 故

[g, c] = [xy, c] = [x, c]y[y, c] = [y, c].

由定理 2.11, [a, y] ∈ M, [b, y] ∈ M . 因此, [y, c] = 1. 从而 cl(G) 6 2, 矛盾.

由于 N2- 群一定是 BI(p)- 群, 下面的引理就是文献 [6, 引理 2.4] 的特殊情况.

引理 3.2 设 G = ⟨a, b⟩ 是有限 p- 群. 若 G 是非 Abel 的 N2- 群且 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = 1, 则 |G′| = p.

显然 cl(G) = 1 的群 G 满足 (N2) 和 (N3). 现在研究 cl(G) = 2 的群. 若 |G′| = p, G 满足 (N2)

和 (N3). 下面的定理说明若 p ̸= 2, 其逆成立.

定理 3.3 设有限 p-群 G满足 (N2)和 (N3). 若 cl(G) = 2,则 |G′| 6 p2. 更进一步,若 |G′| = p2,

则 p = 2, G′ 是初等 Abel 2- 群, 且存在正规子群 N 满足 Ω1(G/N)=(G/N)′ 为 4 阶初等 Abel 群, 且

G/N=Ḡ 含有正规子群 W ∼=C4×C4 和指数最多为 4 的正规亚循环群 M̄ , 而且 Ḡ/M̄ 是初等 Abel 群.

证明 假设 |G′| > p2. 显然 G′ 6 Z(G). 由 G是 N3-群,根据定理 2.6和推论 2.9, G′ 是初等 Abel

群. 由 |G′| > p2, G 不能是 Dedekind 群. 因此, 存在 x ∈ G 使得 ⟨x⟩ 不在 G 中正规, 即 ⟨x⟩G = ⟨x⟩G′.

由于 G 是 N2- 群, 有 |⟨x⟩G : ⟨x⟩| = p, 于是 |G′| = p2. 故 G′ ∼= Cp × Cp.

对于每一个 p阶元 x ∈ G,若 ⟨x⟩不在 G中正规,则 ⟨x⟩G = ⟨x⟩G′. 由于 G′ 6 Z(G),故 ⟨x⟩∩G′ = 1,

且 |⟨x⟩G : ⟨x⟩| = |G′ : ⟨x⟩ ∩G′| = p2, 矛盾. 因此, ⟨x⟩�G 且 x ∈ Z(G). 从而 Ω1(G) 6 Z(G). 令 Ω1(G)

= G′ × E. 考虑 Ḡ = G/E. 易知, Ḡ 也满足 (N2) 和 (N3), 且 |Ḡ′| = p2. 如上, 有 Z(Ḡ) > Ω1(Ḡ) > Ḡ′.

若 Ω1(Ḡ) > Ḡ′,则可找到 Ḡ的正规子群 E1 满足 E1 > E, Ḡ/E1 满足 (N2)和 (N3),且 |(Ḡ/E1)
′| = p2.

因此, 可找到 G 的正规子群 N 满足 (G/N)′ = Ω1(G/N) 阶为 p2 且 G/N 满足 (N2) 和 (N3). 令

Ḡ = G/N .
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若 p > 3, 则 Ḡ 正则. 从而有

|Ω1(Ḡ)| = |Ḡ : Ḡp|.

由于 |Ω1(Ḡ)| = p2, 故 |Ḡ : Φ(Ḡ)| 6 p2, 从而存在 a, b ∈ G 满足 Ḡ = ⟨ā, b̄⟩. 因为 cl(Ḡ) = 2, 所以, Ḡ′ 循

环, 且 |Ḡ′| = p, 矛盾. 从而 p = 2, 且 Ḡ 只有三个对合. 由于 cl(Ḡ) = 2, 故 G 不是亚循环群.

与文献 [10, 定理 2.2] 一样, 令 W 6 Ḡ 为方指数 6 4 的极大正规非循环的 Abel 子群. 由文

献 [10, 定理 2.2], 有 W ∼= C4 × C2 或 W ∼= C4 × C4.

若 Ḡ没有同构于 C4×C4的正规子群,则W ∼= C4×C2. 由文献 [10,定理 2.2],有 CḠ(W ) ∼= C2n×C2

是 Ḡ 的真子群. 令 CḠ(W ) = ⟨c̄⟩ × ⟨d̄⟩, 其中 c̄2
n

= d̄2 = 1. 若 n > 3, 对于每一个 x̄ ∈ Ḡ, 都有

[c̄2, x̄] = [c̄, x̄]2 = 1, 从而 c̄2 ∈ Z(Ḡ). 于是 W 6 Z(Ḡ), 矛盾于 CḠ(W ) 是 Ḡ 的真子群. 若 n = 2,

则 CḠ(W ) = W . 由文献 [10, 定理 2.2], 有 Ḡ/CḠ(W ) 是 D8 的非平凡真子群. 若 Ḡ/W ∼= C2 或 C4,

则 d(Ḡ) 6 2, 且 Ḡ′ 阶为 2, 矛盾. 因此, Ḡ/W ∼= C2 × C2, 从而 Ḡ 的阶为 25. 由于 cl(Ḡ) = 2 且

Ω1(Ḡ) = Ḡ′ ∼= C2 × C2, 故 G2 6 Z(G). 从而 exp(Ḡ) = 4. 易知, Ḡ 具有 (32 − 4)/2 = 14 个 4 阶循环

子群. 从而存在 4 阶循环子群 H̄ 满足 |Ḡ : CḠ(H̄)| 6 2. 由于 W ∼= C4 × C2 是方次数小于或者等于 4

的极大正规非循环 Abel 群, 故 H̄ 不含于 Z(G) 中, 且 |Ḡ : CḠ(H̄)| = 2. 然而, Ω1(Ḡ) 6 Z(Ḡ), 于是

Ω1(Ḡ) 6 CḠ(H̄). 从而 CḠ(H̄) 是 Abel 群, 矛盾. 故 W 不能同构于 C4 × C2.

若 W ∼= C4 × C4, 由于 Ω1(W ) = Ḡ′ 6 Z(Ḡ), 根据文献 [10, 定理 2.8], 有 Ḡ 包含指数不超过 4 的

正规亚循环群 M̄ 满足 Ḡ/M̄ 是初等 Abel 2- 群.

易知, Q8 ×Q8 提供了定理 3.3 中的例子.

定理 3.4 设有限 p- 群 G 满足 (N2) 和 (N3). 若 cl(G) > 3, 则 cl(G) = 3, 且下列之一成立:

(1) 若 p > 3, 则 p = 3 且 G = ⟨a, b | a3 = b−3, [a, b] = c, [c, a] = a−3, a9 = b9 = c3 = [c, b] = 1⟩;
(2) p=2 且 G′∼=C2×C2, G = H = ⟨a, b | a8 = b4 = c2 = 1, [b, a] = c, [c, a] = b2, [b, c] = 1, a4 = b2⟩;
(3) p = 2 且 G′ ∼= C4, G = H × E, 其中 H = ⟨a, b | a8 = b4, a4 = b2, ab = a−1⟩ ∼= Q16, 或

H = ⟨a, b | a4 = b8 = d2 = 1, ba = b−1d, [d, a] = [d, b] = 1, a2 = b4⟩,

E 6 Z(G) 为初等 Abel 2- 群.

证明 此时 cl(G) > 3. 由于 G 满足 (N2), 由文献 [2, 性质 10], 有 cl(G) 6 3. 从而 cl(G) = 3. 若

p > 3, 由文献 [2, 定理 23], 有 p = 3 且 G = AB, 其中

A = ⟨a, b | a3 = b−3, [a, b] = c, [c, a] = a−3, a9 = b9 = c3 = [c, b] = 1⟩,

exp(B) = 3 且 cl(B) 6 2. 因为 ⟨c⟩ 不在 G 中正规, 由 G 是 N3 群知, ⟨c⟩G = ⟨c⟩G′ = G′. 显然,

G′ > A′ = ⟨c⟩ × ⟨a3⟩. 由条件 (N2), 有 |⟨c⟩G : ⟨c⟩| = 3, 故 G′ = A′. 若 G ̸= A, 则存在 d ∈ B − A, 从

而 |d| = 3. 若 ⟨d⟩ 不在 G 中正规, 则 ⟨d⟩G = ⟨d⟩A′. 由 G 是 N2- 群, 有 |⟨d⟩G : ⟨d⟩| = 3, 矛盾. 从而

⟨d⟩�G, 且 d ∈ Z(G). 显然 ⟨cd⟩ 也在 G 中不正规. 由于 G 是 N3- 群,

⟨cd⟩G = ⟨cgd | g ∈ G⟩ > ⟨cd, cad⟩A′ > ⟨d⟩A′.

但是由条件 (N2), 有 |⟨cd⟩G : ⟨cd⟩| = 3, 矛盾. 因此, B = 1, 且

G = A = ⟨a, b | a3 = b−3, [a, b] = c, [c, a] = a−3, a9 = b9 = c3 = [c, b] = 1⟩.

现考虑 p = 2. 由于 G 是 N2- 群, 有 exp(G) 6 23 [6,定理 2.8], 且 exp(G′) 6 4 [2,定理 13]. 由引理 2.2,

有 G′ 是 Abel 群. 由 G 满足 (N2) 和 (N3), 有 G′ ∼= C2 ×C2, C4 或 C4 ×C2. 由引理 3.1, 存在 a, b ∈ G
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和正规子群 B 满足 G = ⟨a, b⟩B, cl(⟨a, b⟩) = 3. 由于 ⟨a, b⟩ 也是 N2- 群, 根据引理 3.2, 有 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= 1.

令 H = ⟨a, b⟩. 则 H ′ ∼= C2 × C2, C4 或 C4 × C2.

不失一般性, 令 a, b 为 G 中极小阶的元满足 G = ⟨a, b⟩B.

情形 1 H ′ ∼= C2 × C2. 由 cl(H) = 3, 有 H ′ 不含于 Z(G) 中. 我们断言 H ′ = G′ ∼= C2 × C2.

否则 G′ ∼= C4 × C2. 由 G 是 N3- 群, 有 Ω1(G
′) 6 Z(G), 从而 H ′ = Ω1(G

′) 6 Z(G), 矛盾. 故此时

G′ = H ′ ∼= C2 × C2. 假设 y ∈ G − H ′ 且 y2 = 1, 则由 G 是 N2- 群知, ⟨y⟩ � G. 又由定理 2.11, 有

y ∈ G′. 从而 Ω1(G) 6 G′.

因为 cl(H) = 3且H ′ ∼= C2×C2,所以, |H : CH(H ′)| = 2. 不失一般性,设 b ∈ CH(H ′). 令 c = [b, a],

d = [c, a], 则 d ∈ Z(H) ∩ Z(G) 且 H ′ = ⟨c⟩ × ⟨d⟩. 由定理 2.11, 有 [H,B] 6 ⟨d⟩. 由于 [b2, a] = c2 = 1,

故 b2 ∈ Z(H).

由上可知, exp(G) 6 23 且 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ≠ 1. 故 4 6 |a|, |b| 6 8. 假设 |b| = 23. 若 |a| = |b| = 23, 由于

cl(H) 6 3 且 H ′ ∼= C2 × C2, 根据 Hall-Petrescu 公式, 可得 (ab)4 = a4b4 = 1, 且 ⟨a, b⟩ = ⟨ab, b⟩, 矛盾.

若 |a| = 4,则由 b2 ∈ Z(H),有 |ab2| = 2. 从而 ⟨a, b⟩ = ⟨ab2, b⟩,矛盾. 因此, |b| = 4. 又利用定理 2.11可

知, b2 ∈ G′, 即有 b2 = d. 因为 ba = bc, 所以, ba
2

= (bc)a = bc2d = b−1. 从而 |a2| > 4. 因此, |a| = 8 且

⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = ⟨b2⟩. 故

H = ⟨a, b | a8 = b4 = c2 = 1, [b, a] = c, [c, a] = b2, [b, c] = 1, a4 = b2⟩.

由定理 2.11, B 或是循环子群或 B ∼= Q8. 若 G ̸= H, 则存在 x ∈ B −H. 于是由 exp(G) 6 8 知,

|x| 6 8. 显然,由 Ω1(G) 6 G′ = H ′ 6 H 知, |x| ̸= 2. 假设 |x| = 4. 则由 ⟨x⟩�G知, x2 = b2 ∈ Ω1(G)6G′.

令 K1 = ⟨a2, b, x⟩. 显然, ⟨a2, b⟩ ∼= Q8, 于是 K ′
1 6 ⟨b2⟩ 且 exp(K1) = 4. 从而 Ω1(K1) 是阶 > 4 的初

等 Abel 群. 由于已经证明 Ω1(G) 6 G′ = H ′, 故 Ω1(K1) = H ′, 从而 K1 = H ′⟨a2, b⟩ 6 H, 矛盾. 假设

|x| = 8. 由 [H,B] 6 ⟨d⟩, 有 x2 ∈ Z(G) 且 x4 = b2. 即有 |bx2| = 2. 因此, G = ⟨a, bx2⟩B, 矛盾于 a 和 b

的选取. 故可得

G = H = ⟨a, b | a8 = b4 = c2 = 1, [b, a] = c, [c, a] = b2, [b, c] = 1, a4 = b2⟩.

情形 2 H ′ ∼= C4. 则 G′ ∼= C4 或 C4 × C2. 首先考虑 G′ = H ′ ∼= C4. 于是 H �G. 由

|H : CH(H ′)| = 2,

可假设 b ∈ CH(H ′). 令 c = [b, a]. 注意到此时有 H ′ ∼= C4, 故由 H = ⟨a, b⟩, 有 H ′ = ⟨ch | h ∈ H⟩ = ⟨c⟩.
于是由 cl(H) = 3 知, [c, a] = c2. 从而由 H 是 N2- 群知, ⟨c2⟩ 6 ⟨b⟩ ∩ ⟨c⟩.
情形 2.1 元素 c在 ⟨b⟩中. 此时由于 ⟨a2⟩�G且 a, b满足 G = ⟨a, b⟩B 的极小阶元,有 ⟨b2⟩ = ⟨c⟩

且 |b| = 8. 注意到 |a| 6 8. 假设 |a| = 8. 由 [a2, b2] = [a, b2]2 = [a, b]4 = 1 知, a2b2 阶为 2(⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= 1).

显然, (a2b2)a = a2b−2 ̸= a2b2, 故 ⟨a2b2⟩ 在 G 中不正规. 由条件 (N3), 有 c ∈ ⟨a2b2⟩G. 但由条件 (N2),

有 |⟨a2b2⟩G : ⟨a2b2⟩| = 2, 且 ⟨a2b2⟩G = ⟨c⟩ = ⟨a2b2, a2b−2⟩, 矛盾. 因此, |a| = 4, 即得 H = ⟨a, b⟩ ∼= Q16.

假设 B 有 4 阶元 x 满足 ⟨x⟩ ∩ H = 1. 注意到 H � G 且对于任意 x ∈ B 有 ⟨x⟩ � G. 故

(b2x)a = b−2x /∈ ⟨b2x⟩. 现在, 对于任意 g1 ∈ H 且 g2 ∈ B, 有 [b2x, gi] ∈ ⟨a2⟩, i = 1, 2. 故 b2 /∈ ⟨b2x⟩G,
与条件 (N3) 矛盾.

若 B2 不循环, 则存在阶为 4 的元 x1, x2 ∈ B2 满足 ⟨x1⟩ ∩ ⟨x2⟩ = 1. 因此, ⟨x1⟩ ∩ H = 1 或

⟨x2⟩ ∩H = 1, 矛盾. 故 B2 循环, 从而 B = ⟨x⟩ × E 或 B = Q8 × E 且 H ∩B = ⟨a2⟩, 其中 8 > |x| > 2

且 E 是初等 Abel 群.
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现假设 B = ⟨x⟩ ×E. 若 |x| = 2,结论显然成立. 若 |x| > 4, 则 H ∩B = H ∩ ⟨x⟩ 6 ⟨b2⟩. 若 |x| = 8,

则有 |bx| 6 4. 若 |bx| = 2,易知, ⟨bx⟩�G,从而 G = H×⟨bx⟩×E. 假设 |bx| = 4,则 ⟨bx⟩∩⟨b2⟩ = ⟨b4⟩. 若
[bx, b2] = 1, 则 |b3x| = 2 且 G = H × ⟨b3x⟩ ×E. 假设 [bx, b2] ̸= 1, 则 ⟨bx, b2⟩ ∼= Q8. 注意到由 ⟨b2⟩ = G′

知, ⟨bx, b2⟩�G. 由 G 是 N3- 群, 有 ⟨bx⟩�G. 从而 [b2, bx] = [b, bx]2 = 1, 矛盾. 若 B = Q8 × E, 同理,

可得 G = HB = H × E.

情形 2.2 元素 c 不含于 ⟨b⟩ 中. 则 ⟨c2⟩ = ⟨b⟩ ∩ ⟨c⟩. 若 |b| = 4, 则 (ba)2 = (bc)2 = b2c2 = 1, 矛盾.

故 |b| = 8. 若 |a| = 8, 由 ba
2

= (bc)a = bcc−1 = b, 有 a2 ∈ Z(H). 由于 ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ ̸= 1, 故 a4 = b4 = c2.

由 (a2c)a = a2c−1 可知, ⟨a2c⟩ 在 G 中不正规. 易知, Ω1(⟨a2c, c⟩) = ⟨a2c, c2⟩�G, 从而 c /∈ ⟨a2c⟩G, 与 G

是 N3- 群矛盾. 因此, |a| = 4. 令 d = b2c, 则 d ∈ Z(H) 且 ba = bc = b−1d. 于是

H = ⟨a, b | a4 = b8 = d2 = 1, ba = b−1d, [d, a] = [d, b] = 1, a2 = b4⟩.

显然, H/⟨d⟩ ∼= Q16. 由 H ∩B 是 G′ 的真子群,有 B∩⟨d⟩ = 1. 现在考虑商群 G/⟨d⟩. 由情形 2.1中的讨

论,可设 G/⟨d⟩ = H/⟨d⟩×B/⟨d⟩,其中 B/⟨d⟩是初等 Abel群. 由 ⟨d⟩∩G′ = ⟨d⟩∩H ′ = 1,有 B 6 Z(G).

我们断言 exp(B) = 2. 否则存在 x ∈ B 满足 x2 = d. 从而 (b2x)a = b−2x. 于是 ⟨b2x⟩ 不正规于 G. 但

⟨c⟩ ∩ ⟨b2x⟩ = 1,矛盾于 G是 N2-群. 故 B = E×⟨d⟩,其中 E 是初等 Abel群. 从而 G = HB = H ×E.

情形 3 下证 G′ 不同构于 C4 × C2, 从而完成证明. 假设 G′ ∼= C4 × C2. 同上考虑 H = ⟨a, b⟩.
若 ⟨a⟩�H, 则由 cl(H) = 3, 有 H ′ < ⟨a⟩. 若 |a| 6 4, 则 H ′ 6 ⟨a2⟩, 含于 Z(H)中. 从而 cl(H) 6 2,

矛盾. 因此, |a| = 8. 若 ⟨b⟩ 不在 H 中正规, 则 ⟨b⟩ 不在 G 中正规. 由条件 (N2) 和 (N3), 有 G′ 6 ⟨b⟩G

且 |⟨b⟩G : ⟨b⟩| = 2, 也得到 |b| = 8. 由 cl(H) = 3, 有 ⟨a⟩ 和 ⟨b⟩ 不能都正规于 H. 不失一般性, 假设 ⟨b⟩
不正规于 H. 则由条件 (N2), 有 |⟨b⟩G : ⟨b⟩| = 2. 注意到 ⟨b⟩H = ⟨b⟩G = ⟨b⟩G′ = ⟨b⟩Ω1(G

′). 于是

G′ 6 H. 根据情形 1, H ′ 不同构于 C2 × C2. 故 H ′ ∼= C4 × C2 或 H ′ ∼= C4.

若 H ′ ∼= C4 ×C2, 则 G′ = H ′. 从而 ⟨a⟩H = ⟨a⟩Ω1(G
′) 且 ⟨b⟩H = ⟨b⟩Ω1(G

′). 显然, Ω1(G
′) 6 Z(G),

从而 ⟨a⟩H 和 ⟨b⟩H 是 Abel 群. 故 cl(H) 6 2, 矛盾.

若 H ′ ∼= C4, 则 ⟨a⟩�H 或 ⟨b⟩�G. 否则, 有 ⟨a⟩H = ⟨a⟩G = ⟨a⟩Ω1(G
′) 且 ⟨b⟩H = ⟨b⟩G = ⟨b⟩Ω1(G

′)

是 Abel群,矛盾. 令 ⟨a⟩�H. 若 |⟨a⟩∩⟨b⟩| = 4,则 |H| = 24. 由 Ω1(G
′) 6 H 知, H = ⟨b⟩H = ⟨b⟩Ω1(G

′),

矛盾. 从而 |⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩| = 2. 易知, [a2, b2] = 1, 从而 |a2b2| = 2. 由 cl(H) = 3, 有 (a2)b = a−2. 由

(a2b2)b = a−2b2 可知, ⟨a2b2⟩不正规于 G. 而且 G′ ∼= C4 ×C2, 则 |⟨a2b2⟩G : ⟨a2b2⟩| > 4, 与 G是 N2-群

矛盾. 因此, G′ 不同构于 C4 × C2, 从而若 H ′ ∼= C4, 则有 H ′ = G′. 这就完成了证明.

易知, 定理 3.3 和 3.4 中的群都满足条件 (N1). 由于满足 |G′| 6 p 的有限 p- 群也满足条件

(N1)–(N3), 我们可得到下面的有趣的结论.

推论 3.5 设 G 是有限 p- 群. 则由条件 (N2) 和 (N3) 可得条件 (N1).
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Some conditions on normal closure in finite p-groups

LV Heng, ZHOU Wei & GUO XiuYun

Abstract Berkovich posed the following problem: study the finite p-group G which satisfies the conditions

that, for each non-normal subgroup H of G, (N1) exp(H) = exp(HG); (N2) |HG : H| 6 p; (N3) HG = HG′.

In this paper, we first study the finite p-groups satisfying Condition (N3), and then study the finite p-groups

satisfying Conditions (N1), (N2) and (N3).
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