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椭圆环壳在一般荷载下的轴对称问题
*

陈 山 林
(重庆建筑工程学院土木系 )

摘 要

本文给出了在任意分布荷载下轴对称椭圆环壳的简化复变量方程
.

该方程准确

度在薄壳理论误差范围内
,

并消除 T全部经线极值奇点
.

得到了问题 的等价的积分

方程组
,

用数值积分方法给出了数值解
.

计算了膨胀节
、

液压圆环壳和半椭圆形密封

环的算例
,

与准确解和实验结果作了比较
.

关桩词 : 钻口环宪
,

轴对称

一
、

引 言

环壳是继球壳
、

锥壳和圆柱壳之后的又一种有重要应用价值的旋转壳体
,

特别在柔韧结构

中有着广泛应用
.

正如 从 el r
ad 山 指出的

,

虽然柔韧壳在工业中已使用了几十年
,

但它们的理

论尚未引起足够的注意
,

因为大多数壳休理论的文献和书籍几乎都把注意力放在了壳体的承

重特性上
。

造成
_

七述情况的原因还在于
,

较之通常的旋转壳
,

环亮的数学方程比较复杂
.

因此
,

对于

环壳理论的简化处理和求解方法的研究
,

就成为柔韧壳理论工作的童要内容之一
对于最简单的环壳—

圆环壳问题
,

中国学者钱伟长
、

张维等
。
一近年来已做了许多有价

值的工作 ;更为广泛的参考文献可在文献 【11 中找到
。

对于更普遍的一类环壳问题— 椭回

环壳
,

早年 cl ar k 等
【,]给出了均匀压力下一组实变 t 形式的椭 回环壳方程

,

用于处理弯管和巴

顿簧问题
.

对于一般荷载情形的椭圆环壳理论
,

尚有待研究
.

本文推广文献 [ 2] 的统一复变量化方法
,

并利用文献 7[ 】提出的推 广 的 H咙沁冰 R刀o B
变

换
,

对椭圆环壳的一般轴对称问题
,

成功地进行了简化
.

得到了问题的复变量方程
,

该方程与

准确方程差别在薄壳理论误差范围
,

并消除了非齐次项的全部经线极值奇点
.

给出了内力秘

位移的计算公式和问题的积分方程
.

用数值积分方法进行了求解
,

给出了几个实际问题的算

例
。

二
、

基本方程的简化

考虑在任意分布荷载 p
, ,

外 作用下的薄弹性椭圆环壳
,

其坐标
、

位移和几何尺寸如图 1肝

本文 1 9 RS年 1 月 18 日收到
, 19 8 8 年 1 1 月 2 1 日收到修改稿

.

.
国家自然科学基金资助项目

.
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上式中
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表示该量取边界 甲 ~ 甲。

处值
,

下同 ;上标 ,’. ”
表示对 甲求导

.

沿用文献 【21 的统一复变量化方法
.

设有复函数

S ~ A巾 十 B .x

式中 A
, B 为待定复常数

.

则有
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可以求得
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.

本文选取
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,

本文的改进在于 (2
·

s) 式引人 的 户
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,
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.

方程 ( 2
.

13 ) 的荷载项 f( 甲 ) 在经线的极值点 (甲 一 0
,

动 具有奇异

胜
,
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.
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,
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,
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经线极值点的奇异性已经消除 ;该方程与原方程 ( 2
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D 在薄壳理论误差范围内

等价
,

形式更为简便
.

三
、
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以统一表示为
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` ,

c
。

R e 户 + i c孟Im户 + 丑。
R e V + i刀舀Im V } , . 一 兔。 ,

c
:
R e 户 + i c ; Im 夕 + 刀

:
R e F + i丑; Im 犷 !八一

几: .

式中

; ( , ) 一 2、 业零里
, * + * ;

g

二g生卫血哟产(广血 甲 十 岭 co s甲 )

+ 些丝红匕些竺蛇 i岭
.

g
-

( 5
.

2 )

*P 一 玲 + {
,

权广 co 。 , 一 片 ` , ) 呈上巴纽里 尔
J肠 r
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当玲 不能预先确定时
,

还应有补充条件 ( 4
.

12 )
.

在方程 ( ,
.

1) 中
,

假定当 R 沪 0 时
,

系数 扩( g + a

血甲 ) 铸 。 ,

即

g + 。
血 甲 笋 0 (甲 〔 [甲. , 甲:

]
,
R 神 。 )

.

( 5
.

3 )

条件 ( ,
.

3 )相当于
! 砖 。

.

如果
r ~ 。 ,

则由 ( 2
.

1 ) 和 (2 .2 ) 式
,

可推知
, :

一 。
,

薄壳假设之

一 ! h /
r :

! 《 1 将失效
.

当 R 一 O 时
,

可以不作 ( .5 3 ) 式的限定
,

这就是椭球壳情形
.

我们将在 ( ,
.

3 ) 式下考虑混合边值问题 ( ,
.

1) 式的积分方程解法
: 当 叶 待定时

,

还有积

分约束条件 ( 4
.

12 )
.

可以用各种方法建立与 ( ,
.

1) 式等价的积分方程问题
,

不同的方法得到

的积分方程形式可能不同
,

本文给出其中一种形式简便如下 :

; 。 。 一 R 。 f * 一 }
, ’ 二

:

( , , , ) R 。 ; (
, ) *

+ {
汽 ` ,

( ,
, , )卜二哗冲牢 , R e。 一 : * 士兰些 ; m。

1
礴,

J物 L 『气g 个 “ “ n ` ) g
J 」

`m V 一 `m ,一 !二
、 ( ,

, ,
)`m F ( r ,浮, ( 5

.

4 )

+ {
, ` 、 ( ,

, , )卜
一

户华
旦互华二

;m 。 + : 、 里兰竺 R e ; !浮
,

.

J物 L g’ Lg 十 a

恤
, ) g

`
J

式中

A一
,恤。卜一CB一

!
`
卿 一

剖卜
· J ( )t 一

(甲 《 , 《 甲:

)
,

K
:

(甲
, r ) -

C
n
A

, C
,

A
.

一言一 一 一言̀ 一 J L叭 )
力 0 万 -

C
o
A

。

户
.

,
_

1 I J (甲 ) 一 一云一 l
J妙 ) 一 裂尸 } ! 1 + 二 ;

一
日

二
,

型
一

— l (甲
。 《 , ( 甲 )

.

J】 0 J 1 L n J i n L 一 2性 - 一 , 、 I
L ee

众一
`

一 一云一 一 J L甲一 ) J

刀 0 刀 -

J ( , ) 一

擎 1 }
l +

万 o 」
L

C舀丙
才
)tL 一百丁

擎
一

粤
一 ,

同
0 . 1, 1

}
(

一
` 甲 l

,
’

凡 (甲
, t ) -

C二A
n

l
J 气盆j 一 一于吮` l

B云 J

C孟A
。

I J (甲 ) 一 一万犷 !
1 1 +

-一-一一 - - - -一 -一一二理` l
I C石A

o C 玉A
, , , 、

!
L 一称` 一 钾方二 一 J L甲i ) J

刀 0 刀 1

(甲
。 《 t 《 甲 )

。

A一
卜,0。 .0一BC一

“ *f 一

龄
+

(赞
一

黔)

腼 `’ 一
黔

+

(黔
一

黔 )

双中 ) 一

旦旦丝, _

B o

C
:

A
x

(J 甲 ) 一

旦边g _

B舀

C艾A
l
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扁 ~
1

、

编 (g 0十 a

血 甲。
)

瑞 ~
l

峨 (l g +。

血甲 :

)
, , _ 、

_ 卜 d甲
口 、 甲 , 一 、 , , . ,

” 枷
J物 『气g 宁 a s习几 甲 ,

参数 B
。 ,

B ,.
,
e

, ,
c 二

, 几
. , 几二(

, 一 o , l ) 已在 ( 4
.

1 3 )一 ( 4
.

15 ) 式给出
.

积分方程 ( 5
.

4 ) 式已写做实变量形式
.

方程 ( ,
.

4) 为 rF
e dho lm 第二类积分方程组

.

若记

△ :

~ B :
C o A。 一 B oc :

A
:

一 B oB :
J (甲

:

)
,

戊 ~ B ;c 二A
。 一 B舀c ; A

:

一 B二B ;J (甲
:

)
.

容易验证
,

在条件 ( 5
.

3) 和条件

国 + 吞l尹 0

( 5
.

5 )

为了便于数值计算
,

( 5
.

6 )

( 5
.

7 )

情况下
,

( 5
.

4 ) 式的积分核是连续有界的
.

可以通过微分计算核实
,

( ,
.

4) 式与原边值间题在

( 5
.

3 ) 和 ( ,
.

7 )式的条件下等价
.

六
、

积分方程的数值解

作为本文结果的应用
,

我们用数值积分方法得到了方程 ( ,
.

4 ) 的数值解
,

计算了 3 个有实

标意义的算例
.

假设将区间分为 N 等分
,

并假设在每一分段内
,

未知函数 V ,
可以近似地看作常数

,

于是

( ,
.

4 )式可离散为下述代数方程组
:

R e v `
一 R e f` + 艺 ( a ` , R e v ;

+ b` , Im v , )
,

·

’

刃
,

( ` 一 ` ,
2

,

一
N )

·

( 6
·

1)

xm y ` 一 Im f
;

+ 艺 ( a ` , R e V , + b ; , Im V , )
,

式中
R· ,

`
一 R· ,卜 !犷

K
!

` , , , ,
, R· F` )t `

,

, m ,` 一 ,m ,
卜 !犷

K
,

( ,
, , , ,` F (,) `

,

一 !二
_ :

二
1

( , , , ,
) `

:

( )t *
,

, ` ,

一 !翼
_ :

K
几

( ,
` , , , G Z〔才 )“

·

· ; , 一

!二
_ ,

K
Z

( , , , , , G
:

( , ,`
,

`

( 6
.

2 )

, `, 一
!之

_ ,

K
Z

` , ` , , , G
!

( , ,`

G!

( , ,

一
。
蓬架烹乃

,

G : ( )t -
2两护血

,

”
’

扩

上式中
,

已将边界值 甲:

改记为 甲` 式中的积分均采用 G au
s:
积分计算

。

当岭 待定时
,

还应有补充条件
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全
R。 v,

卜 业弊 、 一 “ 气
了, 1 沪 , 挤一

:
g

( 6
.

3 )

( 6
.

1) 和 ( .6 3 ) 式组成确定 ( ZN + l) 个未知量 R o V ; , Im V `
和片 的代数方程组

.

在计算内力和位移诸量时
,

要用到 R e 夕 和 Im 夕 的值
,

它们的计算公式可 由方程 ( .5 4 )

直接微分得到

R 。 。 一 R 。
/
* 一 {”

` ,

(甲
, ,

) R
e ; ( , )*

+

{了
K

3

`甲
, , , LG

!

( , , R· ` 一 G:

(: , ,m ` ,` , ,

; m 护一 ,m r* 一 }
护 N ` ;

( ,
, , ) ,m , ( , ) *

( 6
.

4 )

+
i犷

K
毛

( ,
, , ,【G l

( , , ,m ` + “ ,

( : , R e ` , “
·

式中

R。 严一界
R e

*f
, ;m 严一挤

: m *l
,

`甲
一

d甲

K
3

( ,
, , , 一

斋
K

:

( ,
, 了 ,

,

K
4

( ,
, , , 一

命
K

,

( ,
, 了 ,

·

( 6
.

5 )

算例 1 环管形热膨胀节
,

如图 2所示
.

本算例取自文献 [ 12 ]
.

各参数值为 :

a ~ 0
.

2 5 4 4 ,

内 一 13
.

7 5 5
,

灸一 1 , , ~ 0
.

3
.

由于对称性
,

仅考虑上半圆弧部分
,

取 物 ~ 一 9 0 。 , 甲N 一 9 0 0 .

假定边界 甲。

处由于管道约

束而不能转动
,

边界物 处满足对称性条件
,

因此有
: c 。 ~ 试 ~ c

:

一 已 一 0 ,

以及 ( 4
.

1) 式
边界值 溉 ~ 璐 ~ 戈

:

~ 月护~ 0
.

计算时
,

取荷载参数 片 一 1
.

在图 2 和图 3 中分别绘出

了弯矩 M尝
,

M梦和薄膜力 N言
,
N才的变化曲线

.

M君
,

M梦与 D汕 1姻 的实验值符合良好 ; N佘

的最大值较实验结果偏高
,

但 N梦
,

N奢与其余实验值仍是基本 符合的
.

瞬嘴

二 实脸

`

l
’

)
“

片寸喊
,

一 2

} \
、 /

. 4 卜 ~
’

、 ~ 气 ) - ~

\

、 + / /

\ /
/二

-420-2-4峭明\

300护一孙 一印 ~ 30 0

护

30
·

印 帅

图 2 膨胀节的奄矩

一印

图 3

60 90

膨胀节的薄膜力
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月 . . . . . . . . . . . . ~一一 ~ `山口 .曰 . .` .自目州 .口目 .口 .州口 . . . . .曰 .山 .` . 州

算例 2 流体静压下的半圆环壳
,

如图 呼
.

各参数值为
:

坚峥
_

’ 。 一 ” ,

” 一
、

`80
。 ` 假定上边 界 自 由

,

厂

下边界固定
,

因此有 C。 一 1 , C 。
~ 0 , C :

~ 0 ,

l

` 一 0 .2
,

、

内 ~ 13
·

2 18
,
K ~ 1

,

二

心
`
准确娜 犷

川川j一ù

已 ~ 一 1
,

见。 ~ 禽 一 万
:

~ 月护~ 0
.

计算时
,

表

面荷载分量取为

P少~ 1一 e o s 甲 ,

片 ~ 0
.

( 6
.

6 )

我们已假定液面位于上边界
.

在图 4 中
,

绘出了外

表面无量纲应力 岭 和 心 的计算结果
,

且
0弓
即

ù

岭 ~
了一2 (一

v ,

)

E h
a 。 , , 。才~

了1 2 ( l 一 护 )

抓
’

a确

一`
一 、

交
( 6

.

7 )

与文献 【1 3] 准确解比较表明
,

本文计算结果具有良

好准确度
,

最大误差不到 3书
.

算例 3 半椭圆形密封环
,

如图 6
.

各参数值为

印 90 1加

扩

图 呼 液压下的半圆环壳的应力

。 ~ .0 3
,

内一 16
, 2,

~ .0 3 ; 由于对称性
,

仅考虑上半椭圆部分
, 甲。

~ 。 , 甲N

K二 0
.

36 / 、 K = l

K , 1
.

% 父入 K气 3̀

厉气刻
’

“

ee
口 -

二
~ 外

导 1 ”

1
.

`

~ 9 0
0 ; 密封

州.

了
r

/
户
声

J夕,

星én臼
ùó

-l

O 巧 30 书 印 乃 帅

} 泣忑丁二下共
, “ _

.

,

.1
众` 让 份 1

.

0 1
.

2 1
.

今

在
图 , 密封环的外表面应力 图 ` 密封环的竖向位移

环仅在边界 甲。
处受有竖直压力

,

可取 c 。 一 1
,

矶 一 c
:

一 己 . 0 ; 计算时
,

取荷载参数

岭 ~ 一 1
.

在图 5 中
,

绘出了外表面应力岭 和 姑 的计算结果
,

分别对应于 K ~ .0 36
, 1 ,

L 9 6 的情形
.

我们看到
, 。老和 。才的最大值随互值的增加而降低

.

在图 ` 中
,

绘出了密封

环边缘相对竖向位移 子随 K值的变化
,

K ~ .0 36 一 1
.

%
, 占 ~ 2卜扩}

,

取 蜻 ~ 0
.

我们看到
,

d 随 K值的增加而降低
.

从上述情况可以看出
,

对于给定的 占 ,

较大的 K值可 以获得较大的密封压力 ; 而 K值增加
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产生的强度富余
,

允许了这种可能
.

这对密封环的设计
,

是有益的
.

七
、

结 束 语

本文给出了椭圆截面环壳一般轴对称问题的一种简化复变量方程 ; 建立了等价的积分方

程组
,

从而提供了椭回环壳问题的一种较为简便的数值算法
.

与实验结果和准确解的比较表

明
,

本文的理论及数值计算是可靠的
.

本文计算是在 sI E MEN S 7 570 C 计算机上完成的
。
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