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摘要 在原子核的协变密度泛函理论中,核子的运动方程——狄拉克方程是核心内容之一.本评述结合球

形核中核子狄拉克方程的数值求解,讨论费米海与狄拉克海中单粒子态及若干相关的物理问题.首先以打靶

法为例较为详细地介绍在坐标空间中求解狄拉克方程的过程,以伍兹 -萨克森基 (包括薛定谔 -伍兹 -萨克森

基和狄拉克 -伍兹 -萨克森基)展开方法为例介绍在基空间中狄拉克方程的求解方法. 完备性的条件要求狄

拉克 -伍兹 -萨克森基空间不仅要包括费米海中的正能量态,而且要包括狄拉克海中的负能量态. 因此,需要

把单粒子态的研究从正能量态拓展到负能量态. 结合负能量态的研究,介绍与这些负能量态对应的反核子谱

中存在的自旋对称性及其起源.
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1 引言

当前, 在相对论性框架下描述原子核结构性质

成为核物理研究的一个重要前沿领域. 协变密度泛

函理论是原子核的相对论性描述中的重要方法之

一 [1–12]. 与传统的非相对论性描述相比, 协变密度

泛函理论具有更好的微观基础.例如,在基于介子交

换的协变密度泛函理论中, 核子之间的相互作用通

过交换介子来实现. 相应地,核子在介子场提供的标

量势 (∼ −400 MeV) 和矢量势 (∼ 350 MeV) 中运动,

这对于正确地给出核物质的饱和性质、解释原子核

的自旋 - 轨道耦合、理解单粒子谱中赝自旋对称性

的起源至关重要.此外,协变密度泛函理论还具有参

数较少、能自洽包含奇时间场的贡献等优点.基于上
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述特点,协变密度泛函理论在描述从轻到重、从稳定

线到滴线的原子核基态与激发态性质方面取得了很

大成功.

近些年来, 原子核协变密度泛函理论自身的发

展也取得了重要进展, 包括: 从球形核扩展到变形

核、从正常原子核扩展到超核、从稳定核扩展到滴

线核、从介子的非线性自耦合到引入耦合常数的密

度依赖、从介子交换框架到点耦合框架、从相对论

Hartree 模型扩展到相对论 Hartree-Bogoliubov 模型、

从相对论 Hartree模型扩展到相对论 Hartree-Fock模

型并进而扩展到相对论 Hartree-Fock-Bogoliubov 模

型、从平均场近似到超越平均场近似,等等.

在原子核的协变密度泛函理论的数值实现过程

中,求解核子的运动方程——狄拉克方程通常占据

非常重要的地位. 随着计算技术的发展和计算机能

力的提高, 已经实现了利用基展开方法在多维形状

空间 [13] 或者在三维坐标格点空间 [14] 求解狄拉克

方程. 求解这些极其复杂的狄拉克方程,一方面可以

推动计算物理的发展,另一方面能够用来研究重要的

物理问题.实际上,即使是针对非常简单的情形——

球形核狄拉克方程进行深入研究,也能够揭示丰富的

物理内容,有时甚至会取得出乎意料的新进展 [15, 16].

本评述将结合球形核中核子狄拉克方程的数值

求解, 讨论费米海与狄拉克海中的单粒子态以及几

个相关的物理问题: 给出协变密度泛函理论的拉氏

量密度和狄拉克方程; 如何在坐标空间和基空间中

求解狄拉克方程;讨论在狄拉克 -伍兹 -萨克森基空

间求解狄拉克方程的过程中揭示出的反核子谱中的

自旋对称性.

2 相对论平均场模型和狄拉克方程

协变密度泛函理论框架有两类, 分别是介子交

换与点耦合;耦合方式也有两类,分别是非线性自耦

合与密度依赖的耦合.因此,相对论密度泛函可以有

4种形式: (1)非线性自耦合的介子交换密度泛函; (2)

耦合常数密度依赖的介子交换密度泛函; (3)非线性

自耦合的点耦合密度泛函; (4)耦合常数密度依赖的

点耦合密度泛函. 不论从哪种形式的相对论密度泛

函出发, 都可以用类似的方式推导出核子的运动方

程 —— 狄拉克方程. 下面, 仅以非线性自耦合的介

子交换密度泛函为例给出简要的讨论. 拉氏量密度

写为

L = ψ i(i∂/−M)ψi +
1
2

∂µ σ∂ µ σ −U(σ)−gσ ψ iσψi

− 1
4

Ωµν Ωµν +
1
2

m2
ω ωµ ωµ −gω ψiω/ψi

− 1
4

Rµν Rµν +
1
2

m2
ρρµρ

µ −gρ ψ iρ/τψi

− 1
4

Fµν Fµν − eψ i
1− τ3

2
A/ψi. (1)

其中,

U(σ) =
1
2

m2
σ σ2 +

1
3

g2σ3 +
1
4

g3σ4, (2)

为 σ 介子的自耦合项,

Ωµν = ∂µ ων −∂ν ωµ , (3)

Rµν = ∂µρν −∂νρµ −gρ(ρµ ×ρν), (4)

Fµν = ∂µ Aν −∂ν Aµ , (5)

为各类场张量算符.从拉氏量密度出发,分别对核子、

介子和光子场做变分, 可以推导出核子的狄拉克方

程,

[α · p+V (r)+β (M+S (r))]ψi (r) = εiψi (r) , (6)

以及介子和光子的运动方程,(
−∇2 +m2

σ
)

σ =−gσ ρS −g2σ2 −g3σ3, (7)(
−∇2 +m2

ω
)

ω = gω ρV − c3ω3, (8)(
−∇2 +m2

ρ

)
ρ = gρ ρ3, (9)

−∇2A = eρC. (10)

这些方程耦合在一起,需要自洽迭代求解.

对于球形原子核, 狄拉克波函数的径向和角度

部分可分离,

ψακm (r,s) =
1
r

 iGκ
α (r)Y l

jm (θ ,φ)

−Fκ
α (r)Y l̃

jm (θ ,φ)

 , j = l ± 1
2
,

(11)

其中,

κ = (−1) j+l+1/2( j+1/2), l̃ = l +(−1) j+l−1/2. (12)
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将式 (11)代入到狄拉克方程 (6)中,对角度部分做积

分,得到一维径向狄拉克方程,
εα Gκ

α =

(
− d

dr
+

κ
r

)
Fκ

α +[M+S (r)+V (r)]Gκ
α ,

εα Fκ
α =

(
+

d
dr

+
κ
r

)
Gκ

α − [M+S (r)−V (r)]Gκ
α ,

(13)

其中,未知量是本征能量 εα 和波函数的上下径向分

量. S(r)和 V (r)分别是标量势和矢量势,前者由交换

σ 介子给出,后者主要由 ω 介子场决定.它们的深度

大致为, S(r = 0)∼−400 MeV, V (r = 0)∼ 350 MeV.标

量势和矢量势的和 V (r)+ S(r)对应着非相对论框架

下的核子平均势,标量势和矢量势的差V (r)−S(r)决

定自旋 -轨道耦合性质. 本征能量 εα 既可以取正值,

又可以取负值.如图 1所示,正能量态分布在囿于下、

较浅的费米海 (用黑色实线表示的M+V (r)+S(r)以

上的区域)中,负能量态分布在囿于上、较深的狄拉

克海 (用黑色实线表示的 −M+V (r)−S(r)以下的区

域)中.

不论是在费米海还是在狄拉克海中, 都既有束

缚态,又有连续谱.在连续谱中,存在一些共振态. 对

于束缚态,能量是分立的,且 |εα |< M.束缚态的波函

数会延伸到经典禁区里: 对于正能量态,经典禁区为

图 1中费米海以外、从费米海底部到+M的区域;对

于负能量态,经典禁区为图 1中狄拉克海以外、从狄

拉克海顶部到 −M的区域;在 |εα |> M的区域,存在

着连续态, 它们的波函数是振荡的. 对于连续态, 我

们更关注其中的共振态 [17].

3 单粒子分立态

求解狄拉克方程主要有两类方法: 一类是解析

或者近似解析的方法,一类是数值方法. 对于某些特

定的势场下的狄拉克方程,可以得到解析解.例如,氢

原子问题 [18]、谐振子势 [19]等.

原子核中,核子运动的平均势场与伍兹 -萨克森

势很接近.因此,很多研究工作直接采用伍兹 -萨克

森势.一般情况下,伍兹 -萨克森势没有解析解.郭等

人 [20]做了一些近似,曾给出了伍兹 -萨克森势下狄

拉克方程的近似解析解.目前, 尚没有得到伍兹 -萨

图 1 (网络版彩图)协变密度泛函理论框架下核子运动的平

均势场、费米海和狄拉克海及其中的束缚能级与连续谱

Figure 1 (Color online) Nuclear potentials and discrete levels and con-
tinuum states in the Fermi sea and Dirac sea within the covariant density
functional theory for atomic nuclei.

克森势下狄拉克方程的严格解析解.

协变密度泛函理论框架下, 狄拉克方程主要采

用数值方法求解. 这既可以在坐标空间中实现,也可

以在基空间中实现. 本节首先介绍如何在坐标空间

求解球形核中核子运动的狄拉克方程, 之后以伍兹

-萨克森基为例,介绍在基空间中求解狄拉克方程的

数值方法.

3.1 坐标空间求解径向狄拉克方程

采用散射态边界条件, 利用格林函数方法在坐

标空间中求解径向狄拉克方程, 既可以得到分立的

束缚态, 也可以得到连续谱和共振态 [21, 22]. 如果只

关心束缚态,则常常采用 “盒子”边界条件,这样,连

续谱被分立化.通过改变 “盒子”的大小,可以得到单

粒子共振态,这就是实稳定方法 [23, 24].

采用 “盒子” 边界条件数值求解径向狄拉克方

程是一个两点边界条件问题.对于这类问题,通常利

用的数值方法有打靶法 (Shooting Method)和松弛法
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(Relexation Method) [25].本文主要介绍打靶法.

由于原子核是一个有限体系, 所以它的密度和

波函数在 r 趋于无穷的时候都会趋于 0. 因此,可以

把原子核放在一个半径为 R的球形 “盒子”里,这相

当于当 r > R时,令V (r) = 0, S(r) = 0.当 R足够大时,

束缚态解受 “盒子”影响很小,我们可以得到符合要

求精度的单粒子能量和波函数.

在 “盒子”边界条件下,连续态因为边界 R的存

在而分立化. 所以, 不论是束缚态, 还是分立化后的

“连续态”, 它们的波函数最远也只能到 r = R, 即当

r > R 时, G(r) = 0, F(r) = 0. 进一步, 我们必须将坐

标空间 [0,R]离散化,最常用的方法是取等间距格点.

若取 N+1个格点,则格点间距为 ∆r = R/N.这样,数

值算法带给我们两个额外的参数, R和 ∆r. 这两个参

数都需要适当选取: 一方面, R要足够大, ∆r 要足够

小,以保证计算精度;另一方面, R也不能太大, ∆r不

能过小,以控制计算时间.此外, ∆r过小时,做差分计

算时也可能带来计算误差,影响计算精度.选取适当

的 R和 ∆r后,这两个参数便完整地刻画出了一个一

维格点空间,

ri = (i−1)∆r, i = 1,2,3, · · · ,N +1, (14)

i = 1 对应原子核的中心, i = N + 1 对应盒子的边界

R. 相应地,微分 d/dr也变成了差分 ∆/∆r,势场 V (r),

S(r)也被分立化为 Vi = V (ri), Si = S(ri). 我们需要求

得每个格点上波函数的值,即Gi = G(ri)和 Fi = F(ri).

为了求解方便,我们把 V 和 S重新组合一下,组

合成它们的和与差, 再用核子质量重新标度一下单

粒子能量,径向狄拉克方程写为
dG(r)

dr
+

κ
r

G(r)− [E −Λ(r)]F(r) = 0,

dF(r)
dr

− κ
r

F(r)+ [E −Σ(r)]G(r) = 0.
(15)

其中,
E = ε −M,

Λ(r) =V (r)−S(r)−2M,

Σ(r) =V (r)+S(r).

(16)

令 Fi = F(ri), Gi = G(ri), 从式 (15) 可得边界条件

如下:

r = r1 = 0, G1 = F1 = 0, (17)

r = r2 = ∆r, F2 =


κ +1

E −Λ2
G2/∆r,

E −Σ2

κ −1
G2∆r.

(18)

r = rN+1 = R, GN+1 = 0. (19)

对于球形原子核, κ是好量子数.给定 κ后,对于

未知的本征能量 E,我们可以猜测一个初值 E0.之后

就可以开始 “打靶” 了, 即, 波函数从两个边界出发,

在中间对接.

首先,在 r = r1 = 0处,对应的波函数 G1和 F1一

定是 0.在 r = r2 = ∆r处,我们知道波函数 F2和G2的

关系 (见式 (18)),但不知道具体数值.先令 G2取一个

任意值,则可得 F2,见图 2(a).从 r = r2 =∆r出发,根据

F(r)与 G(r)之间的关系 (见式 (15)),利用龙格 -库塔

(Runge-Kutta) 方法 [25] 或者代数动力学算法 [26–30]

向外打靶,依次得到 F3与 G3(见图 2(b))、F4与 G4(见

图 2(c)) · · · · · · 一直到 “对接点”的前一点 Fimatch−1 与

Gimatch−1(见图 2(d)) 和 “对接点” Fimatch 与 Gimatch (见图

2(e)). 图 2 展示了上述过程. 为了看起来更直观, 图

3(a)把图 2(e)中得到的各格点上的狄拉克波函数用

线连接起来.

在 r = R处, GN+1 = 0,但波函数的小分量不能为

0,否则将得到 F(ri) = G(ri) = 0这一平庸解.这里,先

令 FN 取一个任意值.根据 F(r)与 G(r)之间关系 [见

式 (15)]向内打靶, 依次得到 Fi 与 Gi (imatch 6 i < N),

一直到 “对接点”rmatch,图 3(b)展示了这样得到的狄

拉克波函数.

至此,我们有 3个未知量: 本征能量 E0, r = r2 =

∆r处的大分量波函数值 G2, r = R处的小分量波函数

值 FN .按照量子力学的要求,在对接点,波函数的大、

小分量都要连续,整个波函数要归一.因此求解径向

狄拉克方程的过程就是利用这三个条件确定以上三

个未知量的过程. 一般情况下,波函数从两个边界出

发到达对接点后,其大、小分量是不连续的,也就是

没有对接上,如图 3(c)所示. 左右两边的波函数各有

一个待定常数 G2 和 FN . 可以通过改变其中的一个,

使波函数大分量对接上.例如,在图 3(d)中,改变 FN ,

使波函数大分量 (图中的红色实线) 连续. 这时如果

小分量也恰巧对接上, 就说明我们得到了对应于当

前能量 E0的本征波函数.但是,一般情况下, 波函数
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图 2 (网络版彩图)从 r = r1 = 0和 r = r2 = ∆r开始向对接点

打靶. 其中,实心红点表示某个格点 i处大分量波函数 Gi,空

心蓝点表示某个格点 i处小分量波函数 Fi

Figure 2 (Color online) Shooting from r = r1 = 0 and r = r2 = ∆r to
the matching point. Red solid dots represent Gi and blue open dots rep-
resent Fi.

小分量在对接点是不连续的,如图 3(d)所示.这说明

E0 并非狄拉克方程的本征值, 我们需要从一个新的

能量 E = E0 +∆E 出发, 重新开始上述打靶过程. 如

此迭代,直到波函数的大、小分量都对接上.其中,在

节点的数目正确的情况下, ∆E 由波函数小分量在对

接点的差决定. 在上述迭代过程中,须注意本征能量

初值的选取和波函数节点数的考察.

3.2 伍兹 -萨克森基空间中求解径向狄拉克方程

狄拉克方程也可以在完备基空间中求解. 常

用的基空间包括谐振子基 (Harmonic Oscillator

图 3 (网络版彩图)波函数大分量 (红色实线)和小分量 (蓝色

虚线)在 rmatch点的对接过程

Figure 3 (Color online) Matching of the upper (red solid curve) and
lower (blue dashed curve) components of the Dirac wave function.

Basis) [31, 32]、改善渐近行为的谐振子基 (Transformed

Harmonic Oscillator Basis) [33–37]、Pöschl-Teller-Ginoc-

chio基[38]和伍兹 -萨克森基 (Woods-Saxon Basis) [39].

得到一组完备的基矢之后, 求解径向狄拉克方程就

化为对角化单粒子哈密顿量矩阵的过程. 下面主要

介绍如何基于伍兹 -萨克森基 [39]求解狄拉克方程.

我们提出了两类伍兹 -萨克森基——薛定谔 -

伍兹 -萨克森基和狄拉克 -伍兹 -萨克森基.前者是

先求解伍兹 -萨克森势下的薛定谔方程,得到一组完

备的薛定谔 -伍兹 -萨克森基,之后把狄拉克波函数

的大、小分量分别在该基底上展开,求出狄拉克哈密

顿量矩阵. 后者是直接求解伍兹 - 萨克森势下的狄

拉克方程,得到一组完备的狄拉克 -伍兹 -萨克森基,

之后把狄拉克波函数直接在该基底上展开, 求出狄

拉克哈密顿量矩阵.

与非相对论框架相比, 在相对论框架下描述原

子核, 一个最重要的特点是狄拉克方程的负能量态,
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这些负能量态对应着反粒子自由度 [40, 41].在薛定谔

-伍兹 -萨克森基展开方法中,反粒子自由度体现在

狄拉克波函数小分量的展开中. 而在狄拉克 - 伍兹

-萨克森基展开方法中,完备性的条件要求基空间不

仅要包括费米海中的正能量态, 而且要包括狄拉克

海中的负能量态,后者即对应着反粒子自由度.

3.2.1 薛定谔 -伍兹 -萨克森基

利用数值方法,可以比较方便地得到伍兹 -萨克

森下的单粒子能级和波函数, 用来构成一组完备的

基底.三维各向同性伍兹 -萨克森势为

VWS(r) =


V0

1+ e(r−R0)/a0
, r < R,

∞, r > R,
(20)

其中, R 就是盒子边界. 把本征函数写为 ϕnlml (r) =

Rnl(r)Ylml (θ ,φ),对应的径向薛定谔方程为[
− 1

2M

(
1
r2

∂
∂ r

r2 ∂
∂ r

− l(l +1)
r2

)
+VWS(r)

]
Rnl(r)

= EnlRnl(r). (21)

在坐标空间中求解这个薛定谔方程, 得到一组

完备基 [39],

{Rnl(r);n = 0,1, ...; l = 0,1, ...,n} , (22)

狄拉克波函数的上下分量可以分别通过这组完备的

基矢来展开,


Gκ

α(r) =−i
nmax

∑
n=0

gαnrRnl(r),

Fκ
α (r) =−i

ñmax

∑̃
n=0

fα ñrRñl̃(r),

(23)

这样,径向狄拉克方程化为一个矩阵,

 Amn Bmñ

Cm̃ñ Dm̃ñ

 gαn

fα ñ

= εα

 gαn

fα ñ

 . (24)

矩阵元分别为

Amn =
∫ R

0
r2drRml(r)(V (r)+S(r)+M)Rnl(r),

Bmñ =
∫ R

0
r2drRml(r)

(
+

∂
∂ r

− κα −1
r

)
Rñl̃(r),

Cm̃n =
∫ R

0
r2drRm̃l̃(r)

(
− ∂

∂ r
− κα +1

r

)
Rnl(r),

Dm̃ñ =
∫ R

0
r2drRm̃l̃(r)(V (r)−S(r)−M)Rñl̃(r).

(25)

在实际计算中,需要取一个能量截断,从而确定

对于每一个矩阵块所对应的基矢的截断 nmax.

3.2.2 狄拉克 -伍兹 -萨克森基

与求解伍兹 -萨克森势下的薛定谔方程得到薛

定谔 -伍兹 -萨克森基类似,求解伍兹 -萨克森势形

式的 V0(r)和 S0(r)下的狄拉克方程也可以得到一组
基,即狄拉克 -伍兹 -萨克森基 [39],

{[ε0
nκm,ψ0

nκm(r,s, t)];ε0
nκm ≷ 0}, (26)

对应的量子数分别为 n = 0,1, ..., κ =±1,±2, ... 以及

m =− jκ , ..., jκ。ψ0
nκm(r,s, t)的形式与式 (11)相同.狄

拉克 - 伍兹 - 萨克森基空间不仅包含费米海中正能

量单粒子态, 也应包含狄拉克海中的负能量单粒子

态, 这样才满足完备性的要求. 需要指出的是, 在协

变密度泛函理论中, 一般不考虑狄拉克海中的负能

量态的贡献,此即 “无海近似”.

将核子的波函数在这组完备基上展开

ψακm(r,s, t) =
nmax

∑
n=0

cαnψ0
nκm(r,s, t), (27)

狄拉克方程 (6)化为矩阵形式

cαmε0
m +

nmax

∑
n=0

cαnH ′
mn = εα cαm, m = 1, ...,nmax, (28)

矩阵元为

H ′
mn =⟨ψ0

m(r)| [∆V (r)+β∆S(r)] |ψ0
n (r)⟩

=
∫ R

0
drG0

m(r)[∆V (r)+∆S(r)]G0
n(r)

+
∫ R

0
drF0

m(r)[∆V (r)−∆S(r)]F0
n (r), (29)

其中, ∆V (r) =V (r)−V0(r), ∆S(r) = S(r)−S0(r). 对角
化上述单粒子哈密顿量矩阵就可以得到狄拉克方程

的本征态能量和波函数.
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3.2.3 伍兹 -萨克森基下的协变密度泛函理论

对于球形核,在狄拉克 -伍兹 -萨克森基下求解

狄拉克方程, 使得问题变得更复杂了. 因为, 求得狄

拉克 -伍兹 -萨克森基函数的过程,就是求解狄拉克

方程的过程. 实际上,提出伍兹 -萨克森基的初衷是

将伍兹 -萨克森基用于更复杂的情况,包括变形核的

狄拉克方程或相对论 Hartree-Bogoliubov方程 [42–45]

等,以用于描述奇特原子核现象,例如晕现象.

在稳定原子核中,费米面距连续谱较远,因此连

续态对稳定核性质的贡献不大.对于奇特原子核,其

中子或质子的费米能级与零势能面非常接近.核子 -

核子之间的剩余相互作用,如对相互作用等,可使成

对的核子散射到连续谱能区, 因而连续谱对奇特核

性质的影响不能忽略. 当价核子占据弱束缚能级或

连续态, 且该能级的轨道角动量较小时 (如 s态或 p

态), 离心位垒为零 (s态)或较低 (p态), 则核子的波

函数可以扩展到经典禁区以外很远, 从而可能产生

晕现象 [7, 12, 46–50].

谐振子势和谐振子基在核结构模型中的应用非

常广泛.但是,由于谐振子势具有局域性,谐振子基对

于奇特核不再适用;例如,在谐振子基下求解平均场

模型,很难正确给出晕核较大的核子密度分布.在坐

标空间求解Hartree-Fock-Bogoliubov方程可以自洽考

虑连续态的贡献 [51, 52].然而,对于变形原子核,在坐

标空间求解狄拉克方程或相对论 Hartree-Bogoliubov

方程非常复杂. 利用在坐标空间求解的伍兹 - 萨克

森波函数作为基底, 通过 Bogoliubov 准粒子变换考

虑对关联,能自洽考虑原子核的形变、对关联、连续

态的贡献,可以给出较大的空间密度分布,适于描述

滴线附近的原子核及其形变效应 [42–45].

在文献 [39]中,我们在伍兹 -萨克森基下求解了

球形核的相对论平均场方程,详细研究了所得结果对

于伍兹 -萨克森基相关参数的依赖性,并论证了利用

伍兹 -萨克森基描述具有大的空间分布的原子核的

可行性.对于稳定核,伍兹 -萨克森基、谐振子基和坐

标空间求解球形核相对论平均场方程得到的结果如

结合能、均方根半径以及密度分布等都是相同的.对

于奇特核,尤其是密度具有较大的空间分布的原子核

例如 72Ca,伍兹 -萨克森基可以给出与坐标空间非常

接近的结果,而谐振子基则不能,见图 4. 进一步,我

们比较了薛定谔 -伍兹 -萨克森基与狄拉克 -伍兹 -

萨克森基展开方法. 我们发现,利用后者求解相对论

平均场方程, 采用较小的基空间即能得到足够精确

的结果,因而数值求解相对于前者更容易一些.

总的来说,伍兹 -萨克森基具有如下优点: (1)伍

兹 - 萨克森势更接近真实的核势; (2) 伍兹 - 萨克森

势没有局域性的缺点; (3)与在坐标空间求解类似,可

以通过 “盒子”边界条件使连续态分立化,把连续态

贡献考虑进来; (4)求解狄拉克方程归结于矩阵对角

化,相对较为容易.因此,伍兹 -萨克森基在很大程度
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) 
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−

3
)

图 4 (网络版彩图)相对论平均场模型给出的 72Ca的中子密

度分布. SRHR:坐标空间求解; SRHSWS:薛定谔 -伍兹 -萨克

森基求解 (括号中给出了盒子的大小); SRHDWS:狄拉克 -伍

兹 -萨克森基求解 (括号中给出了盒子的大小); SRHHO:谐振

子基求解 (括号中给出了基空间包含的最大主量子数). 取自

文献 [39]

Figure 4 (Color online) Comparison of density distributions for 72Ca
from spherical relativistic Hartree (SRH) model in the coordinate
space (SRHR), in the Schrödinger Woods-Saxon basis (SRHWS), the
Dirac-Woods-Saxon basis (SRHDWS) and the harmonic oscillator basis
(SRHHO). Taken from ref. [39].
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上克服了坐标空间和谐振子基的的缺点并结合了二

者的优点.

近年来,伍兹 -萨克森基已经成功用于求解了球

形核的非相对论 Hartree-Fock-Bogoliubov 方程 [53]、

相对论Hartree-Fock-Bogoliubov方程 [54–56]以及变形

核的相对论 Hartree-Bogoliubov方程 [42–45].

4 反核子谱中的自旋对称性

引言中提到, 即使是针对非常简单的球形核狄

拉克方程进行深入研究, 也能够揭示丰富的物理内

容,有时甚至会取得出乎意料的新进展.本节给出一

个具体的例子——反核子谱中的自旋对称性.

原子核的对称性及对称性的破缺是核物理研究

中最重要的研究领域之一. 20世纪 50年代, Jansen等

人和 Mayer分别利用原子核中大的自旋 -轨道耦合

效应解释了原子核的幻数, 为原子核的壳层模型提

供了坚实的基础. 1969年,在研究原子核的单粒子能

谱时, Arima等人 [57] 和 Hecht等人 [58] 分别发现了

原子核的赝自旋对称性: 对于总角动量 j相差 1、轨

道角动量 l相差 2的两条单粒子能级,若引入赝量子

数 l̃ = l+1和 s̃ = 1/2,这两个态则成为一对赝自旋伙

伴态. 赝自旋 - 轨道劈裂比自旋 - 轨道劈裂小得多,

因此原子核具有较好的赝自旋对称性.

原子核的赝自旋对称性发现以后, 人们一直在

探索这种对称性的起源. 但直到 20 世纪末期, 才认

识到赝自旋对称性是核子狄拉克哈密顿量的一种相

对论性对称性 [59–61].赝量子数实际上是核子狄拉克

波函数的小分量对应的量子数. 在核子的狄拉克方

程中,当吸引的标量势 S(r)和排斥的矢量势 V (r)完

全抵消时,这种赝自旋对称性是严格的. 但是在这个

条件下, 核势消失, 原子核不再束缚. 所以在实际的

原子核中,标量势和矢量势并不能严格抵消,导致赝

自旋对称性有破缺.但由于这两种势的大小接近、符

号相反,它们的和很小,因此赝自旋对称性的破缺很

小.文献 [59–61] 给出了真实原子核中赝自旋对称性

的破缺条件.

由于协变密度泛函理论中多采用 “无海近似”,

人们很少关注狄拉克海中的负能量态. 然而, 在狄

拉克 -伍兹 -萨克森基展开方法中,基的完备性要求,

基空间既要包括正能量态,又要包括负能量态.因此,

我们在提出和利用狄拉克 - 伍兹 - 萨克森基求解相

对论平均场方程时, 仔细研究了狄拉克方程的负能

量态 [39]. 我们发现, 这些负能量态的几乎保持严格

的赝自旋对称性. 狄拉克方程的负能量态与反核子

态通过电荷共轭变换相联系. 该变换将赝自旋量子

数变换为自旋量子数. 负能量态的赝自旋对称性对

于着反核子谱的自旋对称性 [15, 62].

式 (15)所示的耦合、一阶狄拉克方程可以写为

两个退耦合、二阶的类薛定谔方程,{
− 1

M+

d2

dr2 +
1

M2
+

dM+

dr
d
dr

+

[
(M+Σ)+

1
M+

κ(κ +1)
r2 +

1
M2

+

dM+

dr
κ
r

]}
G = εG,

(30a)

{
− 1

M−

d2

dr2 +
1

M2
−

dM−
dr

d
dr

+

[
(M+Λ)+

1
M−

κ(κ −1)
r2 − 1

M2
−

dM−
dr

κ
r

]}
F = εF.

(30b)

其中 M+(r) = −M −Λ(r)+ ε , M−(r) = −M −Σ(r)+ ε .

l̃, κ̃ 为赝量子数, 满足关系 κ(1 − κ) = l̃(l̃ + 1) 和

κ(1 + κ) = l(l + 1). 如果式 (30a) 中 dM+(r)/dr =

dΛ(r)/dr = 0, 该式只依赖于轨道量子数 l, 而与 κ
无关. 因此, 核子谱中有严格的自旋对称性, 在反

核子谱中有严格的赝自旋对称性. 如果式 (30b) 中

dM−(r)/dr = dΣ(r)/dr = 0,该式只依赖于赝轨道量子

数 l̃,而与 κ̃ 无关.因此,在核子谱中会有严格的赝自

旋对称性,在反核子谱中有严格的自旋对称性.

如果 dΣ(r)/dr , 0,而是一个很小的数值,那么在

核子谱中就会存在很小的赝自旋 -轨道劈裂,也就是

说,赝自旋对称性近似保持,同时在反核子谱中的自

旋 -轨道劈裂也很小,即存在近似的自旋对称性. 文

献 [15]揭示出,因为反核子态中的自旋 -轨道劈裂项

中的分母比核子态中的赝自旋 -轨道劈裂项的分母

大得多,所以反核子谱中的自旋 -轨道劈裂比核子谱

中赝自旋 -轨道劈裂要小得多. 如图 5所示, 在 16O

中, 反中子的自旋轨道劈裂非常小. 图 6给出了 16O
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图 5 16O的反中子谱.取自文献 [15]

Figure 5 Anti-neutron spectra of 16O. Taken from ref. [15].
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图 6 (网络版彩图) 16O和 208Pb中反中子的自旋 -轨道劈裂.

取自文献 [15]

Figure 6 (Color online) Spin-orbit splittings of anti-neutron in 16O and
208Pb. Taken from ref. [15].

和 208Pb 中反核子自旋双重态的自旋轨道劈裂. 从

图中可以看出, 208Pb 反中子谱中, 即使是对于轨道

角动量 l = 10 的单粒子态, 自旋 - 轨道劈裂也只有

0.5 MeV左右.利用波函数对这种自旋对称性进行验

证表明,一对自旋双重态,其狄拉克波函数的大分量

几乎相同 [15],小分量也几乎完全满足自旋对称性条

件 [63].

值得指出的是,早在 1975年, Bell和Ruegg [64]就

已经研究了狄拉克方程的 SU(2) 对称性. 正如文献

[65]所指出的,原子核的赝自旋对称性是 Bell-Ruegg

对称性中的一类.在文献 [66]中,基于电荷共轭变换,

已经讨论了反核子谱的自旋对称性. 但是,只是在经

过深入、详细研究狄拉克方程的负能量态后 [39],才

揭示出在反核子谱中,自旋对称性几乎严格保持.

5 结论

本评述结合球形核中核子狄拉克方程的数值求

解, 讨论了费米海与狄拉克海中的单粒子态相关的

若干物理问题. 以打靶法为例介绍了在离散格点空

间中求解狄拉克方程的过程, 以伍兹 - 萨克森基展

开方法为例介绍了在基空间中狄拉克方程的求解方

法. 针对后者,进一步讨论了狄拉克 -伍兹 -萨克森

基空间的完备性以及狄拉克海中的负能量态. 在把

单粒子态的研究从正能量态拓展到负能量态时, 我

们揭示出与负能量态对应的反核子谱存在自旋对称

性,其起源与核子谱的赝自旋对称性相同.这些研究

工作表明, 即使是针对简单的球形核狄拉克方程进

行深入研究,也能够揭示丰富的物理内容,并取得新

进展.
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Single particle states in the Fermi sea and Dirac sea in
spherical nuclei
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The Dirac equation sits in the center of nuclear covariant density functional theories. In this review, we will introduce
briefly the numerical methods of solving the Dirac equation for spherical nuclei and discuss several relevant topics. We
introduce the shooting method which is used in solving the radial Dirac equation in the coordinate space and the Woods-
Saxon basis expansion approach including the Schrödinger-Woods-Saxon basis and the Dirac-Woods-Saxon basis. For the
Dirac-Woods-Saxon basis, the completeness of the basis requires that not only the positive energy states in the Fermi sea
but also the negative energy states in the Dirac sea should be included in the basis. The pseudospin symmetry of those
negative energy states, or equivalently, the spin symmetry in the anti-nucleon spectra are discussed.
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