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本文讨论半线性热方程初值 问题
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`

) 整体解
、

渐近性与 创 o w 一

uP 问题
.

证明了解 的性质完全依赖于 甲 (幻 与

相应的椭圆问题之正解的关系
.

得到门槛结果
.
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0) ~ 甲 (幻 的整体解
、

局部解以及

lB o w 一 u p 问题已有很完善的结果
.
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.

w ie ss l e r 。 一习
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义 解
,

证明了
,

当 p > 。
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,
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二
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,
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局部解存在 ; 当 p 一 么互二2 ) 一 l 时
,

如果 袱幻 等 。 ,

杯幻 。 lL
,

则 lL 解一定在有限

Z

时亥。 B `。 W一 p
.

当 , (· ) 。 : ,
( 1 、 , < + co )时

,

,口果 ( , 一 ` )
{:

! ,一 , }!“一 d ! 提 `
,

贝。存在 L ,

救伏涟
_

同晰不日
盯

.

当 。 < 丝竺卫少时
.

存在 。 〔幻 ) o
, 。 (幻 。 L , ,

使得该问题在 L ,

一
- - 一

2

中不存在局邵解
.

具体 L 户 解的定义请参看文献 〔2〕
.

从某种意义上讲
,

这些结朱是较完善

的
。

对于初值问题
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丁夏畦 、口赵会江。证明了刁
·
初值情形下

,

某种带有权的 : ,
广义解的整体存在性

(
不包括 , -

丛号卫
一 ` 的情形

)
·

本文讨论 ; (二 , ` 。 ,

民。正解
.

于是 : !
· - 1·

一
对于 ( l )式

,

文

献 〔2] 中的所有结论成立
.

1】e `△
钊匕

一 `

山成 1 也成立
.

与文献 〔` , 中相应的整体解存在的充分条件 : (: 一 ` )
J:

e

一

我们仅讨论 1 < 1 <
” + 2

称 一 2

一
、

主 要 结 论

的情形
.

于是

一△“
~

u 了 一 “ , x 呀 R
允 ,

t。 > o , 。
一 。 ( }

x l , + co )

存在唯一正解 武幻
,

并具有如下性质 :

( 1 ) 云(
劣) ~ 云(

r
) (

r
~ ! x

! )
,
矿 ( o ) ~ o , 亚( o ) > o

,

反( r
) , o (

r
, + co )

-

( 2 ) 二沙 ) ~ M e一“ ” ”
(

a > 0) 在无穷远处成立
.

于是 武幻 。 L (P R
,

)
, V O < P 成 十 co

.

云(幻 ` C犷( R
.

)
.

令
e ` u

~
。 ,

则

( 2 )

, ,

一 △ ,
~

e 一` r 一。 ` , 了 ,

(
x , t

) 〔 R
,

x ( o , 了 )
,

。
(

x 5 0 ) 一 甲 ( , )
, 二 ` R一

( 3 )

将其写成积分方程的形式

, ( , ) 一 。 : △ , 十 }
` 。 一 ` 7 一 ” , e ` ,一 ,△ , ·

(
,
) d : .

定义 。
(

. , r
) 〔 L 户

( R
,

)

,
) 满足积分方程 ( 4 )

.

J 0

称为 ( l) 式的 L 尸 广义解 (简称 L 户解 )
,

如果

(斗)

。
(

· , t ) 一
e ` u

(
·

,

定理 1 如果 甲 (幻 ( 武幻
,

则 ( l) 式存在 L 护 整体解 ( l ( P 《 十二 )
.

定理 2 如果 甲 ( 二 ) 《 厅( , )
, 甲 ( , ) 葬 反 (二 )

,

则 ( l )式的解 u
(
二 , ,

) * o (
t

, + co )在

驭
”

上点点成立
.

定理 3 如果 甲 (幻 妻 云 (幻
,

甲 (幻 笋 万(约
,

则 ( l )式不存在 L 户 整体解 ( 2 < p毛+ co )
.

同时
,

当这种解局邵存在时
,

它一定在有限时刻 lB o w 一
uP

.

上述结论给出一个门槛结果
,

也证明了 武曰 是不稳定的
.

从某种 合义上讲
,

这个结果

是完善附
.

定理 1 的证明

古典解
,

从而
: `
反(幻

二
、

定 理 的 证 明

因为 云 (二 ) 是 ( 2 )式的解
,

所以对于 甲 ( 二 ) ~ 兹( 二 )
, 而 ( , ) 是 ( l ) 式的

满足

e场 ~
e `△云十 l

e 一 ` 1 一 , , , e “ 一` ,△
(

e俪 )
了

d ` .
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,
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取空间 X:
~{
“ ( t): [0

,

+ co ) 一 乙 p
( R

,

)
, 。 毛

: ,

( t ) ( e场 }
.

对于
。 〔 X ,

定义

( F ·
) ( ! ,

一
, +

{;
· - (· - 1 ), · (厂

一
(
`

) d 3·

则 ( F u
) (

t ) 》 o 显然
.

由于 u ( t ) ( e坛
,

所以 ( F ,`

) ( t ) ` L p
( R

。

)
,

V , 妻 0 成立
.

( F ·
, ( , ,

一
, +

{:
e - (· - 1) , · ( ,

一
(
`

, d`

、 一反 +

!;
· - (· - ! 、 !

一
(二“ ,

7

d ;

一
`“

·

于是 F : X , x
.

当 二 , , ` X , u 成
。

时
,

( F : `

) ( t ) 成 ( F , ) ( t ) 显然成立 (因为
e 〔 , 一 , ,△

是保正算子 )
.

定义序列

“ 0

( : ) 一 e ` “ 甲
, u . ( t ) 一 ( F u

一
;

) ( t )
, 。 一 l , 2 ,

·

…
由于 一 ( , ,

一
, ` X

,

所以 二 ( 君, ` X
·

又因为 一 (才,

一
, +

l
e一 ` r 一 , ,` e “ 一 ` ’ △ u石(

,
) d 了 )

e `△甲 一 构 ( t )
,

所以
。 2

( t ) ~ ( F 。 `

) ( t ) ) ( F u 。

) ( t ) 一 , 1

( t )
,

于是 u 。
( t ) 镇 “ 。 + 1

( t )
,

m 一 l ,

2 ,

…
。

上面的事实说明 {` ( t ) } 关于 ` 单调递增
,

且以 e, 万 为上界
.

所 以存在
“ (约 〔 乙户 ,

使
。 。

( : )
二

“ ( , ) ( v , 》 o )
.

对于任 意 固 定 的 T > o ,

当 ` 〔 〔0 , T ] 时
,

!j
e 一 `了一 ` ,` e “ 一 ` ,△ “ 二(

:
) }!

, 毛 l{
e 一` , 一 小 e “ 一 ,△

(
e场 )

了

{1
, 一 }l

e ` e “ 一 , ,△石1

}1
, 成 e r 【1云}}二

, .

由控制收敛定理知

门
_ _

.
_ _

L p 自

}
。 “ 一 `了 一 ” ` e “ 一 ` ,` “ 二( ` ) “ `

一 }
。 e 一 “ 一 ” ’ e “ 一 ` ,△矿 ( ` ) d ’ ·

于是 试 )t 满足

· ( 了)

一
, +

};
· - ( 7 - 1 ), · ( ,

一
(
`
) d ! ,

即 试 )t 是 ( 3 )式的 L , 解
.

从而
e 一 t

城
x ,

)t 是 ( l) 式的 L , 解
.

定理 1 证毕
.

注 当 甲 ` C ( R心 时
,

还可以证明 ( l) 式有古典解
.

定理 2 的证明 设 u(
二 ,

)t 是 ( l) 式的 L 户 解 ( l 毛 p 簇 + co )
.

由于

甲 (
, ) 葬 云 (二 )

,

利用比较原理知
,

当 t > o 时
, u

(
x , t

) < 反( 二 )
.

取定
t。 > o ,

初值重新考虑 ( l) 式
.

于是可认为 甲 (幻 < 而(幻 恒成立 (
x 〔 R

,

)
.

先考虑

一△ “ ~ 扩 一 “ , x 〔 R :

甲 ( : ) 镇 万( 二 )
,

以 “
(

x , r o

) 为

( 5 )

由于 武
;
) , o (r 一 十 co 时 )

,

所以可取 R ,

充分大
,

使得 武凡 ) <
1 一 1

丫
定义

“ (`卜
·

(
尸’ 一

{
而(

;

) 一
。

(亚( ;
) 一

示(
r
)

,

厅( R ,

) )
,

0 毛
r

镇 R : , r

一 Jx 一
,

r )
’

s
> o 待定

. 。 ( , ) ` 厅 ,

( R
”

)
,

除去 l
x

一
尺 ;

外
, 。 ( 二 ) 光滑

.

云
,

( R
l

) < ( 1 一 。
)石

,

( R 、

) 一 叭 ( R :

) (因为 矿 (
r
) < o )

.

在径向解的意义下 ( 5 )式可以写成 ( !到 ~ ,
)

R l ,

在 1x
l 一 R :

处
, , 年( R

`

) ~
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~
u丫

一 “ 。

(6 )

当 。镇 , 提 R ,

时
, , `

(
;
) ~ ( l 一 。

)万
`

(
,
)

, 。 , ’

( r
) 一 ( l 一 。

)万
, ,

(
,

)
.

于是

” 一 1
, , 、 。 , , , ` 、

/ _ ,,

一 ,I , 护 、

一

一
` , ` 护 、

-
. 口 , .

一
. 刃 . . . . ` .

一
口 奋 日

-
廿 ,

-` 、 口 / F 、
`

/ L 犷 犷 J 、 ` 脚 / 、 ~
r \

” 一 1 _八
~ ` . ~

~
. .

-
.

— —
去不 J一 L F

一
犷 」

r /

~ ( 1 一 。
) (石

1

一 云) 一 t云一 s
伍 一 反( R

、

) ) 1
1

+ 云一 。
(云一 反( R 飞

) )

~ ( l 一 。
)云

1

一 [ ( 1 一 。
)石+ 。反( 尺

:

) ]
’

+ 。云( R ,

)全 g (
。

)
.

首先
,

作为 x 的函数
, g (

。
)

,

了(
。
) 关于

x 的导数是一致有界的 (因为 矿 (
,
) 有界 )

.

g (。 ) ~ 了 一 矛 ~ o ,

g
`

(
。

) ~ 一反
7

一 了 [ ( l 一 s
)示+ s 万( R ;

) 〕
了 一`

(而( R ,

) 一 万) + 云( R :

)
,

g
`

( o ) ~ 一矿 一 , 石
7 一 ,

(瓦( R :

) 一 瓦) + 及( R l

)

一 ( 1 一 1 )反
丫

一 1云
1 一 `丽( R ,

) + 云( R :

)

~ 石
r 一 `

[ (
: 一 l )亚一 而 ( R ,

) ]
一

十反( R :

)
.

所以当 石(
,
) 》

1

了 —
了万( R l

) 时 梦( o ) ) 万( R l

) > o
·

将 “ `

( o ) 写成

了 ( 0 ) ~ (了一 l )亚
了

一 (了一 1 )石
1一 `蕊( R I

) 一 矿
一 `云(尺

,

) + 万( R :

)

一 ( 7 一 1 )及
1 一 ,

(云一 石( R :

) ) + 及( R ;

) [ l 一 矿
一 `

1
.

于是 当 云(
·

) < 万
一

二
一

了` ( “ 办 时
, `

’

( 。 ) ) “ ( “
!

) 1

1 一 1

总之
, 君

’

( o ) 》 占 > 0 在
: 〔 0[

, R :

〕 上恒成立
.

于是存在

反( “
1

,
)

` o > 0 ,

) 占 > O
。

rz毯̀、、

一

使得 当 0 < 5
(

。 。

时 g
’

(
s

) > 0
.

由于 g ( 0 ) 一 0 ,

所以 g (
。

) > 0
.

即
, , n 一 l

,

、
,

一
夕

一

—
夕 ` ` 盯

一 沙 ,

r
( 7 )

在 , 〔 [ 0
,

刀 ,

} 上成立
.

当
r

) R 、
时

, ,
(

,
) ~ 万 (

,
)

,

( 7) 式当然成立
.

上面的事实说 明
, (幻 ~ 城

,
) 是 ( , )式

的弱上解
.

由于 甲 (二 ) < 石 (二 )
, R :

固定
,

所以当 0 < ` 《 1 时 甲 ( 二 ) 簇 , ( 二 )
, !

尸 (二 ) 矢 t, (二 )
.

记

这样得到的 以劝 为 巧 (幻
.

设 t,
(

x , r
) 是

的解
.

则 ,
(
二 ,

)t

由比较原理知

「夕
,

一 △岁 .

` 夕气x , u 夕一

是古典解比 ,.]
“

(
x , `

) 《 ,
(

x , r
)

.

: ` 了

一 , ,

(
x , , ) 〔 R

,

x ( o , T )
,

, ,。
(
二 )

, x 〔 R
,

由
。 。

(二 ) ( 石(二 ) 知 。 ( x , r
) ( 云( , )

. 。
(

x , t
) 满足

一 △ “ 一 I, 丫 一 , ,

(
x , t

) 〔 { }x {簇 R :

} x ( o ,

co )
,

x ,

o ) ~
, 。

(劣 )
,

}二 ! 簇 尺 1 ,

x , :
) {

l二一 : , 《 云( x
) 一

。 。
( 二 )

, 了》 0
.

内 (幻 光滑且满足 一△ , 。

》 此 一 , 。 .
.

利用比较原理知
,

(
I , ,

) 成 场〔幻

口J
`Z峨、了̀、)t川叫-岁夕

,uJ
J̀...、.lest

ó

曰r

由于在 }
二

} ( R :
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在 { }
x { 成 R

I

} x 〔o
,

+ co ) 上成立
.

当 {
x { 》 R 、

时
, ,

(
x , t

) 《 云( 二 ) 一 。 。
( 二 )

.

于是在

R
.

x R
+

上
, ,

(
x ,

t ) 成
。 。

( 二 ) 恒成立
.

V : > o , 。
(

: , ,
)

, 留 (
: , ,

) ~
。 ( x , :

+
:

) 分别满足

, ,

一 △ , 一 , `

一
, , ,

(
x , 0 ) ~

, 。
( , )

,

。
,

一 △留 ~ 。
,

一 , , , (
x , o ) ~

,
(

x , :
) 《 , 。 ( 二 )

.

于是

存在
.

,
(

: , !
) ) 留 (

x ,
, ) ~ ,

(
x , t + r

)
,

即 ,
(

x , t
) 关于

,
单调减少

,

从而 ll m 。
(

x , :
) ~ 莎(

: )

显然
,
石(二 ) 》 o , 石(二 ) 成 石( 二 )

,

石( , ) 鬓 反(二 )
.

下面证明 石( 二 ) 满足

一△石~ 扩 一 莎
.

( 8 )

事实上
,

取 价(幻 〔 C找砂 )
,

用 价 (约 乘 式
x ,

)t 的方程两边并在 R
,

上积分知

{
R 。
一。 d

一 {
一

{

R :

△ “ 沪d x 十
R .

f (
“

)价d `
( f (

“
) 一

t, 7

一 。
)

R。

必沙dx +
R ,

f (
“

)沙d : .

皿产.... ,é声̀. ..,J

从 。到 T 关于
:
积分并除以 T 知

{
_ “

(
x ,

丁 ) 一
t, 。

( ` )

J R “
T

。 d

一 !
。 。

△。

(争!:
·

d了

)
d ·

V x 〔 R
” ,

il rn
了 , .

1

T

+

!
* ,

。

(幸};
, (

·
, d才

卜
·

·

(一 , d盆一 石(· )
,

辣争{:
, (· , d: 一 ` (莎,

,

恕血件
鱼坦 一 。

·

( 9 )

必 ( 二 ) 〔 C犷( R
.

)
, , 。 ( 二 ) ( 反(二 )

, ,
(

, , r
) ( 石 (

二 )
,

在 ( 9 )式中令 T ~ co
,

由控制收敛定理用知

。 一

{
; 。

石`· )△* d· +

!
。 。

, (石,* d二
( 1 0 )

考虑算子 A: D ( A ) ~ {二 〔 zC ( R
.

)
,

il m 。 (幻 ~ 。 }
, A “

~ △ 。 ,

则 A 是可逆的且是自共扼的
。

由于 巾 ( 二 ) 〔 C宁( R
`

)
,

所以 ( 1 0 )式可以写成
` ·

△`
·

石( ` , d

一 {
, 。

_ (
J R .

f (石) ( A一 ` A必 ) d二

( A 一 ,

f (石) ) A价d x ,

l
二 .

( A一` (石 , 十 莎 )“ 必“
卜

r
一 。

·

由价的任意性知

A一` f (莎 ) + 石一 0
.

由于 f莎 ) ` L’ ,

所 以 A 一

, (石) 〔 W
Z
·

p
( R

,

)
,

从而 石` w
`

,

,
.

一△莎~ 产(石) ~ 护 一 石
,

即 (只)式
.

由于 (劝式的正解唯一
,

所以 武的 , 0
.

即 il m t,(
x ,

用 A 作尸于 ( 1 1) 式知

t) 一 0
.

由 0 簇 。 ( 二
,

( 1 1)

,
) `

x ,

)t 知 il m 城 x , 才
) ~ O 在 R

`

上点点成立
.

定理 2 证毕
.
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定理 3 的证明 由于 甲份 ) 》 石 (幻
, 甲 (幻 葬 云 (幻

,

如果 ( l) 式在 L ,
( 2 < p 簇 + co )

中有局部解 试
二 , ,

)
,

最大存在时间是 T : > 。 ( T
:

《 + co )
.

由比较原理知当 , > 0时 试介

)t > 武幻 成立
.

同于定理 2 的证明
,

我们可认为 甲 (的 > 云 (幻 在 R
,

上成立
。

同于定理 2 的证明
,

当 R
: 》 1

,

。 < 。 《 l 时
,

, *

( 二 ) 一
。 ,

( r
) 一

是 ( 5 )式的弱下解
.

记
,

(
x , , )

奋( r
) + *

(石( :
) 一 云( R ;

) )
, O镇 , 成 尺

、 , ,
~ }xI

,

r ) 尸
,

l) 式的以 广 (幻 为初值的局部解
,

最大存在时间是 T
:

>

、,、产r、

叮、2
.
、J飞

0
.

由于
, *

( 二 ) 〔 H
,

( R
,

)
,

所以
,

(
x , r

) 是古典解
,

同时 刀乙D : ,
(

x , ,
) 在 R

,

x ( 0 ,
丁

:

) 内局

部 H 6 l d e r 连续
L, , , , 。 利用文献 [ 2 ] 中的方法还可以证明

。
(

x , t
) ` L 户

( R
,

) ( 一镇 p 《 + co )

v , ` 〔o , T Z

)
.

因为 甲 (幻 > 云(幻
, R : 固定

,

所以当 0 < 8 《 1 时 广 (幻 提 甲 (劝 成立
.

同于定理 2

的证明可知下面的结论成立 :

( 1 ) 石( 二 ) 成 ,
(

x , ,
) 成

。
(

x , :
)

,

( 2 )
,
(

x , t
) ) , *

(二 )
, ,

(
x , t ) 关于

t
单调递增

,

从而
, ,

) o 在 R
. x ( o ,

T
Z

) 上成立
.

所以 T :

〕 T ;

成立
。

由于 尹 (劝 ( l( + 。
)云(幻 ( 肠 e 一” ” 在

: 〔 R
.

上成立
.

我们将证明 v T < T
: ,

存

在 对
。 , `: 。

> o 可与 T 有关
,

使得
。

(
二 , :

) 镇 材
。 e ,

. 1, `
,

在
二 〔 R

, , r 〔 [ o ,
r ] 上成立

.

事实上
, 。 (

x , r
) ~ e ` 。

(
x , ,

) 满足

, ( , , -

一
+

!:
。 - (· - ! )· · (,

一
(
了
) d`

·

( 1 2 )

先考察

e t△ 夕 *

-
1

( 4尤 t
)
’ / 2

1

( 4对 t
)

. 左

_ 卫2 」二
e 嘴̀ , 军 ( x + y ) d y

+ 一 L一 (
l , , < 去,二 ` ( 4凡 t )

“ /名
J

`
, “ 去

~ I ,

+ 1 2 -

户

l
`产.恤. ,砂

对于 , : ,

}y一《 李l
二
一

,

所 以 一
二 + y f 》 粤一

:
一

, .

于是 , , 《 、 e一孚
Z 乙

,

,
1 ,

l 「
_ 一

ttII
/ 。 /万

、 。 : _ , ,

f
一

牟
_ 一

拱
」

,

` ’

、
`”

之百亮
.

巧丽知
,

带
C 、 ` v ` ’ 以 ’

一
` u ’

知
>

令
心

、 M ez 一

子 {
.` },

、 一粤
丫

`

_ l川
`

d : 《 M
; e ’ 2了

于是
e `△ , * 镇 对

。 e 一 ` : “ l
, .

“
; , a :

> o 仅与 了 有关
.

又因为 !I
e `△。 *

}l
。 成 !I

。 *

!!一 ( l + s
冲 ( o )一

。云( R ,

)
,

,) 满足

( l )

所以 (
r

}}
e ! ! , *

}l二
!
d ,

< + 二
,

同于文献 : 2 : 中的定理 、 ,

可证明 ( 12 )式有局部解 却 (
二 ,

留 : [ o , T 3

] ” L 户 , l ( P 〔 十 co
,

( 2 ) 留 ( , ) 成 B e ` △ , * , 丑 > 1
.

于是 留 ( x ,

)t 《 B M
o e 一气 “ ’ , .

将 。 (习 按此方法延拓到最大存在时间 乙
.

由于 T < T
Z ,

所

以 V ` 〔 「o , T ]
, , ( t ) 都是经有限次延拓而得到

,

从而存在 材
, , a Z

> o 与 T 有关
,

使 u, (
x ,
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,
) 《 对

, e 一 a : ’ x ”
成立

.

从而存在 材
。 , a 。

> o 与 T 有关
,

使 。
(

x , :
) 提 M

o e 一 a 。 “ `,

成立
.

对于 城
x ,

心 的方程关于 , 求导
,

同理可证存在 M
* ,

*a (仍记为 M
。 ,

丙 ) 与 丁有关
,

使
。 ,

成 对
。 e 一 “ 。 ’ x ,

在 R
.

x [ o , T ] 上成立
.

还可以证明 Iv
,

!
,

}v
, `

! 在 R
,

X [ 0 ,

T ] 上有

界
.

由此可知下面的分部积分是合理的 :

如果 T
z
一 + co

,

用凸性方法先证明存在 T
。

< 十 co
,

使得 五m vll ( )lt }
,

~ 十 co ( 2 <

“ 布

P 提 1 + l )
.

取 2 < p ( 7 + l , 人(
,

) ~
, p .

令 I ( t ) -

户 (户一 1 )
。
厂

2 , h
` , ’

( t,
) ~ 户( P 一 l ) ( P 一 2 ) , 户一 3 .

,
> 0 讨 )

.

h ( o ) 一 h
’

( 0 ) ~ h’
’

( o ) 一 0
.

I
`

( ` ) 一 }
` ,

h
’

( “
)
” ,

d x

{
R , ` (

·
(一 , , d二贝。 `

,

(
·

, 一 ,

一
`二 (

·
) -

于是 h > 0 , h
`

> 0 , 人
` ,

> 0 ,
h

, , `

> o (当

( 13 )

,

h
’

( ,
) (△

。 十 f ( ,
) ) d x

( f (
,

) 一
, 宁 一 ,

)

一 !
R ,

人
, ,

(
·

) }二· ! Zd · +

!
二 ,

`
尹

(
· , , (

·
, d二

( 1魂 )

于是
,

由 ( 1 4 )式知

,二 (。 )

一 (
_

,
, , ,

(
,

) }二
。

}
2。 ,

d二 一 {
_

。一 (
, ) 旦 }二

,
}

Z
d二

J R ’ J R ,
d l

+

!
R ,

( `
· ’

(
· ,` (

·
, + “ (

·
,“ (

·
, ,一 d二

( 1 5 )

!I
J广、.11浏1一2

油 ( 13 )式知

I“ ( t ) ~
、 二

入“ (
。

)
。 : d x +

R .

h“ (
“

)
, :d x +

R ,

h” (
,
)

t, 子d 二 一

R .

h
’ `

( t,
)

,
: d二 一

, 。

人
`

( t, )
t, “ d x

h
`

(
, ) [△ , 十 f (

,
) ]

,
d :

h
, ,

7 岁 一

7 t, ,

d x
+

R 。
h

`

(
“

) f
`

(
“

)
, ,

d x

一 ( , )当甲 , }
Zd二 十

d t

、 ·
h

一

( “ ) f
’

(
“

)
, , d x .

( 16 ).

R

产.̀̀..、.é

l
“产毛t.. ..J声.

1
.

油 ( 1 6 )式 x Z 一 ( 15 )式得

, 一 ( : ) 一 :

}
_

* 一 ( 。 )
。 : d : + {

_

*
, , ·

( ,
) !二 ,

}
2 。 ,

d 二 十 { [人
,

( 。 ) ,
,

( , )

扩 氏 一 夕阮 一 夕 R ~

一 人” (
,
) f (

。
) ]

t, , d x
.

丙
`

( ,
) j

’

(
,
) 一 h

` ,

(
,
) f (

。
) ~ P , p一 ,

(了
, 1一 `

一 1 ) 一 户(户一 z )
, p一 ,

(
, 了 一

,

)

~ P
t, p一 ,

[了 , 1 一`
一 l 一 ( P一 z )

, r 一 `
+ 户一 一l

~ 户, ` 一 ,

[
, 7 一

`

(了 + 1 一 户) + 户一 2 ] 李 0
.

再
, , ,

(
。

) j , 。
}

2 , ` ) 0
.

于是

,
` ’

(` ) ) 2

{
, .

`
, ,

(
·

)
· ;d二
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h一
1+

·

a
, , :

_

/
_

,
、 ` _ ,

—
左 ~ P又P 一 i 夕少

,

一
Z

。 , 一 上土卫
~

犷
。 , , 一 ,

一 ,

一 !
, 一 1 - 1 + a

2

;

)一
, , 2 ,一

{工二卫
, 一 ;

1
.

J L Z J

由于 P > 2 ,

所以当
a

< 。适当小时
,

h’’

a 由上面确定
.

则

h 一 」止
~

竺 h’t > o

2

取 J ( t ) 一 I
一

d

( ` )
,

` ( o ) 一 `一 ( ” , 一
(l

。 ,

二
`

( · ) d ·

)
一 “

> 。 ,

J
`

( t ) ~ 一 a l 一 “ 一 , z
’

( t )
.

由于 尹 (幻 不满足` l) 式的方程
,

所以 介 > 。 ,

在 R
“

x ( 。
,

刃 内 叭 (
x ,

)t 矢 。
.

又因为
t, ,

(
x , t

) 李 0 在 R
,

x ( 0 , T Z

) 内成立
,

所以可 取 到 0 < ,。 << 1 ,

使 J (
t。

) > 0 , , ,

(
: , 。̀

) )

o ,

矢 0
.

于是 日 x 。 〔 R
` ,

使
。 ,

(
x 。 , t。

) > 0
.

由连续性知
·

(
: 。

) 一

!
R ,

,

一
,

(
· , ,。

) d· > 。
.

从而 J
’

(
,。

) =< 0
.

J
` ,

( t ) ~ a l , 月 ( (
a 十 l ) I

` ,

( t ) 一 z ( t ) I
’ `

( t ) )
,

I ( , ) I ”
( : ) 多 {

二 。 ` (
·

, d·

!
R。 `二 (

·
,
· ; d· ,

({
: .

了反萨
· ,

d ·

)
’

!
R .

了不
心

干不
石一 d ·

)
’
一 ( · 十 l )

()
R二 h’ (

·
)
· :

d·

)
’

一 (
a + l ) z” ( t )

,

即 (
a + 1 ) ,

, ,

( r ) 《 , ( t ) I
’ `

( t )
.

于是

J
, ,

( r ) ( 0
.

凸性引理囚 设 J ( t ) 〔 C Z

味
,

+ co )
,

J
,

(
r。

) < o , J (
,。

) > o ,

J
, `

( t ) ( 0
。

则存在 T . :

r 。 < T
。

< ,。 一

姗
,

使 , ( T。

, 一 。
·

从而 il m l (t ) 一 + co
,

即 il m l{
, (t l)1

, 一 十二 ( 2 < p 提 1 十 1)
,

矛盾
.

所以 兀 < + 二
·

卜叮
君̀

叮

又因为
, ,

》 0 ,

所以存在 T
。

< + co (可能与上面的 ,T
。

不同 )
,

0T > o ,

使 il m “, (t 洲
, 一十 co

杯 T矛

( 2 < p 簇 丫 + 1)
.

先取定 2 < p 成 7 + l
。

将证明

B > o ,

使 1!
。 ( , ) l}

, ,

( B 在 ( o ,
T

。

)
e ` “

(
二 , t ) 满足

il m 卜 (t il)
p ,

-
一
卜co

.

如若不然
,

由 。 , 》 。 知存在
t , 了 J

内成立
。

e `。 ( t ) ~ e ` △ , *

十 e 一 ` r 一 1 ,, 。 “ 一 ` ,△
(
。 , ,

(
,
) )

?
d ,

~ et 么 夕*

+ e , e “ 一 ` ,△ , 了

(
:
) d ,

.

,ōUtnU.

l
eewe刁尸

l
eeJ

· ` · ( 犷, ,̀
, “ ,,

· ” ,
, +

{;
一

11
,

I!二
,

d , 簇 }}
, *

}}
, + B 了 T o e r 。 提 c

.



0 4 1 3中 国 科 学 (A辑) 1 9 92年

此与l im !!
t, ( , ) }!

, 一 + co 矛盾
.

份 T J

同理可证 五m !1
, ( , ) }}

, : ` 一 + co
,

及~ 2 , 3 ,
·

…
t ` T J

于是当 户。 ( 2了互 , 了互( : 十 1 ) ] 时
,

il m !1
, ( t ) }}

, 一 + OO
,

及~ l , 2 , ·

…
t` T J

再证明 五m l}
。 ( t ) }!

.
~ + co

.

如若不然
,

则存在 刀 > o 使得 11
, ( t ) }】二 毛 B 在 ( o , T 。

) 内
协叮

成立
.

于是
, ,

一 △ t, 一
。 1

一 。 成 ( B 了 一`
一 l )

, ,

,
(
二 , o ) ~

, *

( 二 )
.

所以
,
(

x , ,
) ( e ` B 了一 ’ 一 , ,̀ e `△ , *

(劣 )
.

!l
, ( , ) !1

,
成 A【}。

*

{}
, .

此与 il m l】。 ( t ) !1
,

~ + co 矛盾 汁 任

卜叮

( 2了凌 , 了走(了 十 l ) ] )
.

任意取定 夕〔 (衫 ( 1 + 1 )
, 2尹

十 `
l

,

我们要证明 il m !!
, (川 !

, 一 十 co
.

如若不然
,

则存在
杯 T J

A => 0 ,

使 1}
, ( t ) {}

, 成 A 在 ( o , T。

) 内成立
.

取
r 一 ; 走。 + 1)

, 、 〔 [ 1 , 2 ]
.

再取 日` ( o ,

l) 使生 一 立 十 丛二旦
.

由 H砚de r 不等式知
r P q

{】。 ( t ) }】
,

簇 !1
, ( t ) }{里}】, ( t ) }1犷

口 ( A e
ll

, ( t
) !}犷

a .

于是 il m ” , ( t ) }!
。

~ + co
.

同上可证当 户` 〔丫叱
, 2丫互] 时

,

il m !1
, ( t ) l}

, 一 + co
.

因为 [ : 互。 +
,峥孔

一

卜叮

1 )
, 2了凌+ `

]〔 [了赴
千 ’ , 2丫无十 ,

]
.

矛盾
.

至此证明了对任意 2 < p 成 + co
, ll m !1

。 ( )t 1}
, 一 十 co

.

因为 城
二 ,

O 》 ,
(

: ,

)t
,

所以
` --r0

存在 0 < T *

攫 兀
:

< 十 co
,

使 五m 卜 ( t) }}
,

~ 十二
.

护一 ? * 一

定理 3 得证
.

注 这里 u( )t 代表 代 r ,

0
,

指 夕 中的元素
.
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