
引用格式: 卢建新.弦/M-理论中黑膜热力学及相变.中国科学:物理学力学天文学, 2012, 42: 1099–1111
Lu J X. The Thermodynamical Phase Structure of black branes in String/M Theory (in Chinese). Sci Sin- Phys Mech Astron, 2012, 42: 1099–1111, doi:
10.1360/132012-610

中国科学技术大学物理学院专刊 ·评述

中国科学 :物理学 力学 天文学 2012年 第 42卷 第 11期 : 1099 – 1111

SCIENTIA SINICA Physica, Mechanica & Astronomica phys.scichina.com

弦/M-理论中黑膜热力学及相变

卢建新∗

中国科学技术大学交叉学科理论研究中心，合肥 230026

*联系人, E-mail: jxlu@ustc.edu.cn

收稿日期: 2012-07-05; 接受日期: 2012-08-31;网络出版日期: 2012-10-26
国家自然科学基金 (批准号: 10975129)资助项目

摘要 宏观引力系统,比如黑洞,与非引力系统在热力学方面很不一样,其态函数熵与温度本质上是量子的,

没有经典对应,因此对应的热力学在一定意义上来说本质上也是量子的,这为探讨量子引力提供了一个重要

窗口. 本文综述讨论作者及其合作者近期一系列有关黑洞的高维推广黑膜 (超弦/M-理论中的基本动力学客

体)的热力学相、相变及相关的临界现象的工作,希望为建立M-理论的完整理论框架提供重要的非微扰信息.
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1 引言

无论是认识和理解黑洞奇点、宇宙学奇点, 为

宇宙学暴涨模型提供理论基础, 还是去认识超标准

模型的新物理、Planck尺度上的物理行为,特别是认

识近期发现的占宇宙中物质组分约 73%的暗能量本

质, 都需要一个包括引力在内的基本量子引力理论.

超弦/M- 理论, 尽管还有很多不完善之处, 目前仍是

量子引力和统一四种相互作用的最理想的候选理论.

弦理论经历了两次革命, 其中第二次革命主要是基

于该理论的一些非微扰态 (称为 BPS态)及其相应性

质的 [1−5]. 二次革命的重要发现是原有的五种微扰

弦理论并不基本, 存在一个更大的 M- 理论, 它不仅

包括五种弦作为其不同的极限理论, 同时也包括十

一维超引力作为其低能极限, 从而解决了人们有关

十维弦理论和十一维超引力之间不相容的长期困惑.

弦二次革命还取得了一些巨大成功,如首次为一些黑

洞熵提供了微观解释, 预言了 M- 理论的存在性, 以

及一些对偶关系 (特别是 AdS/CFT 对应), 具体实现

了引力系统的全息性质 [6]. 这一对应或其变种对很

多强相互作用系统如夸克 - 胶子等离子体、强子物

理、凝聚态物理中的量子相变、冷原子系统,以及流

体力学等具有广泛应用 [5], 一方面为研究这些系统

提供了新的思路和方法, 另一方面对这些具体系统

物理行为的刻画也有可能反馈给我们有关基本理论

的一些启示.另外,弦/M-理论的研究揭示了时空、相

互作用以及在非微扰意义下经典和量子的模糊性或

非基本性, 预示着在新的基本理论中我们目前习惯

的很多概念需要新的内涵或革新.弦/M-理论的完整

理论框架还有待于建立. 在缺少该理论完整框架的

前提下,获得对上述基本问题的深刻认识,以及该理

论更多的信息只能基于我们对该理论一些局限的了
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解,比如已建立的各种对偶关系、其低能有效理论以

及从研究中获得的一些思想和启发. 众所周知,黑洞

是我们了解量子引力性质和行为的理想系统,一方面

黑洞为我们研究经典引力 (广义相对论意义下)的各

种有趣行为提供了理想模型, 另一方面它又可以看

成为一个宏观量子系统,其特有的热力学性质如熵、

温度以及引力的全息性质本质上又是量子的, 因此

为我们研究量子引力提供了一个重要窗口.弦/M-理

论中基本动力学客体 p-膜所对应的黑膜可视为黑洞

的高维推广. 我们期待着对这些黑膜相关的动力学

比如热力学相及相变等特性的研究可提供更多的有

关该理论的非微扰信息, 有助于我们对该理论中揭

示的一些基本问题的了解和认识.

2 黑洞 (膜)系统的热力学特性

四维时空最一般的稳态黑洞由其所拥有的ADM

质量 (M),角动量 (J)和所带的电荷 (Q)完全确定.早

期对黑洞相关特性的研究发现,这三个黑洞参量,以

及黑洞的视界面积 (A)和视界上的表面引力 (κ), 遵

从如下所谓的黑洞力学四定律: 第零定律表述为黑

洞视界上的表面引力 κ 是一个常数, 与视界面上的

具体位置无关; 第一定律描述的是当 M,J,Q 和视界

面积 A变化时,它们的变化满足如下关系:

dM =
κ
8π

dA+ΩdJ+ΦdQ, (1)

其中 Ω是黑洞的角速度, Φ是对应的电势 (视界两极

处);第二定律是黑洞视界的面积永不减少,

dA
dt
> 0; (2)

第三定律表述为黑洞的表面引力 κ , 0. 在上面的公

式中, 我们已取了基本常数 k (Boltzmann常数)= h̄ =

c = G(牛顿引力常数)= 1.

1972年 Bekenstein注意到,上述黑洞力学四定律

与已知的热力学四定律有着极其类似的关系 [7]. 如

果把黑洞视界的表面引力 (κ) 认为正比于一个热力

学系统的温度 (T ),黑洞视界面积正比于该热力学系

统的熵,其它的量完全对应过去,那么黑洞力学四定

律就完全成为热力学四定律. 这种特有的关系使得

Bekenstein进一步认为,黑洞本身很有可能就是一个

热力学系统, 而黑洞力学四定律其实就是对应的热

力学四定律. 这一大胆假设与当时人们对黑洞的理

解如此的不同,立即遭到了黑洞领域一些大家,比如

Hawking等人的反对. 四维稳态黑洞完全由其质量、

角动量和所带的电荷确定 (只有三根毛),很难理解这

样的系统具有温度和熵, 按通常的理解不可能对应

一个宏观热力学系统. Hawking起初激烈反对 Beken-

stein这种建议,但 Bekenstein的这种对应似乎很美妙,

要完全证明 Bekenstein是错的,必须要有坚实的物理

证据. 另外, 如果这种对应存在的话, 那一定是在量

子意义上的, 经典框架下几乎不可能理解这种对应.

基于这一考虑, Hawking 在 1975 年采用半经典手段

本希望证伪 Bekenstein的对应,但却发现黑洞不象原

有想象的那样只吸收物质,它还辐射粒子,且等价于

一个具有温度

TBH =
κ
2π

(3)

的黑体向外辐射粒子 [8].这一发现为 Bekenstein的对

应提供了物理图象和证据, 同时也确定了黑洞的确

具有熵

SBH =
A
4
, (4)

也为 Bekenstein 后来推广的第二定律提供了理论基

础 [9].

要清楚地认识黑洞温度和熵的量子本质, 我们

恢复上述黑洞温度和熵公式中的基本常数如下:

TBH =
h̄cκ
2πk

, SBH =
kc3A
4Gh̄

. (5)

通常的经典极限是取 h̄ → 0.如果我们对上述温度公

式取这样的极限,我们会得到黑洞的经典温度 TBH =

0. 从表面上看, 这似乎很自然. 如果采用我们通常

对温度的认识,一个自然的问题就是: 一个绝对温度

为零的系统还能是经典的吗? 我们至少会认为这种

极限应该是反直觉的. 进一步考察黑洞熵的经典极

限,对于任何宏观意义下的黑洞,我们得到一个发散

的结果,表明这种经典极限是不可取的,这也与上述

经典极限下得到反直觉绝对零温的结论一致.换句话

说,宏观黑洞与宏观的普通物质系统很不一样,至少

从温度和熵的角度它没有从量子到经典的过渡, 其
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本质是量子的. 这从宏观黑洞温度和熵的公式中出

现 Planck常熟 h̄已有所暗示.

从这种意义上来说, 虽然黑洞与普通物质一样

服从热力学四定律, 但黑洞的热力学本质上是量子

的, 没有经典对应, 反映的是一种宏观量子效应. 由

于黑洞是由引力相互作用所支配, 因此其热力学的

量子本质在一定意义上也反映了引力的量子特性,因

此研究黑洞的热力学为我们了解量子引力打开了一

个窗口.

黑洞不可避免地有所谓的 Hawking 辐射, 因此

渐进平坦的黑洞不可能具有热力学稳定性. 这可以

简单地从比如史瓦西 (Schwarzschild) 黑洞的如下反

直觉关系判断. 该黑洞的熵和温度与其所谓的 ADM

能量 M关系如下:

SBH = 4πM2, TBH =
1

8πM
. (6)

当其 ADM能量增大时, 其温度反而减少, 从而给出

对应的比热小于零 (C < 0),因此其热力学不稳定.要

正确地研究黑洞的热力学及相关的相和相变, 我们

首先应保证黑洞在热力学意义达到稳定.

York 等人的工作告诉我们, 实现黑洞系统热力

学的稳定性需要考虑系综 [10,11].换句话说,我们不仅

要考虑黑洞,还要考虑黑洞所处的环境. 与普通系统

不同的是,自引力系统在空间上具有不均匀性,确定

对应的系综不仅要取定相应的热力学量, 还要标定

这些量在空间何处取确定的值.为简单起见,本文的

讨论将局限于具有球对称的黑洞 (膜)情形. 对这种

情形,建立相应的系综可把黑洞放入一个半径大于黑

洞视界半径且与其同心的空腔内.该空腔具有确定的

半径和温度.当黑洞在空腔壁处的局域温度与空腔的

温度达到一致时,黑洞就与外热源达到了热平衡 (见

图 1). 当空腔内的电荷给定时,我们就定义了所谓的

正则系综,而当空腔壁上的电势给定,那定义的就是

巨正则系综.

对自引力系统,一方面描述其稳定的热力学相,

BH

−
= −

1/2( ) (1 / )
h

T r T r r

r

rh

BH→∞ = =
π

1
( )

8
T r T

M

图 1 (网络版彩图)半径为 r和温度为 T空腔内的黑洞

(其视界半径 rh 6 r)

Figure 1 (Color online) A black hole in a cavity of radius r and

surface temperature T (with its horizon radius rh 6 r).

我们需要考虑系综,而另一方面,不同的系综并不等

价 [12],一般来说描述的是不同的相行为.这为研究引

力系统完整的热力学相及相变造成了一种困局,如何

理解这种困局还有待于进一步的认识. 过去的研究

表明,引力系统的正则系综具有更有趣的相行为.比

如在一定条件下,有可能存在多于一个的稳定相,因

此可以有相变发生以及与此有关的临界现象. 我们

在本文中也将局限于考虑这种系综下的黑洞 (膜)的

相稳定性、相变,以及可能的临界现象 1).

分析自引力系统的热力学 (局域)稳定性可以通

过考虑该系统的亥姆霍兹 (Helmholz)自由能的极值

情况. 当其取极小值时,对应的系统至少是局域稳定

的. 要确定该系综下系统的整体稳定性并不容易,需

要知道该系统在给定条件下所有可能的局域稳定的

相,通过比较这些相的自由能,具有整体最小自由能

的相才是该系统的整体稳定相, 否则仅仅为局域或

亚稳定相.一般情况下,我们几乎不可能确定系统的

整体稳定相.

对自引力系统,如黑洞,如果我们知道其作用量

I,可以采用Gibbons-Hawking欧氏化作用量的方法计

1)本文的考虑局限于渐进平坦黑洞或黑膜 (对黑膜或为紧致的 T p的环面).对沿膜延展方向其它拓扑结构也有可能,但只要

垂直于膜方向的空间是球形对称,本文的讨论仍然适用 (比如对应黑膜的泡泡位形,具体见本文最后一节的讨论),其原因是在

我们的系综讨论中沿膜延展方向空间是固定的. 但一般来说,如果沿膜的延展方向的拓扑结构非平庸,它会影响到垂直膜方向

的拓扑结构,这在弦/M-理论或高维引力理论中已很常见,比如近年来发现的各种有趣的非球形对称的拓扑位形.如何合理地考

虑这一类位形的热力学相及相变仍然是一个有待探讨的问题.
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算零级近似下系统的配分函数 [13]

Z ≈ e−IE , (7)

由此我们通过关系 Z = e−βF 计算对应的亥姆霍兹自

由能 F 为

IE(r,T,Q;rh) = βF = βE(r,Q;rh)−S(rh), (8)

其中 r,T,Q分别是空腔的半径,温度和其内所带的电

荷, rh是黑洞视界半径. β = 1/T , E(r,Q;rh)是黑洞在

空腔内的内能, S(rh)是其熵.对给定 r,T,Q,该系统的

唯一变量是 rh.黑洞与环境达到热平衡由

dIE

drh

∣∣∣∣
rh=r̄h

= 0 (9)

来确定. 自由能取极小值的条件, 即达到局域平衡,

是在达到热平衡处满足如下条件:

d2IE

dr2
h

∣∣∣∣
rh=r̄h

> 0. (10)

3 零电荷黑洞的热力学稳定性

本节的讨论主要基于已有的工作 [10,14,15]. 利用

上节给出的判据,首先分析给定空腔半径 r = rB和温

度 T = TB,但固定电荷 Q = 0时空腔内的热力学稳定

相.这与史瓦西 (Schwarzschild)黑洞的热力学稳定性

相关.首先考虑史瓦西黑洞的欧氏度规:

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2(dθ 2 + sin2 θdϕ 2).

(11)

这里视界半径 rh = 2M,其中 M 是黑洞的质量. 把该

黑洞放入同心的上述空腔内 (rB > rh),对应正则系综

下的作用量可以直接从其 Hilbert-Einstein 作用量得

出:

IE(rB,TB;rh) = βBF = βBE(rB;rh)−S(rh), (12)

其中

E(rB;rh) = rB

(
1− (1− x)1/2

)
, (13)

和

S(rh) = πr2
h = 4πM2 = πr2

Bx2, (14)

分别是该系统在空腔内的内能和熵. 上面无量纲约

化视界半径 x定义如下:

x ≡ rh

rB
=

2M
rB

, rB > rh, (15)

我们有

0 < x < 1. (16)

与常规做法一样 [10,13], 上述作用量的计算是相对所

谓 “热平坦时空”背景,即为该系综下欧氏史瓦西黑

洞作用量减去同样系综条件下欧氏平坦时空的作用

量, 其目的在于去掉作用量中源于背景对作用量的

发散贡献,从而获得有限的,对热力学有真正影响的

部分.我们一般总是这样做减除,后面不再强调.

对固定空腔温度 TB = 1/βB, 上述欧氏作用量与

该系统的自由能没有本质区别.因此在同样的系综条

件下,如果存在多个局域稳定的相,其中具有最小欧

氏作用量的相应该是在所能考虑的相中最稳定. 比

如在目前的情况下,我们将看到当温度 TB 大于一极

小值时,可以有局域稳定的黑洞相.如果对应黑洞相

的欧氏作用量大于零,该黑洞相的自由能就高于同样

条件下的 “热平坦时空”相的零自由能,该局域稳定

的黑洞相就要通过所谓的 Hawking-Page相变 [16] 成

为 “热平坦时空”相.只有那些具有负欧氏作用量的

黑洞相才可能成为整体稳定相. 下面来看具体的稳

定性分析.为简单起见,定义约化作用量和约化温度

倒数

ĪE ≡ IE

4πr2
B
, b̄ =

βB

4πrB
. (17)

这样

ĪE = b̄
(

1− (1− x)1/2
)
− 1

4
x2. (18)

注意 x = 0,即 “热平坦时空”, ĪE = 0.我们一般有

dĪE

dx
=

1
2(1− x)1/2

(
b̄−b(x)

)
, (19)

这里约化温度倒数函数

b(x) = x(1− x)1/2 > 0. (20)

注意到

b(x → 0)→ 0, b(x → 1)→ 0, (21)

b(x) 在 0 < x < 1 区间一定有极大值. 腔内黑洞与空

腔达到热平衡由上述作用量取极值确定,即

b̄ = b(x̄) = x̄(1− x̄)1/2. (22)
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局域稳定性由下面条件决定,

d2 ĪE

dx2

∣∣∣∣
x=x̄

∼−db(x̄)
dx̄

> 0. (23)

换句话说, 当黑洞与空腔达到热平衡时, 只有函数

b(x) 在该处的斜率为负时黑洞才是局域稳定的. 温

度倒数函数 b(x) 的特征行为如图 2 所示, 这也可以

由方程 (20)和 (21)看出.

b(x)的最大值由下列极值所定出

db(x)
dx

∣∣∣∣
x=xmax

= 0 (24)

为

xmax =
2
3
⇒ rh =

2rB

3
. (25)

对应的最大 bmax或最小温度 Tmin为

bmax =
2

3
√

3
⇒ Tmin =

1
4πrBbmax

=

√
27

8πrB
. (26)

这与 York 用不同的方式在文献 [10] 中得出的结果

完全一样. 从图 2或函数 b(x)的行为 ((21)或其唯一

的极值为极大)可知, 当 0 < b̄ < bmax, 状态方程 (22)

总有两个解 x1 和 x2,其中 0 < x1 < xmax 对应一个小

黑洞而 xmax < x2 < 1 对应的是一个大黑洞. 由局域

稳定性判据 (23), x1 对应的小黑洞不稳定, 而 x2 对

应的大黑洞至少局域稳定. 换句话,当温度大于上述

最小温度时,存在一大一小两个黑洞,只有大黑洞稳

定,而小黑洞不稳定,通常的史瓦西黑洞可认为对应

这里的小黑洞.

上面所定的大黑洞尽管局域稳定, 但不一定是

整体稳定, 至少这里还有一个自由能为零的 “热平

坦时空” 相没有考虑. 如果局域稳定的大黑洞的自

由能大于零, 那么它仅仅是亚稳定, 将通过所谓的

Hawking-Page相变转为更为稳定的 “热平坦时空”.只

有当自由能小于零时,它才有可能成为整体稳定. 利

用状态方程 (22),我们可以把处于局域稳定的黑洞作

用量 (等价于自由能)改写为

ĪE(y) =−3b̄
4y

(1− y)
(

1
3
− y
)
, (27)

这里

y ≡
√

1− x2. (28)

xx2xmax

bmax

b

0

−

1

b(x)

x1 xg

图 2 零电荷情况下 b(x)对 x的特征行为

Figure 2 The characteristic behavior of b(x) vs x for the chargeless

case.

给定 2/3 < x2 < 1, 我们有 0 < y < 1/
√

3. 要保

证局域稳定的作用量小于零, 由 (27) 我们必须要有

0 < y < 1/3.由此定出整体稳定的黑洞相的条件为:

1 > x2 > xg =
8
9
> xmax =

2
3
. (29)

当 x2 = xg = 8/9,黑洞和 “热平坦时空”可以共存. 当

b̄ > bmax 时, 不可能有黑洞存在. 如果没有其它自由

能小于零的相存在,那 “热平坦时空”相将是整体稳

定相.

4 非零电荷黑洞的热力学稳定性

我们在本节描述球对称带电黑洞,即 R-N黑洞,

的热力学稳定性问题、相变及临界现象 [10,14,15]. 对

应空腔中带电黑洞的欧氏作用量的计算基本思路与

不带电情形一致, 但这里还要考虑电磁场对作用量

的贡献,具体可以参看 York等人的讨论 [10,11]. 带电

R-N黑洞的欧氏度规

ds2
E =V (r)dt2 +

dr2

V (r)
+ r2dΩ2, (30)

和电势

Φ(r) =
Q
r
. (31)

这里

V (r) = 1− 2M
r

+
Q2

r2 . (32)
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R-N黑洞有两个视界 (由 V (r) = 0确定)

r± = M±
√

M2 −Q2. (33)

BPS界告诉我们有M >Q.外视界与我们考虑的热力

学相关,计算相应的作用量给出

IE (rB,TB,Q;r+) = βBE(rB,Q;r+)−S(r+)

= βBrB

(
1−

√(
1− r+

rB

)(
1− Q2

rBr+

))
−πr2

+. (34)

同样定义相应的约化量:

ĪE =
IE

4πr2
B
, x =

r+
rB

, q =
Q
rB

, b̄ =
βB

4πrB
. (35)

因 r+ > Q,rB > r+,我们有

q < x < 1. (36)

约化作用量为

ĪE(b̄,q;x) = b̄

(
1−

√
(1− x)

(
1− q2

x

))
− 1

4
x2. (37)

由此我们有

dĪE

dx
=

1− q2

x2

2(1− x)1/2
(

1− q2

x

)1/2

(
b̄−bq(x)

)
, (38)

这里约化温度倒数函数为

bq(x) =
x(1− x)1/2

(
1− q2

x

)1/2

1− q2

x2

. (39)

考察如下极限

bq(x → q)→ ∞, bq(x → 1)→ 0, (40)

注意到 x → q 时, bq(x) 的极限与零电荷情形有本质

的区别. 正是这种差别使得目前的稳定相结构变得

丰富多彩. R-N黑洞与空腔达到热平衡的条件是

dĪE

dx
= 0 ⇒ b̄ = bq(x̄). (41)

我们同样有
d2ĪE

dx2

∣∣∣∣
x=x̄

∼−db(x̄)
dx̄

, (42)

因此局域稳定性要求

db(x̄)
dx̄

< 0. (43)

由于极限 (40),存在一个临界电荷 qc =
√

5−2,根据

电荷 q > qc, q = qc,或 q < qc, bq(x)在区间 q < x < 1

中的行为可以有三种情况,具体见图 3.

临界电荷以及临界黑洞半径可由如下条件决定:

dbq(x)
dx

∣∣∣∣
x=xc

= 0,
d2bq(x)

dx2

∣∣∣∣
x=xc

= 0. (44)

bq(x)(39)只依赖变量 x和电荷参数 q,因此上两方程

可以完全确定临界电荷 qc =
√

5−2和黑洞临界半径

xc = 5− 2
√

5. 由状态方程 (41), 我们可以定下对应

的临界 bc = 0.429. 具体求解这些量的过程参见文献

[15].

我们就这三种情况分别进行讨论.当 q > qc, 给

定任何 b̄ > 0,状态方程 (41)只有唯一解且 bq(x̄)达到

热平衡处的斜率也是负的,因此是局域稳定的,后面

我们将说明这也可能是整体稳定的. 当 q < qc, bq(x)

在 q < x < 1区间有一极小和极大.当 b̄取值在这极

大和极小之间时,状态方程 (41)将有三个解,其中只

有最小的解 x̄1和最大的解 x̄2(x̄1 < x̄2)对应局域稳定

黑洞而中间的解是非稳定的 (因那里的 bq(x̄)的斜率

是正的). x̄1 对应的是局域稳定小黑洞而 x̄2 对应的

是局域稳定大黑洞. 对一给定 q, 存在一个仅为电荷

q的函数的温度 Tt(q)(或 b̄t(q)),它由图中标示的两面

积相等确定 (一个是在水平线 b̄ = b̄t(q)之上由 bq(x)

与其所围的面积, 另一个是在水平线下所围的面积,

详细讨论见文献 [15]).这时具有半径 x̄1的小黑洞与

bq(x) q < qc q =qc q >qc

bt

−

xc

−
x

x
−

bc

−

b

q

−

x1

−
x2

− 1

图 3 q < qc, q = qc, q > qc 时,函数 bq(x)对 x的特征行为

Figure 3 The characteristic behavior of b(x) vs x for q < qc,q = qc,

q > qc, respectively.
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半径为 x̄2 的大黑洞的自由能完全一样,因此两者在

这种情况下可以共存和互相转化. 由于该相变涉及

熵的变化 (由黑洞半径确定),因此是一级相变.利用

上述面积可以证明 (见文献 [10]), 当 b̄ > b̄t(q), 局域

稳定的小黑洞具有更小的自由能,因此最稳定;而当

b̄ < b̄t(q), 局域稳定的大黑洞具有更小的自由能, 因

此更稳定. 对 q < qc, b̄t(q) 是电荷的函数, 代表一条

线,因此我们具有一条一级相变线.它终结在 q = qc

处,这时局域稳定的大小黑洞已没有分别,两者间转

化已没有熵的变化,因此是一个二级相变临界点. 这

里 qc, xc和 bc完全确定.

这里的情形完全类似于范德瓦尔斯 -麦克斯韦

气 -液相变情形,只要把这里的 bq 看成那里的压强,

x看成那里的体积, q看成那里的温度.这里局域稳定

的小黑洞类似那里的液相而局域稳定的大黑洞看成

那里的气相.在临界点,我们可以计算相应的临界指

数,比如比热 cv ∼ (T −Tc)
−2/3,给出临界指数 2/3.无

论是 AdS 空间, 渐进平坦黑洞还是我们后面讨论的

渐进平坦黑膜,这一临界指数都是普适常数 2/3.

5 黑膜的热力学稳定性

我们在本节中采用类似的方法讨论弦/M- 理论

中黑膜的热力学稳定性、相变和临界现象. 类似粒

子物理标准模型中的轻子和夸克, BPS膜是弦/M-理

论中的基本动力学客体.与轻子、夸克不同之处在如

下几个方面: (i) 这些膜在空间上一般都有延展, 而

不是没有几何大小的几何点; (ii)弦理论中的其它膜

相对基本弦来说都是非微扰的, 即它们的膜张力与

弦耦合常数成某种反比关系, 更类似于通常的孤子.

弦/M- 理论最大时空维数可到 11 维, 这里我们局限

讨论 10和 11维中的膜. 在 10维,除基本弦外,我们

有各种 Dp 膜, 其中 p = 0,1, · · ·9. 另外, 我们还有所

谓的 NSNS 5-膜. 在 11维,我们有 M2和 M5膜. 这

里的数, 比如 Dp 膜中的 p, 代表对应膜的空间维数.

膜上的时空维数为 d = p+1,垂直膜方向上的空间维

数为 D− d = d̃ + 2(见图 4). p-膜可以带类似电荷的

(d+1)-形式的荷 ed 或类似磁荷的 (d̃+1)-形式的荷

gd̃ ,分别由下面公式给出:

ed ∼
∫

∗Fd+1, (45)

和

gd̃ ∼
∫

Fd̃+1. (46)

这里 ∗ 标记的是时空 Hodge- 对偶, d̃ = D− d − 2, D

为时空维数. BPS膜的特性是其具有质量 (张力)和

荷,在适当单位制下这两者相等,对其它与之平行放

置的同类膜不仅具有起源于它们质量的相互吸引的

引力同时还有起源于它们所带荷的相互排斥的斥力,

但这两者大小相等,因此总的相互作用为零. 换句话

说,静止的 BPS膜本身是 (动力学)稳定的,且保持一

半时空超对称,如图 4所示.

当把这种膜放在时空中, 其质量和荷的存在会

引起其周围时空弯曲, 并在其周围产生类似电荷产

生的静电场的 (d+1)-形式的静场.但当 p > 6时,我

们无法描述对应的引力位形, 因此下面的讨论局限

0 6 p 6 6或 1 6 d̃ 6 7.当这种膜的质量大于其所带的

荷时,对应的膜称为黑膜,其热力学是本节讨论的内

容.

对不带电的黑膜, 其热力学的讨论与不带电的

黑洞没有区别,且结论也没有本质区别,这里不再重

复.下面仅限对带电黑膜的讨论.

欧氏时间带电黑 p- 膜的时空度规, dilaton 场,

(p+1)-形式势和对应的场强为

ds2 = ∆+∆
− d

D−2
− dt2 +∆

d̃
D−2
− (dx1)2 +∆

d̃
D−2
−

p

∑
i=2

(dxi)2

+∆−1
+ ∆

a2
2d̃

−1
− dρ2 +ρ2∆

a2
2d̃
− dΩ2

d̃+1,

p-

p-

(D-p)-

图 4 无限延展的 p-膜

Figure 4 The infinitely extended p-brane
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eϕ = gs∆
a/2
− , gs ≡ eϕ0 ,

At1···p = −i

[(
r−
r+

)d̃/2

−
(

r−r+
ρ2

)d̃/2
]
,

Fρt1···p ≡ ∂ρ At1···p =−i d̃
(r−r+)d̃/2

ρ d̃+1
, (47)

这里 ∆± = 1− rd̃
±

ρ d̃ , r+和 r−分别是黑膜视界和奇点的

位置 (r+ > r−). dilaton耦合常数 a由下式给定

a2 = 4− 2dd̃
D−2

. (48)

对 11维M-膜, a= 0.对 10维Dp-膜, a(p) = (p−3)/2

而对 NSNS p-膜, a(p) = (3− p)/2. gs 为弦耦合常数.

该膜所带的荷与参数 r±和 gs相关,可由下式算出为

Qd =
i

2
√

κ

∫
e−a(d)ϕ ∗F[p+2] =

Ωd̃+1

2
√

κ
e−aϕ0/2d̃(r+r−)d̃/2.

(49)

该黑膜的空间延展方向为 1,2, · · · p, r 为垂直膜方向

上的径向坐标, dΩd̃+1 为膜横向方向上的 (d̃ + 1)-维

单位球上的度规. 要使作用量有限,膜的每一个延展

空间坐标必须是紧致的. 由上述度规可以看出, ρ 仅
仅是 (d̃ +1)-球的坐标半径而对应的物理半径为

ρ̄ = ∆
a2
4d̃
− ρ. (50)

为研究正则系综下平衡态热力学, 我们同样要

把黑膜放入一个沿膜横向方向且与膜同心的球形空

腔内.这时空腔的物理半径 ρ̄B,温度 TB = 1/βB,在 ρ̄B

处的 dilaton场值 ϕB以及空腔内的电荷 QB
d 都完全固

定. 另外,该系综沿膜空间方向每一紧致物理半径也

都固定.

在平衡状态下, 空腔内稳定相在空腔壁处的上

述对应量取值应与上述空腔固定值完全一样.比如,

QB
d = Qd ≡

Ωd̃+1d̃
√

2κ
e−aϕB/2(r̄+r̄−)d̃/2, (51)

和

eϕB = eϕ(ρ̄B) ≡ gs∆
a/2
− (ρ̄B). (52)

上面我们已将 Qd 中的 ϕ0, r± 参数换成 ρ̄ = ρ̄B 处的

ϕB及

r̄± = ∆
a2
4d̃
− r±. (53)

注意 ∆±可以用坐标参数也可以用物理参数表示,结

果一样.这可以从下列表达式看出

∆± = 1−
rd̃
±

ρ d̃
B

= 1−
r̄d̃
±

ρ̄ d̃
B

. (54)

有了这些准备, 我们就可以按前面带电黑洞类

似的方式具体计算相应的欧氏作用量. 因涉及的场

多一些,具体计算会复杂一些,我们在文献 [17]的附

录中给了详细的讨论和计算,这里不再重复,直接引

用那里的结果. 因热力学稳定相的讨论只与对应的

约化作用量相关,我们这里只给出该约化作用量. 为

此,我们先对一些相关量给出定义.注意到

r̄− =

( √
2κQB

d

Ωd̃+1d̃
eaϕ̄/2

) 2
d̃ 1

r̄+
≡

(Q∗
d)

2

r̄+
, (55)

我们定义

x =
(

r̄+
ρ̄B

)d̃

< 1, b̄ =
βB

4πρ̄B
, q =

(
Q∗

d
ρ̄B

)d̃

6 x. (56)

相应的约化作用量为

ĪE(x) =−b̄

(d̃+2)

(
1− x

1− q2

x

) 1
2

+ d̃(1− x)
1
2

(
1− q2

x

) 1
2



+2b̄(d̃ +1)− x1+1/d̃

1− q2

x2

1− q2

x

1/2+1/d̃

. (57)

热平衡状态方程由下式给出

dĪE(x)
dx

∣∣∣∣
x=x̄

= 0 ⇒ b̄ = bq(x̄), (58)

这里

bq(x) =
1
d̃

x1/d̃(1− x)1/2(
1− q2

x2

)1/2−1/d̃ (
1− q2

x

)1/d̃
. (59)

由上面 bq(x)的表达式不难看出当 d̃ > 2时

bq(x → q)→ ∞, bq(x → 1)→ 0. (60)

这一特征告诉我们, d̃ > 2时的相结构应与上节讨论

的带电黑洞情形一致. 我们在文献 [17] 中给予了仔

细地分析,除临界参数与横向维数 d̃ 相关外,其它特
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征与带电黑洞的确一致, 这里不再重复. 比如, 比热

cv ∼ (T − Tc)
−2/3, 其临界指数仍为 2/3, 且不依赖 d̃.

临界参数 qc,xc,bc与 d̃的关系见表 1.

由表 1 我们看出, 所有 3 个参数随 d̃ 的增大而

减小. 在结束这部分讨论之前,我们来分析一下极端

黑膜是否可以成为稳定相. 极端黑膜与极端黑洞一

样,与其非极端对应有着本质的区别,它可以与外界

任意给定的热源达到热平衡 [19−21].至少从热力学角

度来说, 极端黑膜 (洞) 不能简单地从非极端黑膜取

极端极限获得, 这两者之间可能要通过相变才能联

系起来.

由于极端黑膜可以与任何热源达到热平衡, 其

欧氏作用量可以从 (57)中取 x = q得到

Īext.
E = b̄d̃q, (61)

对应的自由能

Fext. = Īext./b̄ = d̃q. (62)

对一般黑膜, 满足热平衡状态方程 (58) 的在壳

欧式作用量为

ĪE =−b̄Fq(x̄), (63)

这里

Fq(x) = 2

(
1− x

1− q2

x

)1/2

+ d̃

(
1− q2

x
1− x

)1/2

+d̃(1− x)1/2
(

1− q2

x

)1/2

−2(d̃ +1), (64)

对应的在壳自由能

F̄(x̄) = ĪE(x̄)/b̄ =−Fq(x̄). (65)

表 1 临界参数 qc, xc, bc 与 d̃的关系

Table 1 The relationships between critical parameter qc,xc,bc and d̃

d̃ qc xc bc

3 0.141626 0.292656 0.199253

4 0.090672 0.238800 0.159921

5 0.064944 0.202012 0.134632

6 0.049599 0.175176 0.116698

7 0.039529 0.154691 0.103210

注意到 Fq(q) = −d̃q, Fq(q) = ∞,我们有 F̄(q) = d̃q和

F̄(1) =−∞. 我们希望指出在壳非极端黑膜的自由能

极端极限 x̄ → q与极端黑膜的自由能 (62)一致 (注意

极端黑膜的自由能不需要在壳,这两者一致的原因是

非极端黑膜在壳自由能中源于对应欧氏作用量 (57)

中的最后一项在取 x̄ → q极限时没有贡献).另外,我

们有

dF̄(x̄)
dx̄

=
d̃2x̄1−1/d̃

(
1−q2/x̄

)1+1/d̃

(1− x̄)(1−q2/x̄2)1/d̃

dbq(x̄)
dx̄

. (66)

在区间 q< x < 1,局域稳定的黑膜对应 dbq(x)/dx < 0,

由此可知对在壳稳定黑膜有 dF̄(x̄)/dx̄ < 0,即为一递

减函数,因此对 d̃ > 2的极端黑膜,在任何给定的空腔

条件下,其自由能总是最大 (对 q> qc, q= qc和 q< qc

任一情况都对),因此不可能是一稳定相 (更仔细的讨

论参见文献 [18]).

当 d̃ 6 2, 新的相行为出现了, 我们下面分别对

d̃ = 2,1两种情形给予较仔细的描述.

5.1 d̃ = 2情形

当 d̃ = 2时, (59)给出

bq(x) =
1
2

√
x(1− x)

1− q2

x

. (67)

我们注意到

bq(x → q)→
√

q
2

, bq(x → 1)→ 0, (68)

它在 x → q的极限有限且不为零,不同于零荷情形和

d̃ > 2时的非零荷情形. 后面我们将看到, d̃ = 2情形

是一种介于 d̃ > 2和 d̃ = 1之间的过渡情形,而后者

的行为更类似于零荷情形. 换句话说, d̃ = 2 在某些

方面类似 d̃ > 2情形,比如它有临界参数但没有临界

现象出现,而其相结构等又类似后面描述的 d̃ = 1情

形.

为更进一步了解 bq(x) 行为, 我们来分析一下

bq(x)的极值情况.由

dbq(x)
dx

= 0, (69)

我们有

2x2 −
(
1+3q2)x+2q2 = 0. (70)
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该方程可分解为

(x− x+)(x− x−) = 0, (71)

其中

x± =
1
4

(
1+3q2 ±

√
∆
)
, (72)

这里 ∆ = (1−q2)(1−9q2).要使 x−和 x+是上述方程

的实根,要求

∆ = (1−q2)(1−9q2) > 0. (73)

因 0 < q < 1, 这要求 0 < q 6 1/3. 当 q = qc = 1/3,

∆ = 0,我们有 x+ = x− = qc = 1/3 = q.也就是说,这时

极值发生在边界 x = q.在这里我们有

d2bq(x)
dx2

∣∣∣∣
x=q=1/3

∼ x−q = 0. (74)

因此,边界 xc = qc = 1/3是一个拐点. 按常规判断临

界点来说,这对应的似乎是一个临界点. 由于局限在

区域 x > q而 x = q在边界上,我们没有象 d̃ > 2时那

样具有两稳定相之间的相变而终结在该临界点 (下

面 q < qc = 1/3的讨论会明确说明这一点).也就是说

我们有类似的临界参数 xc = qc = 1/3,bc = 1/(2
√

3),

但没有临界现象.根据 q > qc,q = qc 和 q < qc, 我们

也有三种 bq(x)行为如图 5所示.

我们分别就上述三种情况讨论.当 1 > q > qc =

1/3时,因 ∆ 6 0, bq(x)在 q < x < 1区间上没有极值存

在.注意到

dbq(x)
dx

=−
bq(x)

2

[
2x2 − x(1+3q2)+2q2

x(1− x)(x−q2)

]
< 0, (75)

bq(x) 在该区间是递减函数, 在 x = q 处取最大值为

bq(x = q) =
√

q/2.对 0 < b̄ <
√

q/2,状态方程

q < qc q =qc q >qc

xs xlx+

bq

bc

bmax

b

q

−
b
−

b
−

x
−

1 q qx
−

1 1

图 5 d̃ = 2时 bq(x)对 x的特征行为

Figure 5 The characteristic behavior of bq(x) vs x for the d̃ = 2 three

subcases, respectively.

b̄ = bq(x̄)有唯一解 x̄且在该处系统的自由能取局域

最小, 因此是局域稳定. 对这种情形, 类似 d̃ > 2, 极

端黑洞这时自由能取最大值, 因此任何局域稳定的

黑膜很可能也是整体稳定. 当 b̄ > bq(q) =
√

q/2, 黑

膜不可能存在,这时极端黑膜起到零荷时的 “热平坦

时空”的作用成为稳定相.当非极端黑膜接近极端极

限时, 非极端黑膜应通过类似 Hawking-Page 相变变

为极端黑膜.

对 0 < q < qc = 1/3(见图 5 中的第三图), ∆ > 0.

这时方程 (69)给出两个实解 (72),其中 q < x+ < 1但

x− < q.在区间 q< x< 1,我们只有实解 x+,这时 bq(x)

取其最大值

bmax =

(
1+3q2 +

√
(1−q2)(1−9q2)

)1/2

8
√

2

×
(

3
√

1−q2 −
√

1−9q2
)

> bq(q) =
√

q
2

. (76)

由 (64)和 (65),我们算出 d̃ = 2, x̄ = x+时在壳自由能

为

F̄(x+) = 6−4
√

2(1−q2)> Fext. = 2q, (77)

这里最后的不等式用了 (62) 并取 d̃ = 2. 因此在

x+ < x̄ < 1区间的局域稳定态中,存在一个 xg使得在

壳自由能 F̄(xg) = Fext. = 2q.这样在 x+ < x̄ < xg,在壳

自由能 F̄(x̄) > Fext. = 2q, 因此这些局域稳定的非极

端黑膜只是亚稳定的, 通过类似的 Hawking-Page 相

变转变为极端黑膜. 只有当 xg < x̄ < 1时非极端在壳

黑膜的自由能 (一个递减函数)小于对应极端黑膜的

自由能,因此可为整体稳定相.另外,当 b̄ > bmax只有

极端黑膜相存在. 因此这里的讨论很类似零荷情形,

极端黑膜取代了那里的 “热平坦时空”. 下面我们来

决定 xg,对应的方程为 1− xg

1− q2

xg

 1
2

+

1− q2

xg

1− xg


1
2

+

(
(1− xg)

(
1− q2

xg

)) 1
2

= 3−q. (78)

该方程,尽管看上去复杂,可以约化成如下可解二次

方程
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x2
g −

3−2q+3q2

2
xg +q2 = 0, (79)

其解为

x±g =
3−2q+3q2 ± (1+q)

√
3(3−q)(1−3q)

8
. (80)

我们可以验证只有 x+g 解满足 x+ < x+g < xq而 x−g < q.

这里 xq是方程 bq(xq) =
√

q/2除 x = q外的另外一个

解,其为

xq =
1−q+

√
(1−3q)(1+q)

2
< 1. (81)

在 x̄ = xg处,非极端黑膜的自由能与极端黑膜的自由

能在

b̄ = bg =
5−3q−

√
3(3−q)(1−3q)

16
√

2

×
[
3−2q+3q2 +(1+q)

√
3(3−q)(1−3q)

] 1
2

(82)

时是一样,因此两者可以共存,相互转化.

5.2 d̃ = 1情形

对该情形, (59)给出

bq(x) =
x(1− x)1/2

(
1− q2

x2

) 1
2

1− q2

x

> 0. (83)

注意到这里

bq(x → q)→ 0, bq(x → 1)→ 0, (84)

与零荷时的行为一样,只是这里 x → q取代了那里的

x → 0, bq(x)的行为见图 6.因此由

dbq(x)
dx

= 0 (85)

导出

3
2

x4 −
(

1+
5
2

q2
)

x3 +
3
2

q2x2 +
3
2

q4 x−q4 = 0, (86)

在区间 q < x < 1有唯一解 xmax,对应 bq(x)取最大值

bmax(详细讨论见文献 [17,18]). 基于上述事实和前面

d̃ = 2的讨论,我们期待着这里的相结构与前面零荷

下黑洞 (膜)一样. 我们在文献 [18]中对该情形做了

仔细研究,发现情况的确如所料,唯一的区别是用这

里的 q < x < 1取代零荷时的 0 < x < 1以及这里的极

bq

bmax

b
−

xs xl

x

xmaxq 1

图 6 d̃ = 1时 bq(x)对 x的特征行为

Figure 6 The d̃ = 1 characteristic behavior of bq(x) vs x.

端黑膜取代那里的 “热平坦时空”.在 xmax < x̄ < 1区

间,同样存在一个 xg 使得在壳自由能与对应极端黑

膜的自由能一致,由下列方程确定

4−q = 2

(
1− xg

1− q2

xg

) 1
2

+

(
1− q2

xg

1− xg

) 1
2

+(1− xg)
1
2

(
1− q2

xg

) 1
2

. (87)

该方程约化成一个 xg 的四次方程,但从前面有关非

极端黑膜在壳自由能与对应极端黑膜自由能的关系

可知, xg = q一定是该方程的一个解 (这也不难从上

面方程直接得到验证). 这样上述方程可以约化成如

下三次方程

9x3
g +(−8+q−5q2)x2

g +q2(4+3q)xg −4q3 = 0. (88)

我们在文献 [18] 中讨论了该方程存在一个正实解,

其解析形式可以从上述方程直接给出. 但由于其

表达式过于复杂, 我们在表 2 中列出了电荷 q =

0.1,0.2, · · ·0.9 时对应的数值解以及对应的 bg 值 (表

中也列出了相应 q值对应的 xmax和 bmax).

该情形的相结构及相变与零荷时类似, 具体参

考文献 [18],这里不再重复.

6 讨论与总结

在本文的讨论中,为简单起见,对 p > 0黑膜,我

们没有考虑在文献 [18]中发现的一个新的热力学相
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表 2 电荷 q = 0.1, 0.2,· · · , 0.9时对应的数值解及 bg 值

Table 2 The numerical solutions and the values of bg when q =

0.1,0.2, · · ·0.9

q xg b̄g xmax bmax

0.1 0.878471 0.307757 0.668371 0.386344

0.2 0.870088 0.319918 0.673943 0.390683

0.3 0.864945 0.332758 0.673943 0.397903

0.4 0.864458 0.346219 0.684781 0.407890

0.5 0.870015 0.360200 0.731065 0.420323

0.6 0.882600 0.374565 0.769645 0.434666

0.7 0.902505 0.389161 0.817842 0.450290

0.8 0.929316 0.403845 0.873604 0.466636

0.9 0.962160 0.418491 0.934861 0.483295

泡泡 (“bubble of nothing”). 该泡泡相无论对 d̃ > 2还

是 d̃ 6 2都可以成为稳定相,具体见文献 [18]的讨论.

由于泡泡相的存在使得每一种 d̃ 情况下的相结构和

对应的相变变得非常丰富.

在对黑膜的热力学研究选取合适的框架下, 我

们的系列研究 [17,18,22]揭示了正则系综下以前忽视的

两个新热力学相:极端黑膜相和泡泡相,每一个都起

到零荷情况下 “热平坦时空”的作用. 只有考虑这两

个新相,尤其是极端黑膜相,我们才能在 d̃ 6 2时得到

非零荷情况下完整的稳定相结构. 在非零荷情况下,

我们还发现了很多有趣的相结构, 比如最多可以达

到四相共存,以及相关的相变,包括类似的 Hawking-

Page 相变. 我们要指出的是, 除在临界点外 (二级相

变),其它的相变都是一级. 我们发现对 d̃ > 2极端黑

膜不能成为热力学稳定相,但在 d̃ 6 2时极端黑膜是

给出完整相结构所必不可少的. 我们对热力学稳定

性的分析完全基于自由能判据 (零级引力作用量近

似).

本研究表明非极端黑膜和极端黑膜之间不是简

单地取极端极限,至少在热力学下不可能如此,因那

样很可能与热力学第三定律有不一致的地方,这两者

的自旋结构也不一样 [18].在热力学意义下,它们之间

的联系可能要通过相关的拓扑相变 (类似 Hawking-

Page 相变). 一般情况下, 如何理解这两者之间的关

联可能仍然是一个没有解决的问题, 尤其是相关的

动力学.

另外, 空腔中渐进平坦黑洞 (膜) 热力学的稳定

相和相变与 AdS 空间下的黑洞特性的一致性 [14,15]

似乎表明有更深刻的内涵. 空腔和 AdS空间起的作

用之一是保证系统内的自由度在某种意义下守恒或

禁闭作用,自然的问题是,我们在空腔设置下也有类

似的一个引力理论和一个非引力理论的对偶关系吗?

如何从动力学角度去理解相关的相变, 以及各

种相变实际发生的几率大小也是一个现实和有意义

的问题.
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A macroscopic gravitational system such as a black hole differs significantly from a non-gravitational system in thermody-
namics in that its state functions entropy and temperature are quantum mechanical in nature without a classical limit. As
such its corresponding thermodynamics, to certain extent, is also quantum mecanical in nature and this provides a window
for the study of quantum gravity. This article reviews the recent work of the author and his collaborators on the thermo-
dynamical phases, phase transitions and the related critical phenomena of the black branes in string/M-theory (the basic
dynamical building blocks of this theory), the higher dimensional generalization of the black hole, in hope of obtaining
important non-perturbative information for the complete formulation of M-theory.
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