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摘要 建立了具有可积球伸张 H (z
,

f) 的
,

上半平面到自身的 ID
一

同胚 w 二 f 仓) 的

eB u r lign 魂川丘
, r s
定理

,

研 究了广义 eB ur il gn 一11」fo sr 扩张的等距问题
.

关键词 拟画 边值问题 拟对称函数 拟共形扩张 片同胚

众所周知
,

圆周或直线在全平面到 自身的 K
一

拟共形映照下的象称为 K
一

拟圆周
.

我们可

以将判别一条 oJ
r d o n 曲线是否为 K

一

拟圆周的问题
,

转化为判别实轴上的 自同胚 h (x) 是 否为

上半平面到 自身的 K
一

拟共形映照的边界值间题
.

对于 K
一

拟共形映照
,

eB ulr ign 和 A h l fo sr

于 19 56 年解决了这个问题
,

其充要条件是 hx( ) 为 又拟对称函数 : hx( )在实轴上连续
、

单增
、

h (的 )

二 的 以及

义很 )
一 ’
簇

hx( + O一 h x( )
h (

x
)一 h (

x 一 r )
〔 又派 )

,
x ` 日

,
t > 0

,

(l )

其中 又仪 )是仅与 K 有关的常数
.

拟圆周和这个著名结果
,

已被广泛应用到函数论
、

So bof ve

空 间
、

万有 eT ic h m诩le r 空间
、

拟 F uc hS 群和复动力系统等领域
.

因此这是一个十分基本 的结

果
.

近 40 年来
,

对于 eB ur hgn 一 ih fo sr 扩张的最大伸缩商的上界 已有许多工作
.

但是对于拓

广它的应用范围
,

特别是在有奇性
、

更广泛的映照类中建立 eB ur h gn 和 A hi fo sr 的相应结果
,

这个十分有意义的基本问题
,

除了 D a vi d 对 价 同胚猜测过之外
,

则一直未见有所研究 【卜 习
,

本

文将研究这个问题
.

我们现在 回忆本文要用到的一些定义和结果 问
,

假设 D与 D’ 是 民
“

中的 区域
,

y 二 f (x ): D

~ D
`

是一个保向同胚
,

我们称

H (x, f) 一殃
s uP (腮

}为 )一 f xl() 恕乌}f切一 f( xl)] (2)

为 f x( )在点 x 的球伸张
.

如果 y二 f( x) 是 AC L的
,

几乎处处可微
,

且 H (x
,

f) 任

编侧
,

则称它

为具有可积伸张的同胚
,

简称为 ID
一

同胚
.

我们有
定理 A 假设 y 一f x( )是 ID

一

同胚
,

H 。
,

f) 。

嗡犷()D 和 H 。
,

f
一 1

)。啡
1

功 ,)
,

则

〔
田

。 一 ,

孩
一工

; 1) · 。
,

了,一
` )’ d s

。

)
l /伪一 1)

」
“伪一 ” ` m o

df ()R

1卯 4
一
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,

l卯5
一
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.、

「厂 /厂尹
_ _ _

.

八
一 。 一 ) l

`
_

1
一

( l / n
一 1 )

毛田黔
一 ”

L {
s。 1。

又 {
:

脚 x (
,

了” )r “ r

)
“ 百。

」 ( 3)

其中 。
。 _ ,

是
。 一 1维单位球面 的面积

,

mo df ()R 是环 f ()R 的模
,

R 二 {
x 任即 二“ 引

x 一习 < 哪仁刀
,

x0 任 D
,

d凡是单位球面上的面积元素
,

S (0
,

1) = {x
6 日

”
: lxI 二 .l}

当 。 二 2
,

H (z
,

f )是 R ie m a nn 可积时
,

不等式 ( 3) 首先由何成奇得到 闭
,

他是用另外 的伸张

K伪
,

f) 来做的
.

D a vi d 引进了 # 一 同胚 l1[
,

T uk ia 研究了其紧性阁
.

我们证明了 价 同胚是 ID
一

同

胚的一个真子类
.

我们还建立了

定理 B 在定理 A 的条件下
,

如果 c (D ) = 雨 \ D笋。
, x ,

转 D
, x 尹心而且 q (x

,

匀 < q x(
,

C ( D”
,

则

叮

咖 )
,

、 ))召(c ,
,

)) 、 2* , 一

{
一

{
田一

f (
r

一

工
; 1) Hx(

,

, )加一认S

〕
一 ” 加一 ’

认
r

{
“伪一 ”

}
,

。 )

其 中 q (x
,

动是
x ,

心6 民
”

之间的弦距离
,

又
。

由 eT ic hm Ull e r 环的模确定 a[], 又
2= 16

,

而且

: = q (x
,

心)/创1一 qx(
,

心尸
,

口二 q (x
,

C (D刀/丫 l 一 q (x
,

C (D刀
2

.

I P (x, )t 拟对称函数

在这节
,

我们研究实值函数 h (x )是上半平面到 自身的 ID
一

同胚的边界值 的必要条件
.

如

果将 ( 1) 式中的 又匹 )换为
x ,

t 的正函数 p x(
,

)t
,

( l) 式才成立
,

则称这类 h (x )为 p (x
,

)t 拟对称

函数
.

如果 w 二f 回 是 ID
一

同胚
,

H (w
,

f
一 ’

)任卜co (H )
,

f (的 ) = 的 而且当 “ ~ o 时
,

尸 / 户 、 一 ,

尸 / 广欢
.

、 一 ,

{
二

又
r

{
。
H仓

,

f) “ 口
少

“ r
一 的

,

{八
r

)
。
H (w

,

了一 ” “ 口
)

“ r
一田

,

则称 w 二了(
:
) 为 A ID 一

同胚
.

引理 1 上半 平面 H 到 自身的 A ID
一

同胚 w = f 阁 可以延拓为万 到 自身的同胚
,

而且

其边界值 f x( )存在
、

连续
、

单调增加和 f (的 )二 的
.

利用定理 B 可如常规得到此引理
.

为了能应用定理 A
,

我们将上半平面共形映照为某个

沿半径剪 开的圆环
.

在 实轴上取 3 个点
x 。一 t

,

x0
,

凡 十 t 和 的 作 顶点
,

使 H 成 为一个 四边

形
,

记为 H (的
, x 。一 t

,

x0
,
x 。+ )t

.

显然 (由文献回
,

p
.

59)

: 一 : 。 )一二
: ;

丝̀丝
。
自
一 。十 二 o , : > 0

, 二 。。 。
.

、 ` 兀 /
(5)

将沿半径口
, c

匀剪开的圆环 尺二 {
: 任歇 1 < 川簇 e

沁共形映照为 H (的
, x 。一 t

,

x0
, x 。十 O

,

这 里与

今后恒设
z
闰 与

T
(z )

,

叮(’) 与 C勿)互为逆共形映照
,

而

。。 )二 一

攀 {
`

。 J 、

d z

丫(zz 一

万 2/ xz 一

万 )

厂
’ d x

蝴
一

J
。

寸11二…石不平丽
`

因此复合映照
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w= f今 (
T
))= 0 f行 ) (6 )

将沿半径【 1
,
e勺剪开的圆环 尺 同胚变换为四边形 H (的

,

w (x0 一 )t
,

w x( 0)
,

w (x
。+ ))t

,

因为 :

()T

是共形的
,

因此 f0 (T ) 的球伸张

H行
,

为 = H (z (T )
,

f )
.

(7 )

关于 H行
,

f0) 的可积性
,

我们有

引理 2 假设 H (z
,

f )IT ,(z )l
, 任 L回

,

则 H砂
,

励任 L民 )
,

其中 f ()z 是上半平面到 自身的 A ID

一
同胚

.

根据 ( 7) 式和引理 2 的条件
,

我们有

{
H 。

,

。 d 6 ;

一

f
H (z (T )

,

f ) d
。 :

一

}
H 。

,

f )}一。 )}” 。 z ,

J R : J 凡 ` H

因此 H仓
,

励` L民 )
,

引理 2 证毕
.

由于 H少
,

f ) ) 1
,

所 以仅有 H (
: ,

f卜卜co (H )
.

因此
,

当要求整体可积时
,

如下 面的定理 1
,

必须对 H (z
,

f) 加条件
.

现在我们建立

定理 1 在引理 2 的条件下
,

实值函数 hx( )是上半平面 H 到 自身的 A ID
一

同胚 w = f (z) 的

边界值的必要条件是 hx( )为 p x(
,

t) 拟对称函数
,

而且 p (x
,
t )
任

玩 (H )仅依赖于 H x(
,

f)
.

证 根据引理 1
,

w 二 f⑧ 的边界值 w (x )二 f (x )存在
、

连续
、

单调增加而且 w( 的 ) = f (的 ) = 的
.

因此
,

如果我们能证明 w (x )满足不等式 ( 1)
,

而且用
x 与 t 的正函数 p (x

,

)t 取代其中的 又匹 ),

则我们证明了 w (
x
)
,

也就是 h (x )
,

是 p x(
,

t) 拟对称函数
.

根据引理 2
,

应用定理 A
,

或利用极值长度
,

仿其证明
,

我们得到模不等式

2 ·

厂(f
H 。

,

、 d口

)
一 ’
d r

一
。 (的

,

岭
。

一 ,
,

· (x必
,

· (x
。

一” ,

一〔f (lle
”

掣
d

)r
一 ` d口

{
一 ’ ,

( 8)

其中
: = }lT

.

根据文献 4[]
,

p
.

sl 得到

、 二 (的
,

W、 一 : )
,

W (、
,

Wx(
。+ : ))) 一

令
。讨 1 /(1 + 二 )

,

(9 )

其中

:
域护不平 )

、 ,

w恤
。+ : )一 w x( 必

拜(r) = 二 一一一飞汗下一一
一

一
,

人二 下仄万二兀了丁二万
乙 p峨厂少

下v 、齐 0,
丫 F卜 、 0 ` I

将 ( 9 )式代人 ( 8 )式
,

利用 拼()r 的单调性
,

如同文献【4]
,

(6
.

3 ) 一 ( 6
.

6 ) 式
,

注意 到 M (II (
·

) )

女mo d (H `
·

)), 我`门有

}
一
(: f

”

(f
H。。 )

,

, ) d。

)
一 ’ d

今〕
一 ’

一尝恙碧}
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令
一

倒汀
”

鲤尸
里 d

今
一

川
一

努
一 2

一 ( l 0 )

记 (1 0 )式左端和右端为 P l( x 0
,

)t 和 几(x0
,

0
.

令

户x(0
,
t )二ma

x
(P

,

x(0
,
t )

一 ’ , 户
xz(0

,

t ))
.

则有

( 1 1)

P x(
。 ,

t )

_

w x(
n

+ t )一 w〔x启
乓 一士之

厂 - 丁甲` 云
.

w气x o J一 w x(0 一 l)

簇 Px(
。 ,

t )
.

根据文献 14 ]
,

p
.

6 1
,

(2
.

10) 式
,

当 O < x < 的 时
,

0 < 拜
一 ’

(x) < l
,

因此从 ( 10 )与 ( 1 1)式得到
,

当 t > O
,

店民时
,

p x(
,

t) > 0
.

根据引理 1
,

我们可记 h x() = w。 ); 于是 w x( )
,

也就是 hx()
,

是 p x(
,

t) 拟对称

函数
.

最后
,

我们证明 p x(
,
t卜蝙似 )

.

事实上
,

由 ( 5) 式得到
: = T

;(z t
,

动
,

当 t > o 时
, :
是 t 与 x0’

的连续函数
.

令 F 行) = H (
T ,

f0) 加!
2 , 这里 H (T

,

为 由 (7) 式定 义
.

由引理 2
,

F (习任 L民 )
,

应用

B O r e `定 ”
,

可以证明

上
:

· 。 )d 。
·

” X 。 “ 忿的连续函 ”
,

因“ 注意 ” · (T , )一 “ 用 F ub in ,

定理
,

不难证明

是 x0 与 t 的连续函数
.

同理可得

(犷(厂
· 。 , d

今
一 ’。。

)
一 `

工
“ ”

(犷
· 。 )d。

)
一 ; d ;

是 x。 与 t的连续函数
,

根据 G r次zs c h 极值区域模 函数 风心在 (0
,

l) 上 的严格单调性和连续
,

性
,

( 1 1)式中的 。 ,

(
x o , t )

,

,一 1
,

:
,

是 、 0 , : 的连续函数
.

因此 。x(0
, 。) 一冬 [,

,
x(

。 ,
: ) + 。xz(

。 ,
: )

-
-

一
- , - - -

-

一
` 、 ”

” 2

+ 俩 (xo
,

)t 一八 (x0
,

)tI] 是
x 。 与 t 的连续函数

.

于是 p扛
,
t卜卜co 似)

.

定理证毕
.

注 1 因为当 t > 0 时
,

p (x
,

t) 是 x
,
: 的连续函数

,

所以 p (x
,
t ) e嵘归 )

,

p ) 1
.

2 广义 B e ur il n g一hl fo r s 扩张

eB ur hgn 一 h lfo sr 用构造性方法证明了 又拟对称函数 h(x )
,

一定是某个上半平面 H 到 自身

的 K = 风幻
~

拟共形映照的边界值
.

对于 ID
一

同胚
,

我们也用这个方法来证明定理 1的逆
,

即

定理 2 假设实值函数 hx( )是 p x(
,

)t 拟对称的
,

而且 p (x
,
t )` 琉似 )

,

则存在一个 ID
一

同

胚 w = f 仓) : H ~ H 以 h (x )为边界值
.

证 当 p (x
,

)t 二义 二 常数时
,

正如文献 [41 所表明的
,

各种估计仅依赖于常数 又
,

但在我们

的各种估计中
,

它们不仅依赖于 pX(, 乃
,

而且在各个估计中 X 与 T 取值是不同的
.

对于这种

估计
,

我们将详细地计算 pX(, 乃
,

其他地方将从略
.



第 6期 方爱农 :广义 Be u r l in g一h l fo rs 定理

如同文献 1] 4
,

p p
.

83一 85
,

令

、
,

。 一

工
’ 、 x( · 。 ) d r

,

, x(
,

。 一

工
’、 x( 一 。 ) ` !

,

( 12)

W
一

+ `一合
。 + 。 +

合。 一 , )一冬 ( 1十 i知 一 i角
.

乙
( 13 )

定义一个上半平面到 自身的连续可微同胚
,

在 y = 0 上取 hx( )
.

下面证明它是 ID
一

同胚
.

事实上
,

根据文献 4[]
,

p
.

84 得到

气x(
,

y) 一 工 h( x( + 力一 hx( 》
,

凤x(
,

, )一牛h( x() 一 hx( 一 , )),

y y

: ,

x(
,

, )一李伍x(
+ 力一 : x(

,

x))
,

口
,

x(
,

, )一李h( x( 一力一口x(
,

, ))
,

( 14 )

y
一

y

“ x

(x
,

y) > o
,

几x(
,

夕) > o
, “ ,

(x
,

夕) > 0
,

几x(
,

y) < o
,

D (z )镬
:

共
一气氏 一凤峨 + 气何

( 15 )

其中

坤) =
lwz 】+ !嘴 }

!wz 卜 }竹I

wz 一

合wx( 一 i、 )
,

、 一

合wx(
+ i、 )

·

根据定理 2 的假设
,

hx( )适合

p伏 乃
一 ’ 簇

h( X + 乃一 h (幻
h (幻 一 hX( 一乃

毛 p伏 乃
,

灭泞民
,

T > 0
.

( 16 )

取 x 一
二 十

冬
,

,

T 一

冬
,
,

从 ( 16 )式的左端得到

乙 乙

、 ..产、几.了, rQ八J
.l心.

了̀甩、了..、

hx( + y /2) 一 hx( )簇 P x( + y2/
,

y /ZhX x( + y )一 hx( + y /2 ))
,

因此

h你+ y) 一 hX( )簇 ( l + P x( + y /2
,

y /2hX) x( + y )一 hx( + y /2 ))
,

从文献 [41
,

p
.

85 得到

、 x(
,

” > 、 x(
,

” ,

会
h( 以 + ” 一 hx( + 到2)), ( 19)

联合 ( 14 )与 ( 1 8 )式得到

李 h( x( + 刃一 hx( + , 2))/ )

刁

: x

x(
,

y )

灭百不不蔺骊玩
, ’ ( 20 )

取 x = x 一 冬
,

T = 冬
,

从 l( 6) 式的右端类似地得到
乙 `

h你)一 hx( 一 y) ( (l + p x( 一夕/2
,

y /2)Xhx( 一 y 2/ )一 hx( 一夕) ) ( 2 1)
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类似于 (1 ) 9与 (20 ) 式得到

、 .少
、

1
户

,̀内、à

(2(2胁
,

>v--) 胁
,

价去沁
一

封
一 hx( 一

办

命小x(
一

封
一
hx(

一

小丽布黔念而
·

从 ( 14 )和 ( 16 )式得到

p x(
,

, )
一 ,、 粤

-

P
x

h x( + y )一 hx( )
h x() 一 hx( 一力

簇 Px(
,

y.) (2 4 )

联合 ( 19 ) 与 ( 20 )式得到

“ x

帆簇 2( l + p x( + 夕/2
,

夕/2) )
·

(2 5)

联合 ( 22 )与 ( 2 3 )式得到

几/(一几)蕊 2 ( l + 户x( 一夕2/
,

y2/ ))
·

(2 6 )

从 ( 2 4 )式得到
: x

gx/ 簇 p x(
,

y )
,

几/
: 二成户x(

,

y)
.

(2 7)

联合 ( 15 )
,

(2 5)一 (2 7 )
,

( 19 )和 (2 2 )式得到

D仕)簇 8( l + P x( + y 2/
,

y/ 2 )) (l + p (x 一 y /2
,

y /2加x(
,

y )
.

(2 8)

显 然
,

当 p x(
,

分二 常数时
,

( 28) 式 与文 献 4[]
,

p
.

85
,

(6
.

19) 式一 致
.

根据定 理 2 的假设

p x(
,

力e

味似 )
,

因此利用 H 6dle
r 不等式易得 D今)` 甄co 似 )

.

前面已指出 ( 1 3) 式定义一个上 半

平面到 自身的连续可微同胚
,

在 y = O取 h (x )
.

因此得到 (见文献 4[]
,

p
.

45 和 p
.

10 5)

H (z
,

f) = 刀(之 )6 ha 归 ),

于是 〔13) 式定义一个上半平面到 自身的 ID
一

同胚
,

它在 y = 0 上取 h (x )
.

定理证毕
.

注 2 1) 如果我们利用文献 l[ 0] 中的有关估计
,

则定理 2 中可设 p (x
,

t )任味归 )
.

若利用

其他的估计
,

则似乎可设 p (x
,
t )。卜co归 )

.

若闭域万C万
,

风
x ,

t ) 。 L
3

巨 )
,

则 D (z) ` L 3

网
.

2) 因为我们已经证明 价 同胚是 ID
一

同胚的一个子类
,

因此 D a vi d 关于 片 同胚 的边 界值

间题的猜测 llJ

M (t )
一 `毛

W (x + )t 一 w (x )
w (

x
)一 w (戈一 )t

簇M ( t )

中的 M (t )
,

只要换为定理 2 中的 p x(
,

)t
,

则他的猜测是真的
.

3) 当 H仓
,

f ) = K = 常数时
,

计算指出 ( 10 )式与文献「叼
,

p
.

81
,

伪
.

6) 式一致
,

因此我们在第 2

节中引进的 (P
x ,

O拟对称函数是 eB u r il gn 一加 fo sr 的 又拟对称函数间 的 自然拓广
,

可称作一维

ID
一

同胚
.

如同 又拟对称函数
,

它也是有广泛应用的一类函数
.

但在本文中
,

我们不深人研究

它
,

而是继续研究广义 eB ur il gn 一h ior sr 扩张 ( 13) 的性质
.

3 加权拟等距性

假设 h x( )是 p ( x
,

)t 拟对称函数
,

w 二 f(z :) H ~ H 是 eB ur il gn 一h」fo sr 扩张 ( 13)
.

我们现在研

究它在上半平面的 P io n ca 花度量下的保距性问题
.

众所周知
,

当 p x(
,

)t = p 二 常数时
,

它是 拟

保距的 (见文献【10]
,

p
,

119 ) :
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!d f公 )}

Im fz ) (

其中 C是仅依赖于p 的常数
.

可类似地证明
,

距的 :

, ~ }d lz
飞七 咭了一

,

1 11 1么
(2 9)

当 p x(
,

t) 是
x 与 t 的正 函数时

,

它是加权拟保

ldf (z )1
2

任叼
,

仕扩
一(xP

,

小令
·

参分xn(
一

参 幼
·

(
卜 。

x(
一

合
,

晋))
’

斋
·

(30)

事实上
,

如同文献 ! 10]
,

( 17
,

21) 式和上一节
,

适当选取 pX(, 乃 中的 X和 T, 经过冗长细微

的计算得到

}df !
, 续 4 p x(

,

夕准 + 户x( + 夕/2
,

夕/2 ) + p x( 一夕/2
,

夕2/ ) ) fJ ld
z l,

,

(3 1)

其中再是 w 一 f 伪)的 Jac o ib 行列式
.

利用文献【10]
,

p
.

l lg 中的不等式和 hx( ) 的 p x(
,

t) 拟对称

性可得

夕,

fJ 蕊 p x(
,
t ) [h x( )一 hx( 一 , )]

,
.

(32 )

令
h (t )二 h[ x( )一 hx( 一 t y )1 [/ hx( )一 hx( 一 y )]

.

(3 3 )

则歌O是 p (t
,

乃拟对称的
,

而且 x(0 )二 0
,

反l) 二 1
.

由 h (x )的 p (x
,

)t 拟对称性可得

P (x 一 y2/
,

夕/2 )
1 + Px( 一 y2/

,

y /2)
’ (3 4 )蕊

、、.,产
声

l一2
`

/任了̀、
ù窗月

簇
l + p x( 一 y /2

,

y /2 )

因此

工
’

! hx( 卜 h。 一 yt , d亡一

卫
及

t ) d! h[ x( ,一 h。一 ,

·

{{
及

t , d r【hx( ,一 ”。一 , ) hx( )一 hx( 一 y )
2 (l + p x( 一 y /2

,

y /2 ))

于是由文献【10]
,

p
.

l lg 得到

I琪厂阁 )
hx( ) 一 h x( 一 y )

4 ( l + 户x( 一夕/2
,

y /2 ))

代人 ( 32 )式得到

y讥蕊 1 6p (x
,

众 1 + p x( 一刃2
,

y2/ 扩任mf o ))z
·

联合 ( 3 1 )与 ( 3 5 )式得到 ( 3 0 )式
.

(35 )
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