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摘要 自 Cartan开创实空间形式中等参超曲面的研究以来,经历了一个世纪的曲折发展,等参理论已

经与数学及理论物理的多个领域产生了密切联系和交叉渗透. 本文旨在概括性综述等参理论的发展、

推广和理论应用.
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1 起源简介

Laura [91] 研究 3 维 Euclid 空间中时刻以恒定速度运动的波前 Mt 的几何, 即 ϕ : R3 × R → R,
(x, y, z, t) 7→ ϕ(x, y, z, t) 满足波动方程

ϕtt = ∆ϕ

且速度 ds
dt = b(ϕ) (s 为波前移动的距离) 和梯度模长

|∇ϕ| = a(ϕ)

在 ϕ的水平面上均为常数 (a和 b是两光滑函数). 由上式可知,每个时刻的波前 Mt := Φ−1(c)∩ (R3 ×
{t}) 是互相平行的 (类似惠更斯原理), 而且满足

∂ϕ

∂t
=
∂ϕ

∂s

ds

dt
= a(ϕ)b(ϕ) =: c(ϕ),

从而

∆ϕ = ϕtt = c′(ϕ)c(ϕ).

Laura [91] 证明了 Mt 一定是 R3 中的平面、圆球面或圆柱面.
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定义 1.1 Riemann 流形 Nn+1 上的一个非常值光滑函数 f 称为是超常的 (transnormal), 如果

存在光滑函数 b 满足

|∇f |2 = b(f).

一个超常函数 f 称为等参的 (isoparametric), 如果存在光滑函数 a 满足

∆f = a(f).

等参函数 f 的正则水平集 Mn
t := f−1(t) 称为 Riemann 流形 Nn+1 的等参超曲面.

Somigliana [162] 在 R3 上证明了超常函数是等参函数的充要条件是其正则水平集具有常平均曲率.

并由此得出结论: R3 中的等参超曲面必定是平面、圆球面或圆柱面. 这一结果在 Segre [154] 和 Levi-

Civita [95] 的独立重新证明中得到了进一步确认. 后者还证明了在 R3 上的超常函数是等参函数的充

要条件是其正则水平集具有常主曲率. Segre [155] 将这一分类结果推广到任意维数, 证明了 Rn+1 中的

等参超曲面是超平面 Rn、圆球面 Sn 或圆柱面 Sk ×Rn−k. 同年, Cartan [7] 将此结果推广到双曲空间,

证明了 Hn+1 中的等参超曲面是全脐的 Hn、Rn 和 Sn, 或是有 2 个不同常主曲率的柱面 Sk ×Hn−k.

在具有常截面曲率 c (c = ±1, 0) 的实空间形式 Nn+1
c 中, Cartan 证明了超曲面 Mn 是等参超曲

面的充要条件是它及其附近的平行超曲面 Mt 都具有常平均曲率. 换句话讲, Mn 自身具有常主曲率.

记等参超曲面 Mn 的 g 个不同常主曲率为 λ1 > · · · > λg,相应重数为 m1, . . . ,mg (m1+ · · ·+mg = n).

Cartan 证明了一个基本公式, 称之为 Cartan 恒等式:∑
j ̸=i

mj
c+ λiλj
λi − λj

= 0, i = 1, . . . , g.

当 c 6 0 时, 由 Cartan 恒等式可得 g 6 2, 从而容易得到上述 Euclid 空间和双曲空间中等参超曲面的

分类. 然而, 当 c > 0 时, 即在单位球面 Nn+1
c = Sn+1 中, Cartan 恒等式不能对 g 的取值作出限制. 事

实上, Cartan [8, 9] 对单位球面中 g 6 3 的等参超曲面进行了分类. 当 g = 1 时, M = Sn(r) (0 < r < 1)

是坐标函数的正则水平集; 当 g = 2 时, M = Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2) (0 < r < 1) 是 Rn+2 上的多项式

F (u, v) = |u|2 − |v|2 ((u, v) ∈ Rk+1 ×Rn−k+1) 在 Sn+1 上限制的正则水平集. 特别地, 对 g = 3, Cartan

证明了以下有趣的结果:

定理 1.1 [8, 9] Sn+1 中具 3 个不同主曲率的等参超曲面是射影平面 FP 2 (F = R,C,H 或 O) 到

Sn+1 中 Veronese 嵌入像的常半径管道超曲面, 相应地, 其主曲率重数均为 1、2、4 或 8, 并且是一个

Rn+2 上的 3 次齐次多项式 F 在 Sn+1 上限制的正则水平集. F 被称为 Cartan 多项式, 它满足

|∇F (x)|2 = 9|x|4, ∆F = 0, x ∈ Rn+2.

特别地, Cartan 多项式有如下表示:

FC(x, y,X, Y, Z) = x3 − 3xy2 +
3

2
x(XX + Y Y − 2ZZ)

+
3
√
3

2
y(XX − Y Y ) +

3
√
3

2
(XY Z + ZY X),

其中 x, y ∈ R, X,Y, Z ∈ F = R,C,H,O 对应于主曲率重数 m = 1, 2, 4, 8.

Cartan [8, 9] 证明了 g 6 3 的等参超曲面都是齐性的, 即都是紧致 Lie 群等距作用的主轨道. 他在

文献 [10] 中进一步研究了 g = 4 且具有相同重数 m1 = · · · = m4 =: m = 1, 2 的情形, 指出 (并构造)
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此情形的等参超曲面是 4 次齐次多项式 F (在下一节被称为 Cartan-Münzner 多项式) 在球面上限制

的正则水平集. 对于单位球面中的等参超曲面, Cartan 提出了如下 3 个问题:

(1) 不同主曲率个数 g 的可能取值是什么?

(2) 主曲率的重数是否一定都相等?

(3) 等参超曲面是否总是齐性的?

经过 30年的空白时期, Cartan遗留的等参理论才重新进入人们研究视野.首先, Nomizu [123] 构造

了重数不同的 g = 4 的等参超曲面, 否定回答了 Cartan 的第二个问题. 1975 年, 他在文献 [124] 中详

细回顾介绍了 Cartan 对等参理论的奠基性贡献. Hsiang 和 Lawson [76] 以及 Takagi 和 Takahashi [165]

对单位球面中齐性等参超曲面进行了分类, 证明了它们是单连通秩 2 紧致对称空间迷向表示的主轨

道, g = 1, 2, 3, 4, 6, 而且最多有 2 个不同重数. Münzner 的著名工作 [118, 119] 流传出来, 成为单位球

面中等参理论的又一个奠基性突破, 下一节具体介绍.

关于等参理论的详细和系统的讲解,可参见文献 [4,19]和 Thorbergsson的综述 [186,187]. 关于单

位球面中等参超曲面的历史和分类理论, 特别推荐 Chi 的优美综述文献 [29].

2 单位球面中等参超曲面

2.1 等参超曲面基本性质: Cartan-Münzner 等参多项式

定理 2.1 [118,119] 设Mn是单位球面 Sn+1中等参超曲面,记其 g个不同常主曲率为 λ1 = cot θ1 >

· · · > λg = cot θg, θi ∈ (0, π), 相应重数为 m1, . . . ,mg, 则下列结论成立:

(1) M 是一个 Rn+2 上的 g 次齐次多项式 F 在 Sn+1 上限制函数 f 的正则水平集或其部分, F 满

足 Cartan-Münzner 方程组

|∇F (x)|2 = g2|x|2g−2, ∆F =
m2 −m1

2
g2|x|g−2, x ∈ Rn+2.

(2) f 的像集为闭区间 [−1, 1], 临界值只有 ±1. M± := f−1(±1) 是球面的光滑子流形, 称为焦流

形 (focal submanifolds). 沿着焦流形的任意法向, 其主曲率为 cot(kπ/g), k = 1, . . . , g − 1.

(3)Mt := f−1(t) (t ∈ (−1, 1))均为有 g个不同主曲率的等参超曲面,其主曲率重数满足mi = mi+2

(指标模 2), 且 θi = θ1 +
i−1
g π.

(4) 等参超曲面 Mt 是焦流形 M± 的管道, 且将球面分解为两个 M± 上的法球体丛, 并且

g = 1, 2, 3, 4, 6.

综上可知, 单位球面 Sn+1 中等参超曲面与 Cartan-Münzner 等参多项式在等距同构意义下是一

一对应的. 实际上, Cartan-Münzner 多项式 F 在单位球面上的限制 f 是一个等参函数, 满足定义 1.1:

|∇f |2 = g2(1− f2), ∆f =
m2 −m1

2
g2 − g(n+ g)f.

由定理 2.1(2) 可知, 两个焦流形 M± 是 Sn+1 中的极小子流形 (甚至是严格极小的 (austere) [64]), 这个

结果对一般 Riemann 流形中等参函数的焦流形也成立: 全等参函数的焦流形是严格极小的 (参见文

献 [59, 61, 191]). 令 c0 = m2−m1

m2+m1
, 则 Mc0 = f−1(c0) 恰是这一族等参超曲面 {Mt | t ∈ (−1, 1)} 中唯一

的极小等参超曲面. 更一般地, 正 Ricci 曲率 Riemann 流形的一族等参超曲面中也存在唯一的极小等

参超曲面 (参见文献 [59]). 定理 2.1(4) 中等参超曲面是焦流形的管道其实也对一般 Riemann 流形成
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立, 甚至对超常函数成立 (参见文献 [191]). (4) 中 g = 1, 2, 3, 4, 6 是通过巧妙的代数拓扑技巧证明的,

Fang [48] 给出了另一证明. 然而, g 的取值至今仍没有几何证明.

2.2 等参超曲面的分类

如前文所述,单位球面 Sn+1 中 g 6 3或齐性的等参超曲面分别在 1939年被 Cartan (定理 1.1)和

1972 年由 Hsiang-Lawson-Takagi-Takahashi 完成了分类 (g = 4, 6 情形的 Cartan-Münzner 等参多项式

将在本节给出, 其余情形可参见文献 [29, 60]).

Ozeki 和 Takeuchi [125,126] 用将多项式按一个变量进行分解来研究 g = 4 的 Cartan-Münzner 等

参多项式,引入了分类理论中一个重要的条件 (Condition A:焦流形上某点处所有形状算子的核相同),

由此构造了两个系列的无穷多非齐性的 g = 4的等参超曲面,否定回答了 Cartan的第 3个问题. Ferus

等 [49] 推广了 Ozeki-Takeuchi 的构造, 利用 Clifford 代数的表示理论构造了无穷多 g = 4 的 Cartan-

Münzner 等参多项式, 现被称为 OT-FKM 型等参, 其中包含无穷多非齐性的等参超曲面. g = 4 的齐

性等参超曲面的主曲率重数对为 (m1,m2) = (1, k − 2), (2, 2k − 3), (4, 4k − 5), (2, 2), (4, 5) 或 (6, 9). 仅

有 (m1,m2) = (2, 2), (4, 5) 情形不能表示为 OT-FKM 型等参, 这两个例外的 Cartan-Münzner 等参多

项式可如下表示 (参见文献 [161]):

F (X) = |X|4 − 2|X ∧X|2, X ∈ Λ2(F5) ∼= F10.

F = R, 当 (m1,m2) = (2, 2) 时; F = C, 当 (m1,m2) = (4, 5) 时.

OT-FKM 型 Cartan-Münzner 等参多项式定义如下:

F (x) = |x|4 − 2

m∑
α=0

⟨Pαx, x⟩2, x ∈ R2l, (2.1)

其中 {P0, . . . , Pm} 为 R2l 上的对称 Clifford 系统表示, 即 Pα 是 2l 阶实对称正交矩阵, 满足

PαPβ + PβPα = 2δαβI2l.

Pα 的特征值恰好是 ±1, 其特征空间 E±(Pα) ∼= Rl. 适当选取 E±(P0) 的基, 可建立对称 Clifford 系统

与反称 Clifford 代数之间的对应:

P0 =

 Il 0

0 −Il

 , P1 =

 0 Il

Il 0

 , Pα+1 =

 0 Eα

−Eα 0

 , α = 1, . . . ,m− 1,

其中 (E1, . . . , Em−1) 为 Rl 上的反称 Clifford 代数表示, 即 Eα 是 l 阶实反称正交矩阵, 满足

EαEβ + EβEα = −2δαβIl.

相应 OT-FKM 型等参超曲面主曲率的重数对为 (m1,m2) = (m, l −m− 1). 根据 Clifford 代数的表示

理论 (详见文献 [29,49]): l = kδ(m), 其中 k > 1 为正整数, δ(m) 是不可约 Clifford 代数表示空间维数,

满足 δ(m+ 8) = 16δ(m) 且当 m = 1, . . . , 8 时取值如表 1 所示.

实际上, 假设 1 6 m1 6 m2, (m1,m2) 成为 OT-FKM 型等参的重数对当且仅当 m1 +m2 + 1 是

2ϕ(m2−1) 的倍数, 其中函数 ϕ(n) 表示 1 至 n 之间模 8 余 0、2 和 4 的整数的个数.
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表 1 δ(m) 的取值

m 1 2 3 4 5 6 7 8

δ(m) 1 2 4 4 8 8 8 8

一般地, 关于 g = 4, 6 的等参超曲面主曲率重数对的刻画首先由 Abresch [1] 在 1983 年给出. 他在

Münzner拓扑结构基础上引入射影结构, 从而可应用 Stiefel-Whitney示性类等工具进行计算.特别地,

对于 g = 6 情形得到了完整刻画: m1 = m2 = 1 或 m1 = m2 = 2. 对于 g = 4, Grove 和 Halperin [65] 在

m1 = m2 =: m假设下也得到了 m = 1或 m = 2. Tang [166] 在 Abresch的基础上取得更强的必要条件.

Fang [47] 取得另一重要进展.最终, Stolz [163] 在拓扑意义上得到了重数的分类: (m1,m2) = (2, 2), (4, 5),

或者是 OT-FKM 型等参的重数对.

在 Abresch 工作基础上, 对 g = 6 且 m1 = m2 = 1 的情形, Dorfmeister 和 Neher [40] 引入了代数

三元系统研究 R8 上 6 次 Cartan-Münzner 等参多项式, 从而证明了这种情形是齐性的. Miyaoka [112]

证明了 g = 6, m1 = m2 = 1 的等参超曲面与 g = 3, m1 = m2 = 1 的等参超曲面之间存在 Hopf 映

射. 对 g = 6 且 m1 = m2 = 2 的情形, Miyaoka [113,115] 在 2013–2016 年通过验证焦流形 M± 每点处

都满足条件 Condition A, 证明了这种情形也是齐性的. 利用例外单 Lie 代数 g2 的反 Hermite 矩阵表

示 X ∈ g2 ∼= R14 的 Cartan 分解 X = K +
√
−1x (K 为实反称矩阵, x ∈ R8 为实对称矩阵), Peng 和

Hou [130] (参见文献 [60]) 简洁地将这两个 g = 6 等参超曲面相应的 Cartan-Münzner 等参多项式 Fm

(m = 1, 2) 表示为 F1(x) := 18trx6 − 5
4 (trx

2)3 和 F2(X) := 18trX6 − 5
4 (trX

2)3. 综上所述, g = 1, 2, 3, 6

的等参超曲面都是齐性的, 超曲面及其 Cartan-Münzner 等参多项式在等距同构意义下已被完整分类.

对于 g = 4的情形,根据重数对的刻画, Cecil等 [16] 在 2007年系统地研究了等参超曲面及其焦流

形的第二基本形式,应用精妙的代数几何方法证明了,除了 (m1,m2) = (3, 4), (4, 5), (6, 9), (7, 8)情形之

外, g = 4 的等参超曲面都是齐性的或 OT-FKM 型的. Immervoll [86] 给出了该结果的另一证明. 之后,

Chi [26–28] 对上述 4种例外情形分别进行了验证, 彻底完成了 g = 4的等参超曲面的分类: 它们都是齐

性的或 OT-FKM 型的.

2.3 等参超曲面及其焦流形的几何拓扑

首先, 利用球面被等参超曲面拆分为两个焦流形法球体丛, Münzner [118,119] 已计算出它们的上同

调环并由此给出 g 的取值.

定理 2.2 [118,119] 设紧致超曲面 Mn 将球面拆分为 Sn+1 = B−1 ∪M B1, 其中 Bk (k = ±1) 是以

M 为边界的 n + 1 维流形, 且微分同胚于 n −mk 维紧致流形 Mk 的光滑 Bmk+1 球体丛. 如果 M±1

都可定向, 令系数环 R = Z, 否则 R = Z2. 则

Hq(Mk) =


R, 当 q ≡ 0 (mod m1 +m−1), 0 6 q < n 时,

R, 当 q ≡ m−k (mod m1 +m−1), 0 6 q < n 时,

0, 其他,

Hq(M) =

R, 当 q = 0, n 时,

Hq(M1)⊕Hq(M−1), 当 0 < q < n 时,

g :=
2n

m1 +m−1
=

1

2
dimRH

∗(M) ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

149



葛建全等: 等参理论发展概述

由于齐性的等参超曲面及其焦流形均是单连通秩 2紧致对称空间迷向表示的轨道,等距群作用已

完全分类, 因此其几何拓扑已十分清楚. 我们更多地考虑非齐性的等参超曲面及其焦流形, 它们均属

于 g = 4 的 OT-FKM 型等参, 其 Cartan-Münzner 等参多项式由 (2.1) 给出. 这种 OT-FKM 型等参的

焦流形可如下表示:

M+ = F−1(1) ∩ S2l−1 = {x ∈ S2l−1 | ⟨P0x, x⟩ = · · · = ⟨Pmx, x⟩ = 0},

M− = F−1(−1) ∩ S2l−1 =

{
x ∈ S2l−1

∣∣∣∣ m∑
α=0

⟨Pαx, x⟩2 = 1

}
= {x ∈ S2l−1 | ∃Q0 ∈ Σ(P0, . . . , Pm), Q0x = x},

其中 Σ(P0, . . . , Pm) = Sm 是 Span{P0, . . . , Pm}中的单位球面,称为 Clifford球面. 记特征空间 E+(P0)

∼= Rl 的单位球面为 SE+(P0) = Sl−1, 则

π+ : M+ → Sl−1 = SE+(P0),

x 7→ 1√
2
(x+ P0x),

π− : M− → Sm = Σ(P0, . . . , Pm),

x 7→
m∑

α=0

⟨Pαx, x⟩Pα =: Q0.

利用上述映射 π+ 和 π−, 可以分别说明: M+ 是 Sl−1 上的 Sl−m−1 丛, 其纤维同构于 Sl−m−1 ⊂
Span{y,E1y, . . . , Em−1y}⊥ ⊂ E+(P0) (详见文献 [192]);M−是 Sm上的 Sl−1丛,其纤维恰是 SE+(Q0) =

Sl−1 (详见文献 [49]). 容易验证 {P0x, . . . , Pmx} 是 M+ 法丛的整体单位正交标架, 因此 M+ 法丛平

凡, 从而由于等参超曲面 M 是 M+ 的管道, 所以 M ∼= M+ × Sm. 焦流形 M± 作为球面上的球面丛

的进一步拓扑性质, 如同伦等价、同胚和微分同胚 (下面均记为 ∼=)意义下是否是平凡丛、可平行性和

Lusternik-Schnirelmann category 数等, 可参见文献 [146,192].

定理 2.3 [146] OT-FKM型等参焦流形M+
∼= Sl−1×Sl−m−1 (等参超曲面M ∼= Sl−1×Sl−m−1×Sm)

当且仅当 (m1,m2) = (1, 2), (2, 1), (1, 6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)I , 其中 (m = 4k,m2)
I 表示相应

的 Clifford 系统是不定的, 即 P0P1 · · ·Pm ̸= ±I2l.
定理 2.4 [146,192] OT-FKM 型等参焦流形 M− ∼= Sm × Sl−1 (l = kδ(m)) 当且仅当

(1) m ≡ 3, 5, 6, 7 (mod 8), 或

(2) m ≡ 1, 2 (mod 8) 时 k 是偶数, 或

(3) m ≡ 0 (mod 4) 时, q ≡ 0 (mod dm) (此时只有同伦等价), 或 q = 0 (此时微分同胚), 其中

2qδ(m) = tr(P0P1 · · ·Pm), dm 是
1
4Bm/4 的分母, Bm/4 是第 m/4 个 Bernoulli 数.

关于等参超曲面 Mn 和焦流形 M± 在诱导度量下的曲率, 包括截面曲率 K、Ricci 曲率 Ric、数

量曲率 R 以及法数量曲率 ρ⊥ 的估计问题, 可参见文献 [62, 146], 下面摘述部分.

由定理 2.1 易知, 等参超曲面 Mn 和焦流形 M± 的数量曲率 R 均为常数. 特别地, 极小等参超曲

面 Mc0 的第二基本形式模长平方 S ≡ (g − 1)n, 这支撑着陈省身猜想: 单位球面中极小常数量曲率超

曲面的数量曲率取值是离散的; 单位球面中极小常数量曲率超曲面是等参超曲面 (参见文献 [57,177]).

当 g 6 2 时, 等参超曲面 Mn 是 Sn(r) 或 Sk(r)× Sn−k(
√
1− r2), 显然截面曲率非负; 当 g > 3 时,
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容易计算

K(e1, eg) = 1 + λ1λg =
(1 + cot2 θ1) cot

π
g

cot π
g − cot θ1

< 0,

其中 e1 和 eg 分别是主曲率 λ1 和 λg 的主方向, 从而等参超曲面 Mn 的截面曲率不是非负的.

当 g 6 3 时, 焦流形 M± 是点、球面或射影平面 FP 2 (F = R,C,H,O), 从而截面曲率非负.

定理 2.5 [146] (1) 当 g = 4 时, 等参焦流形 M± 具有非负截面曲率当且仅当焦流形是下述三种

情形之一:

(i) OT-FKM 型的 M+, 且 (m1,m2) = (2, 1), (6, 1), (4, 3)D, 其中 (4k,m2)
D 表示相应的 Clifford 系

统是确定的, 即 P0P1 · · ·Pm = ±I2l;
(ii) OT-FKM 型的 M−, 且 (m1,m2) = (1, l − 2);

(iii) 齐性的 (m1,m2) = (2, 2) 等参族中的焦流形 G̃2(R5) (定向 Grassmann 的 Plücker 嵌入像).

(2) 当 g = 6 时, 等参焦流形 M± 的截面曲率不是非负的.

关于 Ricci 曲率, Qian 等 [146] 证明了, 当 g > 3 且有一个主曲率重数为 1 时, 等参超曲面 Ricci 曲

率不是非负的;当 g = 3, 4且主曲率重数均大于 1时,极小等参超曲面 Mc0 附近的 Mt 的 Ricci曲率都

是正的; 当 g = 6 且主曲率重数为 2 时, 极小等参超曲面 Mc0 附近的 Mt 的 Ricci 曲率都不是非负的.

考虑等参族 {Mt} 中的等参超曲面 Mn
c , 它是 Einstein 流形当且仅当 g 6 2 且 Mc ̸= S1(r) ×

Sn−1(
√
1− r2); 当 g > 3时, Mc 都是积分 Einstein流形 (Einstein流形的一种推广, 详见文献 [52]). 考

察 Einstein流形的另一种推广—Ricci张量平行的流形, Gray定义了更加广泛的 A流形和 B 流形, 并

证明了 Ricci 平行等价于 A ∩ B. 根据文献 [89], 等参超曲面仅在 g 6 3 时是 A 流形, 且仅在 g 6 2

时是 Ricci 平行的. 针对 g = 4 的等参焦流形 M±, Tang 和 Yan [173] 及 Li 和 Yan [99] 证明了它们都

是 A 流形. 文献 [173] 还对 Ricci 平行的 M± 进行了分类. 基于此, 文献 [173] 为 Besse 在其著名专

著Einstein Manifolds 中一个挑战性问题给出一系列单连通的例子. 之后, Peng 和 Qian [131] 进一步研

究了这类广义 Einstein 流形. 当 g = 6 时, Li 和 Yan [99] 证明了每个等参族中只有一个焦流形是 A 流
形, 但都不是 B 流形.

此外, 文献 [142,171,195] 证明了单位球面中的等参族的焦流形都是 Willmore 子流形 (广义 Will-

more 泛函的临界子流形). 由于极小浸入到球面的 Einstein 流形是 Willmore 的, 文献 [142] 对 g = 4

的焦流形哪些是 Einstein 的进行了分类.

对于齐性的等参焦流形, 法数量曲率 ρ⊥ := |R⊥|2 均为常数. 然而, 对于 OT-FKM 型等参焦流形

(大多为非齐性的), 我们有已知的 DDVV 不等式 (参见文献 [56])

ρ⊥ 6 4m2
2(m1 + 1)2.

在等参焦流形上, DDVV 不等式等号处处成立 (即是 Wintgen 理想子流形) 当且仅当 M+
∼= M− ∼=

RP 2 ⊂ S4, 即 g = 3, (m1,m2) = (1, 1); 或 M+
∼= SO(3) ⊂ S5, 即 g = 4, (m1,m2) = (1, 1) (详见文

献 [62]). 对于 OT-FKM 型等参焦流形, Ge 等 [62] 取得了法数量曲率的另一个比 DDVV 不等式更精

确的上界和两个下界:

2m1m2(m1 + 1) 6 ρ⊥ 6 8m1m2(m1 + 1), (2.2)

ρ⊥ > 2m1m2(m1 + 1) +
6m1m2(m1 + 1)

2m2 +m1
(2m2 −m1 − 2). (2.3)
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(2.2) 中上界等号取到的点刻画 Condition A, 点集记为 CA; (2.2) 中下界等号取到的点刻画第二基本

形式平行, 点集记为 CP ; (2.3) 中下界等号取到的点刻画 Einstein 条件, 点集记为 CE . 文献 [62] 对子

集 CA、CP 和 CE 进行了完整分类 (参见文献 [62, 表 1 和 2]).

3 等参理论的几种推广

3.1 一般 Riemann 流形中等参超曲面

根据定义 1.1, 一般 Riemann 流形 Nn+1 上等参函数的正则水平集即为等参超曲面, 不同于实空

间形式, 此时等参超曲面没有 Cartan 定理—实空间形式中超曲面是等参的当且仅当其具有常主曲率.

容易证明: 超常函数的正则水平集是相互平行的超曲面, 一个超曲面是等参超曲面当且仅当它及附近

的平行超曲面具有常平均曲率. Wang [191] 进一步证明了类似 Münzner 的结构定理: 超常函数的像集

为一个区间, 其端点 (若存在最大值最小值) 的逆像记为 M±, 它们是光滑子流形 (可能不连通), 称为

焦流形; 区间的内点均是正则值, 其水平集 Mn 是焦流形 M± 的常半径管道超曲面. 完备流形等参函

数的焦流形是极小子流形 (参见文献 [59]); 球面和 Euclid 空间的超常函数是局部等参的, 其正则水平

集是等参超曲面, 双曲空间存在非等参的超常函数.

Ge 和 Tang [58] 引进了正则 (proper) 超常或等参函数, 即焦流形余维数大于等于 2 的超常或等参

函数. 它们的水平集均是连通的. 文献 [58] 提出了几种等参函数构造方式, 并在 7 维 Gromoll-Meyer

怪球面上构造了一个以两点为焦流形的超常函数. 利用等参的拓扑结构, 即紧致单连通流形 Nn+1 被

正则超常函数分解为两个焦流形的法球体丛的并 (称之为 DDBD (double disk bundle decomposition)

结构):

Nn+1 = D(νM−)
∪
M

D(νM+), (3.1)

他们证明了 4 维光滑 Poincaré 猜想在有正则超常函数假设下成立:

定理 3.1 [58] 假设 4 维同伦球面 Σ4 上存在某度量, 使得其上存在一个正则超常函数, 则 Σ 一定

微分同胚于标准球面 S4.
对于具有 DDBD 结构的紧致流形 Nn+1, 或等价地, Nn+1 上存在 Morse-Bott 函数 f 且 f 的临

界点集 M± 的余维数大于等于 2, Qian 和 Tang [140] 证明了下述基本定理:

定理 3.2 [140] 假设紧致流形 Nn+1 上存在一个 Morse-Bott函数 f , 其临界点集 M± 的余维数大

于等于 2. 则在 Nn+1 上存在一个 Riemann 度量, 使得 f 是一个正则等参函数, 并且焦流形 M± 是全

测地子流形.

文献 [140]还在同伦球面 (怪球面)上构造了大量与标准单位球面具有相同焦流形的等参例子, 部

分验证了 Ge 和 Tang [58] 的问题: 在 4 维以外的同伦球面上是否都存在等参超曲面, 其焦流形与标准

单位球面中的一致?应用 Qian和 Tang的基本构造定理 (定理 3.2), Ge [50] (定理 3.3)完整回答了这个

问题. 正则等参 (超常) 函数的水平集构成 Riemann 流形 Nn+1 上的一个叶状分层结构 (Nn+1,F), 称

之为等参叶状结构. 如果两个等参叶状结构之间存在保持叶子的微分同胚, 则它们被称为等价的. 需

要注意的是, 两个等参叶状结构可以在不同的 Riemann 度量下存在, 这种等价微分同胚不一定是等距

的. 因此, 对于紧致流形中的等参叶状结构, 在等价的意义下进行分类比在某个固定度量下分类更为

复杂.

152



中国科学 : 数学 第 55 卷 第 1 期

定理 3.3 [50] 同伦球面 Σn (n ̸= 4) 上的等参叶状结构等价类全体 {[Σn,FΣ]} 与标准球面上的等
参叶状结构等价类全体 {[Sn,FS ]} 存在一一对应, 两者的等参超曲面和焦流形及其法丛都相同 (尽管

整体 Σn 不微分同胚于 Sn).
文献 [50] 还在标准球面上 (因而在同伦球面上) 构造了许多新的等参叶状结构, 其等参超曲面和

焦流形不微分同胚于单位圆球度量下已经分类的那些等参超曲面和焦流形,但这些例子仍是拓扑同胚

的,因此不是方复全问题 [48]—同伦球面中等参超曲面和焦流形是否与单位球面中的拓扑同胚?—的反

例. 因此,标准球面上的等参叶状结构等价类全体 {[Sn,FS ]}的分类问题仍是一个困难未解问题.在焦

流形为两个点的情形, Ge [50] 给出了部分分类结果.

定理 3.4 [50] (1) Sn (n ̸= 5) 具有唯一的等参叶状结构等价类, 使得其焦流形为两个点;

(2)当且仅当 S4 上保定向微分同胚群 Diff+(S4)只有 1个连通分支时, S5 具有唯一的等参叶状结
构等价类, 使得其焦流形为两个点.

Diff+(S4) 的结构甚至其连通分支个数至今仍神秘未解, 定理 3.4 给出了一个几何刻画.

应用 Qian和 Tang的基本构造定理 (定理 3.2), Ge和 Radeschi[55]对所有 4维紧致单连通 Riemann

流形上的等参叶状结构等价类进行了完整分类 (文中含列表), 并对含有奇异 Riemann 叶状结构的 4

维紧致单连通 Riemann 流形在微分同胚意义下进行了分类.

定义 3.1 Riemann流形 N 上的一个分层 F={L |L是 N 中互不相交的连通子流形, 称为叶子}
且 N =

∪
L∈F L, 称为奇异 Riemann 叶状结构 (singular Riemannian foliation) (最大维数的叶子的余

维数称之为奇异 Riemann 叶状结构的余维数), 如果它满足以下两点:

(1) 任意叶子的法向测地线与其他叶子相交时为正交 (仅满足这一条件的分层称为超常系统);

(2) 存在一组光滑向量场, 在每点处张成该点处叶子的切空间 (仅满足这一条件的称为奇异叶状

结构).

定理 3.5 [55] (1) 4 维紧致单连通 Riemann 流形 N 如果具有正则超常函数 (等价地, 有 DDBD

结构, 或余维 1 奇异 Riemann 叶状结构, 或正则等参结构), 则 N 微分同胚于下列 5 个流形之一:

S4、CP 2、S2 × S2 和 CP 2#± CP 2.

(2) 4维紧致单连通 Riemann流形 N 如果具有奇异 Riemann叶状结构, 则 N 微分同胚于下列流

形的若干连通和: S4、±CP 2 和 S2 × S2.
定理 3.5 第一部分推广了定理 3.1, 其中的 5 个 4 维紧致单连通流形恰好是已知仅有的具有非负

截面曲率的 4 维紧致单连通流形, 这为 Grove 猜想—具有非负截面曲率的 4 维紧致单连通流形具有

DDBD 结构—提供了有力支撑.

关于奇异 Riemann 叶状结构, Radeschi 与其合作者有许多进展结果和应用成果. 例如, 文献 [147]

利用 Clifford代数构造了单位球面中系列非齐性的奇异 Riemann叶状结构; Alexandrino和 Radeschi [2]

证明了Molino猜想—奇异 Riemann叶状结构的闭包仍为奇异 Riemann叶状结构; Liu和 Radeschi [104]

研究了 Riemann对称空间中的极叶状结构 (polar foliation,是指奇异 Riemann叶状结构中每点都包含

在一个与所有叶子正交的全测地子流形中), 证明了非负截面曲率单连通对称空间的极叶状结构是等

参叶状结构, 并应用此结果证明了其上的平均曲率流的解是古老解, 从而推广了 Liu 和 Terng [105,106]

的结果.

3.2 Riemann 对称空间中等参超曲面

研究固定度量下的 Riemann流形中等参超曲面, 除了经典的实空间形式, 最受关注的靶空间就是
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Riemann 对称空间.

早在 20 世纪 80 年代, Wang [189] 就研究了复射影空间 CPn 中的等参超曲面, 并发现其中存在主

曲率不是常值的等参超曲面, 同时证明了 Hopf等参超曲面是齐性的, 从而具有常主曲率. Ge等 [61] 引

入了 Riemann 流形 Nn+1 中 k- 等参超曲面的概念—超曲面及其附近的平行超曲面具有常值的 1 阶

至 k 阶平均曲率,用以衔接一般常平均曲率等参超曲面 (1-等参)到常主曲率等参超曲面 (n-等参,称

之为全等参超曲面), 并特别研究了 Riemann 对称空间中的等参超曲面, 得到了许多分类和刚性结果.

特别地, 对于秩 1 的 Riemann 对称空间中等参超曲面, 有以下结果:

定理 3.6 [61] (1) CP 2n 中等参超曲面都是齐性的全等参超曲面 (从而已经完成了分类).

(2) CP 2n+1 中存在 2- 等参但非 3- 等参超曲面, 满足 3 阶平均曲率为常值的 1- 等参超曲面是齐

性的全等参超曲面.

(3) 在局部秩 1 的 Riemann 对称空间中, 3- 等参超曲面一定是 5- 等参超曲面. 特别地, 复空间形

式中 3- 等参超曲面一定是全等参的.

(4) 在局部秩 1 的 Riemann 对称空间中, 如果曲率适应 (Hopf) 的超曲面具有常主曲率或者它本

身是等参超曲面, 那么它一定是全等参超曲面. 特别地, 复双曲空间 CHn 中的 Hopf 等参超曲面是齐

性的全等参超曲面 (从而已经完成了分类).

利用秩 1的 Riemann对称空间的 Lie代数技巧, Domı́nguez和 Vázquez[36]对 CPn (n ̸= 15)中的等

参叶状结构进行了分类,其中包括高余维非齐性等参子流形. 同时, Domı́nguez-Vázquez和 Gorodski [37]

对 HPn (n ̸= 7) 中的等参叶状结构分类, 其中包括高余维非齐性等参子流形. Dı́az-Ramos 等 [35] 完整

分类了 CHn 中的等参超曲面,发现存在无穷多非齐性的非常主曲率的等参超曲面. 此外, Dı́az-Ramos

等 [34] 完整分类了 HHn 中的齐性的等参超曲面, 并证明了存在无穷多常主曲率的非齐性等参超曲面.

Dı́az-Ramos 等 [33] 研究了非紧高秩对称空间中的余齐性 1 作用, 即齐性等参超曲面, 对 SLn/SOn 中

的余齐性作用进行了分类. 此外, Domı́nguez-Vázquez 和 Sanmart́ın-López [38] 研究了非紧高秩对称空

间中的无穷多非齐性等参超曲面, 其焦流形不是严格极小的. 相关的分类工作仍在积极进行中.

另外, Terng 和 Thorbergsson [183] 引入了紧致 Riemann 对称空间中等焦子流形, 并证明其具有奇

异 Riemann 叶状结构和与单位球面中等参超曲面相似的几何性质; Tang [167] 研究了等焦超曲面对应

的焦流形的余维数对, 特别是在八元数射影平面 CaP 2 中的情形, 这是唯一在 CaP 2 中与等参超曲面

相关的结果.

3.3 空间形式中 Dupin 超曲面

关于 Dupin 超曲面的研究历史和现状以及研究方法, 可参见文献 [12–14,19,186] 以及其引用的相

关文献. 下面综述一些重点和最新进展.

超曲面的曲率曲面是其主曲率分布的积分子流形. 在空间形式中, 如果一个超曲面沿着每个曲率

曲面相应的主曲率是常数, 则称其为 Dupin 超曲面. 而当不同主曲率个数 g 为常数时, 称其为正则

(proper) Dupin 超曲面. 因此, 空间形式中的等参超曲面都是正则 Dupin 超曲面.

由于 Möbius 变换保持 (正则) Dupin 性质, 可以只考虑单位球面中的 Dupin 超曲面. 实际上, (正

则) Dupin 性质在更一般的 Lie 球变换群下保持不变. 简单地, 任意 Lie 球变换 α 可表示为 α = ϕPtψ

(参见文献 [15]), 其中 ϕ 和 ψ 是 Möbius 变换, 而 Pt 是 Euclid、球面或双曲空间中的平移. 因此, Lie

球几何是研究 Dupin 超曲面的合适理论和工具. 然而, Lie 球几何需要考虑切触空间 (Λ2n−1 ∼= T1Sn)
中的 n− 1 维 Legendre 子流形, 具体的计算仍需结合空间形式中的子流形几何.
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Pinkall [138] 系统地研究了 Dupin超曲面,引入了 4种 (在 Lie球等价意义下是 3种)构造方法. 这

些方法允许通过已知的 Dupin超曲面经过柱面、旋转、管道 (或锥化)构造更高维数的 Dupin超曲面.

通过这些构造方法得到的与原始超曲面 Lie球等价的 Dupin超曲面被称为可约的,否则称为不可约的.

利用这些构造方法, 可以得到具有任意主曲率个数 g 及任意重数的正则 Dupin 超曲面. Cecil 等 [17]

证明了 g > 2 的紧致正则 Dupin 超曲面是不可约的. Thorbergsson [184] 证明了紧致正则 Dupin 超曲

面 M 是套紧的 (taut), 即每个非退化距离函数 Lp(x) = d(p, x)2 的临界点数为最小值 Betti 数和, 从

而证明了 M 像等参情形那样将球面分解为两个焦流形的球体丛. 因此, Münzner [118,119] 和 Stolz [163]

的拓扑方法同样适用于此情形. 换言之, Thorbergsson [184] 证明了, 紧致正则 Dupin 超曲面的不同主

曲率个数 g = 1, 2, 3, 4, 6, 且其重数与等参情形相同.

一个自然的猜测是, 所有紧致正则 Dupin 超曲面都与等参超曲面在 Lie 球等价意义下相同. 当

g = 1 时, 这一猜测显然成立. 当 g = 2 时, Cecil 和 Ryan [18] 证明了这一猜测成立 (它们是 Möbius 等

价的). 当 g = 3 时, Miyaoka [111] 证明了这一猜测成立 (它们 Lie 球等价, 但不一定 Möbius 等价). 然

而, 当 g = 4 时, Pinkall 和 Thorbergsson [139] 以及 Miyaoka 和 Ozawa [116] 分别构造了这一猜测的反

例. 当 g = 6时, Miyaoka和 Ozawa [116] 也构造了反例. 这些反例的 Lie曲率 (由主曲率的交错商定义,

是 Lie 球变换的不变量) 不是常数, 而在等参情形下, Lie 曲率是常数.

Cecil 等 [17] 在上述猜测的基础上增加了 Lie 曲率为常数的条件以提出修改版的猜想, 即 CCJ 猜

想: 对于 g = 4 或 g = 6 的紧致正则 Dupin 超曲面, 如果具有常 Lie 曲率, 则其与等参超曲面是 Lie 球

等价的. Cecil 等 [17] 证明了, 对于 g = 4 的紧致或不可约的正则 Dupin 超曲面, 如果具有常 Lie 曲率

且主曲率重数中有一个重数为 1,则它 Lie球等价于等参超曲面. Li等 [103] 证明了,对于 g > 3的正则

Dupin 超曲面, 如果其具有常 Möbius 曲率, 则它在 Möbius 等价意义下与等参超曲面或其锥相同, 从

而在常 Möbius曲率条件下证明了紧致或不可约正则 Dupin超曲面都在 Möbius等价意义下与等参超

曲面相同. 最近, 李同柱和王长平取得了新的突破, 证明了对于 g = 4 的正则 Dupin 超曲面, 如果其具

有常 Lie 曲率且主曲率重数均大于 1, 则它在 Lie 球等价意义下与 g = 4 的等参超曲面或 g = 3 的等

参超曲面的锥相同, 从而完整地证明了 CCJ 猜想在 g = 4 的情形及其不可约版本.

另外, Thorbergsson [186] 在 2000 年Handbook of Differential Geometry 中的著名综述文章提出了

一个重要问题: 不可约正则 Dupin 超曲面的不同主曲率个数 g = 1, 2, 3, 4, 6 以及其重数是否与等参情

形相同? 等参超曲面由 Münzner 定理确定为紧致等参超曲面或其部分, 而正则 Dupin 超曲面却不一

定. 对 Thorbergsson 问题的一个正面的回答将极大地促进 Dupin 超曲面的分类. 然而, 最近 Ge 和

Zhou [64] 构造了 3 个 g = 5 的不可约正则 Dupin 超曲面 B̃4,F ⊂ S6m+2, 其重数分别为 m、m、m、m

和 2m+ 1, 其中 m = 1, 2, 4 对应 F = R,C,H, 否定了 Thorbergsson 的问题. B̃4,F 是模长为 1 的 4 阶 F
系数的可逆严格极小矩阵全体 (严格极小矩阵是指特征值正负成对出现的实对称矩阵、复数或四元数

Hermite 矩阵). 有趣的是, 模长为 1 的 3 阶 F 系数的严格极小矩阵全体 B3,F 恰好是 g = 3 的 Cartan

极小等参超曲面 (对应主曲率重数为 1、2 和 4), 而一般的 Bn,F (n > 4 时是高余维子流形) 都是球面

中法丛平坦的严格极小子流形, 即每个法向的形状算子可由严格极小矩阵表示. 因此, 正则 Dupin 超

曲面的分类问题仍是一个非常有挑战性的问题.

3.4 单位球面中 Möbius 等参超曲面

由共形几何出发, 王长平、李海中、郭震、胡泽军、李兴校、李同柱、刘会立和马翔等研究了单位

球面中等参超曲面的各种推广, 包括 Möbius 等参超曲面、Möbius 齐性超曲面、常 Möbius 曲率超曲
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面、Blaschke等参超曲面和 Laguerre等参超曲面等 (参见文献 [66,79–85,96–98,100–102,110,122,188]).

在单位球面中, 一个超曲面称为 Möbius 等参超曲面, 如果其 Möbius 形式消失且 Möbius 主曲率

为常数. 根据定义, Möbius 等参超曲面在 Möbius 变换下保持不变, 而经典等参超曲面显然是 Möbius

等参超曲面. 实际上,这些推广的等参超曲面与第 3.3小节的 Dupin超曲面密切相关.例如, Rodrigues

和 Tenenblat [148] 证明了, 在单位球面中, 一个定向超曲面是 Möbius 等参超曲面当且仅当它是具有常

Möbius 曲率的正则 Dupin 超曲面. 因此, 人们更多地关注正则 Dupin 超曲面的分类问题.

3.5 Finsler 等参超曲面

Finsler 几何是陈省身先生晚年特别提倡的一个重要研究领域, 是 Riemann 几何的重要推广 (参

考经典教材 [3, 156]). 近年来, 沈一兵和沈忠民倡导在 Finsler 流形中建立和研究等参理论, 自 2016 年

以来已经涌现了一系列研究进展成果 (参见文献 [22, 23,39,67–71,197–199,203]).

在 Finsler流形 (M,F )上,没有 Riemann情形那样统一的体积测度,一般采用多种方式来定义体积

形式及相应超曲面的平均曲率.一个函数 f 的梯度∇f 是利用 Legendre变换来定义的 (∇f = L−1(df)),

而 Laplace ∆f 须在给定测度 dµ 下用散度定义 (∆f = div∇f). 一般而言, Finsler 流形 (M,F, dµ)

上的 Laplace 算子和梯度算子是非线性的, 而且通常没有显式表达式, 即使在特殊情形 (如 Randers-

Minkowski空间中)它们的计算也十分复杂,甚至∆f 只在 df ̸= 0处有定义.尽管如此,类似于 Riemann

情形 (1.1), He 等 [70] 引入了 Finsler 几何中的等参理论.

定义 3.2 在 Finsler流形 (M,F, dµ)上, 一个非常值的光滑函数 f 称为是超常的 (transnormal),

如果存在光滑函数 b 满足 F (∇f) = b(f). 一个超常函数 f 称为等参的 (isoparametric), 如果存在光滑

函数 a 满足 ∆f = a(f). 等参函数 f 的正则水平集 Nn
t := f−1(t) 称为 Finsler 流形 (M,F, dµ) 的等参

超曲面.

在此定义下, 文献 [70] 推广了 Riemann 情形等参函数的基本性质, 例如, 超常函数是等参函数当

且仅当 Nt 具常 dµn- 平均曲率; 在常旗曲率且常 S- 曲率的 Finsler 流形中, 超常函数是等参函数当且

仅当 Nt 具有常主曲率, 并对 Randers-Minkowski 空间中在 BH 或 HT 体积形式下的等参超曲面进行

了分类 (这些后来被 He等 [71] 发现恰好是 Ge和 Ma [54] 在 Euclid空间中分类的异向等参超曲面). 后

续不同类型的 Finsler 流形中的等参超曲面及其焦流形得到了密切关注和研究, 也涌现一些新的应用

结果. 相信 Finsler 等参理论会进一步发展.

3.6 Euclid 空间中高余维等参子流形

早在 20 世纪 80 年代, 一些杰出数学家们已开始研究等参超曲面理论的高余维情形的推广. 为了

推广 Cartan 和 Münzner 等参函数的概念, Eells [41] 在研究调和映照时引进了 Riemann 流形之间的等

参映射; 而 Carter 和 West [11] 也提出了一种等参映射的定义, 并详细研究了到 R2 的等参映射 (特别

是球面中余 2 维或 Euclid 空间中余 3 维的等参子流形, 即作为等参映射的正则水平集); Terng [181] 系

统地研究了 Euclid空间中一般余维数的等参子流形,将 Cartan和 Münzner等参超曲面几何结构完整

地推广到高余维等参子流形; 而 West [194] 则在上述重合部分不同的等参子流形定义之间建立了等价

关系.

定义 3.3 [11] 定向 Riemann流形之间的一个非常值映射 φ :W → Q (2 dimQ 6 dimW )被称为

等参映射, 如果 φ∗(Λ(Q)) 在 W 的外代数 Λ(W ) 中是 ∗ 闭的, 即 φ∗(Λ(Q)) 在外微分 d 和外积 ∧ 运算
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下是闭的:

dα, α ∧ β ∈ φ∗(Λ(Q)) ∪ ⋆φ∗(Λ(Q)), ∀α, β ∈ φ∗(Λ(Q)).

定义 3.4 [181] 实空间形式 Nn+m (N = Rn+m,Sn+m,Hn+m) 中的一个完备连通 n 维子流形 Mn

称为等参子流形, 如果 Mn 的法丛平坦, 且沿着任意平行法向量场的主曲率为常数.

定义 3.5 [181] 一个光滑映射 f = (fn+1, . . . , fn+m) : Nn+m → Rm 称为等参映射, 如果它满足

(1) f 有正则点;

(2) ∇fα · ∇fβ 和 ∆fα 都是 f 的函数对任意 α 和 β 成立;

(3) [∇fα,∇fβ ] 是 ∇fn+1, . . . ,∇fn+m 的线性组合且其系数均为 f 的函数对任意 α 和 β 成立.

当 m = 1 时, 上述定义均与等参函数和等参超曲面定义 1.1 等价. 一般而言, Terng [181] 证明了等

参子流形 (定义 3.4) 与等参映射 (定义 3.5) 的正则水平集对应, 而当 Q = Rm 时, West [194] 证明了定

义 3.3与 3.5等价,而且对于 N = Rn+m,Sn+m, ∆fα 为 f 的函数这个条件没有必要,推广了Wang [191]

的超常函数即为等参函数这一结果 (注意, 当 N = Hn+m 时, 存在非等参的超常函数). Terng [181] 证

明了非紧等参子流形均是紧致等参子流形上的柱面,而紧致等参子流形均落在圆球面中,由 Dadok [31]

的工作可知, 齐性的等参子流形均为对称空间迷向表示的主轨道. 关于高余维等参子流形的更多几何

拓扑性质可参见文献 [77,127,128,181,182], 最后由 Thorbergsson [185] 完成了分类 (无穷维情形参见文

献 [72]).

定理 3.7 [185] Euclid 空间中紧致不可约且满的余维数大于等于 3 的等参子流形都是齐性的, 均

为对称空间迷向表示的主轨道.

因此, 球面中余维数大于等于 2 的等参子流形也都是齐性的, 它们是 (秩大于等于 3 的) 对称空

间迷向表示的主轨道.

Wang [190,193] 进一步推广上述等参子流形, 定义了从 Riemann 流形到 Euclid 空间的等参映射

f : Nn+m → Rm,只需要满足定义 3.5中的前两个条件,即不需要条件 (3)关于 [∇fα,∇fβ ]的部分. 他

还利用 Clifford 代数在 m > 2 情形构造了球面和 Euclid 空间上的非齐性等参映射 (等参子流形), 从

而结合 Thorbergsson 的定理 3.7 说明这个定义比定义 3.5 更广泛, 然而其分类仍远未解决. 利用等参

映射 f ,他还构造了球面和 Euclid空间中的无穷多极小超曲面,其构造类似于 Hsiang等 [73–75,78] 在研

究极小锥和球面 Bernstein 问题时利用群作用的方法, 并对陈省身、林芳华和 Solomon 等的一些问题

给出了回答.

4 等参理论的应用

单位球面中的等参超曲面及其焦流形为人们提供了具有典型几何特性及拓扑特性的无穷多具体

明确的例子. 等参函数和等参叶状结构给 Riemann 流形带来了很漂亮的几何与拓扑结构. 在前文中

已经多次提及等参理论在各方面的应用, 本节补充并简要介绍更多方面的应用.

4.1 球面同伦群的调和表示

对于紧致 Riemann 流形 M 和 N , 如果映射 f : M → N 是能量泛函 E(f) =
∫
M

|df |2 的临界点,

则称它为调和映射. Eells 和 Sampson [46] 提出了著名问题: 是否映射 f 的同伦类都有调和代表元? 当

N 的截面曲率 KN 6 0 时, 文献 [46] 给出了此问题的正面答案. 当 N 的截面曲率 KN > 0 时, 这个问

题变得非常困难, 且有挑战性. 著名数学家 Eells 和 Lemaire [42] 在经典综述文献 “调和映照报告” 中
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明确提出了球面同伦群的调和表示这一基本问题,即是否每一个球面之间的映射都可以同伦到调和映

照? 这也是 1982 年丘成桐在 120 个问题集中第 112 问题的猜测:

猜想 4.1 (Eells-Lemaire 问题 [42], 丘成桐第 112 问题 [201]) 对于任意正整数 m 和 n, πm(Sn) 中

的元素都有调和代表元.

由 Smith [158]、Eells和 Lemaire [43, 44]、Eells和 Ratto [45] 的工作可知,当 m 6 7或 m = 9时,同伦

群 πm(Sm) 的每个元素都有调和代表元. Peng 和 Tang [133] 精确计算了每个球面上 Cartan-Münzner

等参多项式的梯度映射的 Brouwer 映射度, 继而通过构造调和拼接, 得到了更多球面间调和映照的例

子. 在此工作基础上, Peng 和 Tang [134,135] 取得了猜想 4.1 在几乎所有奇数维的重要突破:

定理 4.1 [134,135] 设 p > 1, 则对于以下整数 j:

(i) j = 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15;

(ii) j = 1 且 p ≡ 1 mod 16, p > 1,

存在调和映射 Φ : S16p+j → S16p+j , 且 Φ 的 Brouwer 映射度为 ±2.

在之后的近 30 年间, 定理 4.1 一直是猜想 4.1 在高维情形的唯一结果, 被 Yau [202] 在公开出

版物Selected Expository Works of Shing-Tung Yau with Commentary 中肯定. 2022 年, 利用等参焦

流形的特征映射, Qian 等 [144] 构造了 π14S
7 的调和生成元和 π8k−1S

8k−8(k > 2) ∼= Z240 中元素

(2j − k + 1) (mod 240) (j = 0, 1, . . . , k − 1) 的调和代表元.

此外, 受到文献 [133–135] 启发, Ge 和 Xie [63] 利用 Cartan-Münzner 等参多项式梯度作为球面之

间映射度为 ±1 的映射, 构造了关于 Ginzburg-Landau 系统的 Brézis 问题的两个反面解.

4.2 球面中极小超曲面的陈省身猜想

著名的陈省身极小超曲面猜想是由 Chern [25] 在 1968 年提出的, 他提出如下猜测:

猜想 4.2 (陈省身猜想 (原始版本)) 对于单位球面中的极小、常数量曲率的紧致超曲面, 其数量

曲率的取值范围是离散的.

Yau [201] 在 1982 年著名的 “120 个公开问题集” 中将之列为第 105 个问题, 并在 2012 年特意为

陈省身猜想的进展撰写综述性文章 [153], 强调其重要性.

记单位球面 Sn+1 中紧致极小超曲面 Mn 的第二基本形式模长平方为 S. 由 Gauss 方程可知, S

为常数等价于数量曲率为常数. 根据 1968 年 Simons 的著名刚性定理可知, 若 S 6 n, 则 S ≡ 0 或

S ≡ n. 当 S ≡ 0 时, Mn 为赤道球面, 即 g = 1 的极小等参超曲面. 当 S ≡ n 时, Lawson 和 Chern 等

独立地刻画了 Mn 为 Clifford 环面, 即 g = 2 的极小等参超曲面. Peng 和 Terng [136,137] 首创对 S 的

第二间隔的研究, 对猜想 4.2 作出第一个突破性贡献. 他们取得了如下定理:

定理 4.2 [136,137] 设 Mn 为单位球面 Sn+1 (n > 3) 中紧致极小超曲面, 满足 S 为常数. 若

n 6 S 6 n+ C(n) (C(n) > 1
12n ), 则 S = n. 特别地, 当 n = 3 时, C(3) = 3. 若 3 6 S 6 6, 则 S = 3 或

S = 6.

后来, Yang 和 Cheng [200] 及 Suh 和 Yang [164] 将第二间隔从 1
12n 逐步扩大到

3n
7 . 但是 30 多年以

来, 还是仅有 Peng 和 Terng [136,137] 在 3 维情形得到了第二间隔的最佳估计.

如前所述, 单位球面中极小等参超曲面的第二基本形式模长平方 S ≡ (g − 1)n, 因而其数量曲

率为常数, 且取值集合是离散的. 事实上, 它是球面中极小常数量曲率超曲面仅知的例子. 1986 年,

Verstraelen-Montiel-Ros-Urbano 提出了强版本的陈省身猜想, 也可称之为陈省身等参超曲面猜想:

猜想 4.3 (陈省身猜想) 单位球面中的紧致极小常数量曲率超曲面一定是等参超曲面.
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受到 Peng 和 Terng 工作的启发, 结合文献 [136, 137], Chang [21] 在 1993 年解决了 3 维陈省身猜

想,这也是迄今为止仅有的陈省身猜想被彻底解决的成果.另外, de Almeida和 Brito [32] 证明了 S4 中

具有常平均曲率和非负常数量曲率的紧致超曲面 M3 是等参的. Chang [20] 及 Cheng 和 Wan [24] 分别

独立地证明了数量曲率 “非负” 这个假设是非必要的. 丘成桐等的综述性文献 [153] 指出, 对于 4 维以

上超曲面, de Almeida 和 Brito [32] 的方法是目前陈省身猜想研究的主要思想框架. Lusala 等 [107] 和

Scherfner 等 [152] 将文献 [32] 的结果部分地推广到 4 维和 6 维等较低维数. 但是, 他们的假设条件中

要求主曲率要正负成对出现. Tang等 [168] 以及 Tang和 Yan [177] 逐步克服本质困难,将文献 [32]完全

推广到任意维数, 得到以下定理:

定理 4.3 [168,177] 对于 Sn+1 (n > 3) 中闭超曲面 Mn, 若它具有非负数量曲率, 且主曲率的从 1

阶到 n− 1 阶的幂次和为常数, 则 Mn 为等参超曲面.

定理 4.3 推广了综述文献 [153] 中提到的陈省身猜想的几乎所有结果.

事实上, 去掉假设条件 S 为常数, Peng 和 Terng 也得到了一个重要的拼挤结果:

定理 4.4 [136,137] 设 Mn 为单位球面 Sn+1 (n 6 5) 中紧致极小超曲面, 若 n 6 S 6 n+ δ(n), 其

中 δ(n) 为仅依赖于 n 的正常数, 则 S ≡ n.

在这个定理的证明中, 两个由 Peng 和 Terng 发现的、由第二基本形式及其共变导数组成的几何

量 A 和 B 起到关键性作用. A − 2B 出现在一个 Simons 型公式中, 被 Lei 等 [93] 及许洪伟和许智

源 [196] 称作 Peng-Terng (彭 - 滕) 不变量. 对数量曲率第二间隔的后续研究, 包括成庆明和 Ishikawa、

魏嗣明和许洪伟、张旗、丁琪和忻元龙、许洪伟和许智源、雷力等的工作, 都依赖于将 Peng-Terng 不

变量作到更精确的估计.

在 3 维情形, 有一个局部版本的陈省身猜想:

猜想 4.4 (Bryant 猜想) S4 中的一片具有常数量曲率的极小超曲面是等参的.

Bryant 猜想至今仍未解决的主要原因是不存在局部版本的彭 - 滕定理.

关于陈省身猜想的其他广义版本和相关问题, 可参考 Ge 和 Tang [57]、Lei 等 [94], 及许洪伟和许智

源 [196] 的综述文章.

陈猜想的假设条件在文献 [52]中有一个 Takahashi型的刻画: 单位球面中超曲面是极小常数量曲

率的当且仅当其法向量场是特征函数. 另外, Perdomo 猜测单位球面 Sn+1 中的非全测地极小超曲面

Mn 的 S 的平均值大于等于 n. Ge 和 Li [53] 证明了其具有只依赖于维数的正下界.

4.3 等参情形的丘成桐第一特征值猜想

Laplace 算子是 Riemann 流形 Mn 上最重要的算子之一. 众所周知, Laplace 算子是一个椭圆算

子, 并且有离散的谱, 其第一个正的特征值被称为 Mn 的第一特征值. Takahashi 定理说明单位球面中

的浸入极小子流形的维数是它的特征值,因而第一特征值小于等于其维数. 1982年,丘成桐在他的 120

个问题集的第 100 个问题中提出如下猜想:

猜想 4.5 (丘成桐第一特征值猜想 [201]) 若 Mn 是单位球 Sn+1 中的闭的极小嵌入超曲面, 则第

一特征值等于其维数.

这里, 嵌入的条件是必需的. Montiel 和 Ros [117] 断言 Lawson 猜想是丘成桐第一特征值猜想在环

面情形的特例. 2013 年, Lawson 猜想被 Brendle [6] 解决, 换言之, 3 维球面 S3 的极小嵌入环面的第一

特征值一定为 2. 此外, Choe 和 Soret [30] 对于当时所有已知的 S3 中极小曲面的例子: Lawson 曲面和

Karcher-Pinkall-Sterling 曲面, 都验证了其第一特征值确实等于维数 2.
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注意到球面中的闭等参超曲面一定是嵌入的, 可以考虑等参情形的丘成桐第一特征值猜想. g 6 2

的情形是平凡的. 当 g = 3 时, Solomon [159,160] 计算了所有等参超曲面的特征值. 针对齐性等参超曲

面, Mutō 等 [121] 和 Kotani [90] 验证了 g = 3, 6, 以及 g = 4, (m1,m2) = (1, k − 2), (2, 2) 的齐性等参情

形的猜想 4.5. Mutō [120] 对于满足限制条件 min{m1,m2} 6 10 的非齐性等参超曲面验证了猜想 4.5.

然而, 对比 OT-FKM型等参超曲面的重数对 (m1,m2) = (m, l−m− 1), 容易发现 m可取任意正整数.

2013 年, 不依赖于等参超曲面的分类结果, Tang 和 Yan [172] 完成了其他所有情形 (g = 4,m1, m2 > 2)

的验证. 因此, 结合球面中等参超曲面的分类结果, 他们最终在等参情形彻底解决了猜想 4.5:

定理 4.5 [172] 单位球面中的极小等参超曲面的第一特征值等于其维数.

值得一提的是, Tang 和 Yan [172] 还在 g = 4, m1,m2 > 2 的情形得到了极小等参超曲面 Mn 的第

一特征值的重数为 n+ 2, 这在以往结果中是罕见的. 2014 年, 不依赖于等参超曲面的分类结果, Tang

等 [170] 重新在 g = 6, m1 = m2 = 2 情形直接验证了猜想 4.5. 进一步地, 还可以考虑猜想 4.5 对于正

则 Dupin 超曲面等其他等参超曲面的推广概念成立的可能性. 然而, 11 年过去了, 定理 4.5 没有任何

推广, 仍是猜想 4.5 对于任意维数都成立的唯一结果.

根据定理 4.5 可知, 如果陈省身猜想 4.3 成立, 那么丘成桐第一特征值猜想 (猜想 4.5) 在单位球

面中的具有常数量曲率的闭极小嵌入超曲面上成立,从而将丘成桐第一特征值猜想与陈省身猜想这两

个微分几何中的经典问题建立起关联. 并且, 定理 4.3 联动地给两个问题都提供了进展.

如前所述, 单位球面中的等参焦流形是球面的极小子流形. 由 Takahashi 定理可知, 焦流形的第

一特征值小于等于其维数. 当 g 6 3 时, 焦流形的第一特征值显然等于其维数. 当 g = 4 时, 在焦流

形满足一个对几乎所有焦流形都成立的维数不等式的条件下, Tang 和 Yan [172] 验证了焦流形的第一

特征值等于其维数. 之后, Tang 等 [170] 对于 g = 4, 6 的剩余情形进行了补充. Qian 和 Tang [141] 利用

Clifford 代数构造了两个序列的极小等参超曲面, 改进了文献 [170,172] 中对单位球面中等参焦流形的

特征值估计. 详细内容可参见文献 [175]. 此外, Qian 和 Tang [141] 还借助极小等参序列构造了许多极

小等参超曲面到球面的特征映射,从而对 Eells-Lemaire的另一著名问题作出贡献,并提供了 Leung两

个猜想的无穷多反例.

4.4 非负多项式的多项式平方和表示问题

1888 年和 1893 年, Hilbert 证明了存在 n 元 d 次齐次非负多项式 (这种多项式全体记为 Pn,d) 不

能表达为多项式的平方和 (能表示为多项式平方和的齐次非负多项式记为 sos, 其集合记为 Σn,d), 从

而一般而言, Pn,d ̸= Σn,d. Hilbert 给出的证明不是构造性的, 因而, 寻找具体的不能表示为平方和的

非负多项式, 就成了一个引人注目的, 也是实代数几何中的重要问题. 最早的这种多项式的例子在距

Hilbert 的工作 70 年后才出现. Hilbert 的第 17 问题问到: 是否所有非负多项式都可以表示为有理函

数的平方和? 这个问题在 1927 年被 Artin 解决. 由于有理函数分子分母的多项式次数不容易控制, 现

代应用于一些优化算法的设计时 Artin 的有理函数平方和表示就不足够, 尤其在欠缺对有理函数分母

控制的时候. 因此, 人们现在更加关注非负多项式的多项式平方和表示问题—寻找和判定哪些非负多

项式可以表达为多项式的平方和, 以及有理函数平方和表示中统一分母的简洁明确表示 (最简单的统

一分母为 |x|2r, 即 |x|2rF (x) 是 sos 的), 这些问题可以称作广义 Hilbert 第 17 问题. Ge 和 Tang [60] 结

合单位球面中等参超曲面的完整分类理论,利用所有等参多项式构造了 3类无穷多的具有明确表达式

的非负齐次多项式, 完整分类了哪些具有多项式平方和表示, 其中有无穷多非负多项式不能表示为多

项式的平方和, 但都具有统一分母 (|x|2, 当 g = 4 时; |x|4, 当 g = 6 时) 的有理函数平方和表示, 从而
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在等参情形回答了广义 Hilbert 第 17 问题.

定义 4.1 [60] 对于任意一个 Rn 上的 g 次 Cartan-Münzner等参多项式 F (x),定义如下 3个齐次

多项式: G
±
F (x) := |x|g ± F (x) ∈ Pn,g, g = 2, 4, 6,

HF (x) := |x|2g − F (x)2 ∈ Pn,2g, g = 1, 2, 3, 4, 6.

Ge 和 Tang [60] 证明了 G±
F (x) 和 HF (x) 分别为 g 次和 2g 次齐次非负多项式, 证明了 HF (x) 均

有多项式平方和表示, 而 G±
F (x) 都具有统一分母 (|x|2 , 当 g = 4 时; |x|4, 当 g = 6 时) 的有理函数平

方和表示, 但其中没有多项式平方和表示 (non-sos) 的也有无穷多, 甚至 G+
F (x) 这类中绝大多数都没

有多项式平方和表示 (表 3 “其他” 列), 见表 2 和 3.

特别地, 对于某类 g = 4 次 OT-FKM 型 Cartan-Münzner 等参多项式 F (x) 构造的 G+
F (x), 应用

上述分类, Ge 和 Tang [60] 发现一族表达式简单的且不能表示为多项式平方和的非负 4 次齐次多项式:

Gq4(X,Y ) := |X|2|Y |2 − |⟨X,Y ⟩H|2 ∈ P8k,4 \ Σ8k,4, X, Y ∈ Hk, k > 2,

这里 ⟨X,Y ⟩H =
∑k

i=1XiY i 指向量的 Hermite 内积. Gq4 的非负性立即证明了四元数向量的 Cauchy-

Schwarz 不等式, 而其不能表示为多项式平方和又说明了 Lagrange 恒等式:

|X|2|Y |2 − |⟨X,Y ⟩H|2 = |X ∧ Y |2, X, Y ∈ Fk, F = R,C, k > 2

对四元数向量不成立, 但结合 Gq4 的另一种有理函数平方和表示, 它有如下广义的 Lagrange 恒等式:

4

( 4∑
α=0

⟨Pαx, x⟩2
)
(|X|2|Y |2 − |⟨X,Y ⟩H|2) =

∣∣∣∣ 4∑
α=0

⟨Pαx, x⟩Pαx ∧ x
∣∣∣∣2, x = (X,Y ) ∈ R8k,

其中 {P0, P1, . . . , P4} 是对应于四元数的 Clifford 系统.

Ge 和 Tang [60] 另外阐述了上述多项式平方和分类结果对于多个方面也具有应用, 如正交乘法、

Grassmann 流形上平方和问题、等参超曲面特征值重数估计相关的 Solomon 问题—等参焦流形是否

是二次型零点集的交.

4.5 其他应用

丘成桐 120 个问题集的第 76 问题猜测紧致 Riemann 流形上 Laplace 算子的特征函数的临界点

个数随特征值的增长而递增. Jakobson 和 Nadirashvili [87] 在 2 维环面上构造反例, 当特征值往无穷增

表 2 当 g = 1, 2, 3, 6 时, 分类具多项式平方和表示 sos 的 G±
F 和 HF

g 1 2 3 6

G+
F – sos – non-sos

G−
F – sos – non-sos

HF sos sos sos sos

表 3 当 g = 4 时, 分类具多项式平方和表示 sos 的 G±
F 和 HF

(m+,m−) (2, 2) (5, 4) (1, k) (2, 2k − 1) (3, 4) (4, 3)I (5, 2) (6, 1) 其他

G+
F non-sos non-sos sos sos sos sos sos sos non-sos

G−
F sos sos sos sos sos sos sos sos sos

HF sos sos sos sos sos sos sos sos sos
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长时, 相应特征函数的临界点个数趋向于常数. Tang 和 Yan [174] 在单位球面的极小等参超曲面上构

造了 3 个特征函数, 其特征值为 (n, 2n, 3n), 临界点个数分别为 8 个点, 子流形 (无穷多点) 和 8 个点,

从而提供了第 76 问题新的反例.

借助 Schoen-Yau-Gromov-Lawson 的手术理论, Tang 等 [169] 在单位球面中的极小等参超曲面处

施行手术, 得到所谓的 Double 流形, 其上不仅有复杂的拓扑性质, 更具有正数量曲率度量. Peng 和

Qian [132] 受此启发, 进一步构造了 Double 流形上的正 Ricci 曲率度量. Tang 和 Zhang [179] 受等参

的这种几何结构启发, 利用 Atiyah-Patodi-Singer 的 η 不变量计算了 Eells-Kuiper 四元数射影平面的

Eells-Kuiper 不变量, 解决了 Bérard-Bergery 问题, 即证明每个 Eells-Kuiper 四元数射影平面都存在

一个 Riemann 度量使其具有 SCp 结构: 任何经过点 p 的测地线都是有相同长度的简单闭曲线. 在文

献 [50, 55] 中, 等参叶状结构对 4 维流形、球面微分同胚群及球面超曲面的怪异微分结构均有应用.

继文献 [58, 140] 研究怪球面 (同伦球面) 上的等参及其应用之后, Qian 等 [143] 将 Gromoll-Meyer

7 维怪球面 Σ7 表达为一个 8 维流形上超常函数水平集, 并证明了 Σ7 在诱导度量下同时具有正 Ricci

曲率和拟正截面曲率.

应用等参理论, Tang和 Zhang [180] 构造了许多极小和最小锥,是单位球面等参焦流形及其某种乘

积上的锥化.

Stiefel流形 Vk(Rn)、Vk(Cn)和 Vk(Hn) (k 6 n)的几何拓扑性质已经广为人知. James [88]定义了八

元数 Stiefel空间 Vk(On),并提出了两个基本性问题: Vk(On)是否是光滑流形? 投影映射 π : Vk(On) →
Vq(On) (q < k) 是否是纤维映射? James 给出了 k = 2 且 q = 1 时两个问题的正面回答. Qian 等 [145]

证明了 V3(On) (n > 2) 是 3(8n− 9) 维光滑流形, 但是 π : Vk+1(On) → Vk(On) (n > k > 2) 不是 Serre

纤维化.

Shklover [157] 考虑了 Schiffer 问题的推广: 在 Riemann 流形中, 当补集连通的有界区域的边界是

齐性超曲面或一般等参超曲面时, Serrin 型 Neumann 或 Dirichlet 过定系统问题均存在解, 且该区域

不是球 (参见文献 [51]). Pelayo 和 Peralta-Salas [129] 证明了解析 Riemann 流形中连通区域 Ω 的自引

力流体的平衡形状 ∂Ω 是等参超曲面. Savo [149–151] 在解析 Riemann 流形上研究了过定系统热方程和

热流, 证明了其解满足所谓的恒流性质当且仅当区域具有等参叶状结构, 且其边界的各连通分支为等

参超曲面, 也当且仅当区域是热容量泛函的临界点.

Ma 和 Ohnita [108,109] 完全决定了单位球面中齐性等参超曲面到二次超锥 Qn(C) 的 Gauss 映照

像作为极小 Lagrange子流形的 Hamilton稳定性. Miyaoka [114] 将所有 g = 4的 Cartan-Münzner等参

多项式用某些群作用的矩映射表示出来.

Tang 和 Yan [176] 在单位球面中等参超曲面上构造了近复结构, 并在其中一类等参超曲面上构造

了复结构. 作为特殊情形, 他们证明了 S1 × S3 × S2 和 S1 × S7 × S6 都是复流形, 这是首次在 S6 和 8

维闭流形的乘积上构造了复结构. 最近, Tang 和 Yan [178] 将 Blanchard [5] 和 LeBrun [92] 在此方面的

经典结果进行了推广.

5 结论

等参理论经历了一个世纪的演变与发展, 如今已渗透到数学的各个领域. 许多结果和证明方法涉

及微分几何、代数、分析、方程、代数几何、代数拓扑、微分拓扑、复几何和流体力学等各个分支, 形

成了交叉融合的局面. 其理论应用广泛,取得了丰硕的成果.这种理论丰富的几何、拓扑甚至代数结构
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将持续为现代数学提供重要的参考和研究工具.
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we aim to provide a comprehensive overview of the development, generalization, and theoretical applications of
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