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摘要 设 Uq(osp(1|2n)) 是对应 Lie 超代数 osp(1|2n) 的量子包络超代数. 利用满足一定

条件的半标准 Young表, 给出有限维既约 Uq(osp(1|2n)) 模晶体图的实现. 建立晶体图张量

积分解的广义 Littlewood-Richardson 法则.
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1 引言

量子群这一术语是由 Drinfeld和 Jimbo在研究量子 Yang-Baxter方程 (产生于 2维可解

格模型)时独立提出的. 量子群是一类 Hopf代数,它是 Kac-Moody Lie代数泛包络代数的形

变. 过去的二十年, 在数学及数学物理的许多分支中, 如 Kac-Moody 代数的表示论、代数表

示论和几何表示论等领域, 量子群是基本的代数结构. 特别地, 由 Kashiwara[1] 和 Lusztig[2]

独立提出的晶体基或典范基理论为研究量子群的表示提供了强有力的组合和几何工具.

设 Uq(g) 是可对称化 Kac-Moody Lie 代数 g 的量子包络代数. 对于每个可积 Uq(g)- 模

M , 在 q = 0 时存在一组基, 称为晶体基, 它在算子 ẽi 和 f̃i 的作用下不变, 算子 ẽi 和 f̃i 通

常称为 Kashiwara 算子, 其在张量积研究中具有很好的作用. 对于 An, Bn, Cn, Dn(参见文献

[3,4]) 和 G2
[5] 型 Lie 代数的量子包络代数, 其晶体基可精确得用 Young 表的语言给出. 对于

上述几种类型的 Lie 代数, 利用文献 [3] 中的晶体结构 Nakashima 在文献中 [6] 证明张量积

分解的广义 Littlewood-Richardson法则.一般地, Lie超代数的表示不一定是完全可约的. 然

而, Lie 超代数 osp(1|2n) 在超代数理论中非常特殊, 因为它是唯一的其有限维表示完全可约

的 Lie 超代数 [7]. 之后, Musson 和 Zou 利用更为标准的晶体基的定义给出了关于正交辛型

Lie 超代数 osp(1|2n) 的晶体基理论 [8], 然而在他们的工作中没有用到 Young 表的方法, 注

意到既约 osp(1|2n)-模存在 Young表基 [9,10], 因此是否可以利用文献 [9]中的方法构造正交

辛型 Lie 超代数 osp(1|2n) 张量表示的晶体基是一个有意义的问题.

众所周知, Lie 超代数 osp(1|2n) 的量子包络代数 Uq(osp(1|2n)) 是 Hopf 超代数. 其基本

表示与 osp(1|2n) 的基本表示类似. 本文考虑张量积下稳定的 Uq(osp(1|2n)) 表示. 一般地,

引用格式: 刘军丽, 杨士林. Young 表与 Uq(osp(1|2n)) 的晶体基. 中国科学 A, 2009, 39(9): 1093–1109
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Uq(osp(1|2n))- 模的张量积也是完全可约的. 本文目的是用广义 Young 表的语言来描述晶体

图, 将证明最高权为 λ 的有限维不可约 Uq(osp(1|2n))- 模 L(λ) 对应一个 (广义)Young 图 Y .

精确些讲, 模 L(λ) 的晶体基可由满足一定条件的型为 Y 的半标准表组成的集合 B(Y ) 来标

定. 这里 B(Y ) 的晶体结构由 Far-Eastern 读法给出, 且它是连通的. 进一步, 我们精确地得

到了张量积分解的广义 Littlewood-Richardson 法则.

本文结构如下: 第 2 节和第 3 节介绍一些关于 Lie 超代数 osp(1|2n) 及其量子包络代数

Uq(osp(1|2n)) 的基本结论并固定一些记号, 并给出 Uq(osp(1|2n))- 模的晶体基和晶体图的定

义; 第 4 节里我们建立 Uq(osp(1|2n))- 模的晶体基与 Young 图以及 Young 表之间的对应关

系; 本文最后一节讨论晶体图的张量积分解的广义 Littlewood-Richardson 法则.

无特殊声明, 本文基本域是复数域 C. 向量空间与其对偶间的偶对记为 〈·, ·〉.

2 量子超代数 Uq(osp(1|2n))

我们首先回顾本文将用到的一些基本事实及记号.

设 h∗ 是 C 上的向量空间, 具有一组基 {εi|1 6 i 6 n}, (·, ·) : h∗ × h∗ → C 是 h∗ 上非退

化双线性型, 其定义为 (εi, εj) = δij . osp(1|2n) 的单根为

αi = εi − εi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1;

αn = εn,
(1)

osp(1|2n) 的基本权为

ωi = ε1 + ε2 + · · ·+ εi, i = 1, 2, . . . , n− 1;

ωn =
1
2
(ε1 + ε2 + · · ·+ εn).

(2)

其中 αi (1 6 i 6 n− 1) 是偶单根, αn 是奇单根. osp(1|2n) 关于这一根系的 Dynkin 图是

Lie 超代数 osp(1|2n) 的 Dynkin 图

记 Lie 超代数 osp(1|2n) 的 Cartan 矩阵为 A = (aij)n
i,j=1. 设 Π = {αi|i = 1, 2, . . . , n},

Π∨ = {α∨i |i = 1, 2, . . . , n} ⊂ h 是两个线性无关集, 它们满足: 对所有的 1 6 i, j 6 n,

〈αj , α
∨
i 〉 = aji. 令

P = Zω1 ⊕ · · · ⊕ Zωn,

P∨ = Zα∨1 ⊕ Zα∨2 ⊕ · · · ⊕ Zα∨n ,

Q = Zα1 ⊕ Zα2 ⊕ · · · ⊕ Zαn.

易知

P = {λ ∈ h∗|λ(h) ∈ Z, h ∈ P∨}.

设 q 为复数域 C 上的未定元, A = C[
√

q,
√

q−1], F 是 A 的商域. 对于 n ∈ Z, 设

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
,
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对于 n ∈ Z>0, 令

[n]q! = [n]q[n− 1]q · · · [2]q[1]q.

李超代数 osp(1|2n) 的量子包络超代数定义如下.

定义 2.1 量子超代数 Uq(osp(1|2n)) 是由 Ei, Fi,Ki 和 K−1
i (1 6 i 6 n) 生成的, 且满

足生成关系:

KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

KiKj = KjKi,

KiEjK
−1
i = q(αi,αj)Ej , KiFjKi = q−(αi,αj)Fj ,

EiFj − (−1)[Ei][Fj ]FjEi = δij
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

,

1−aij∑
s=0

(−1)s


 1− aij

s




q

E
1−aij

i EjE
s
i = 0, i 6= j 且 (i, j) 6= (n, n− 1),

1−aij∑
s=0

(−1)s


 1− aij

s




q

F
1−aij

i FjF
s
i = 0, i 6= j 且 (i, j) 6= (n, n− 1),

E3
nEn−1 − (q − 1 + q−1)E2

nEn−1En − (q − 1 + q−1)EnEn−1E
2
n + En−1E

3
n = 0,

F 3
nFn−1 − (q − 1 + q−1)F 2

nFn−1Fn − (q − 1 + q−1)FnFn−1F
2
n + Fn−1F

3
n = 0,

其中 [Ei], [Fj ] 分别表示 Ei, Fj 的分次次数. 除了生成元 En 和 Fn 是奇分次的以外, 其他生

成元都是偶分次的.

3 Uq(osp(1|2n)) 的晶体基

对于 Kac-Moody 超代数, 其可积表示的晶体基存在且唯一的 [8,11]. 为进一步讨论

Uq(osp(1|2n))的有限维可积表示的晶体图,我们还需要以下记号.对于 λ = λ1ε1+· · ·+λnεn ∈
P, 记 L(λ) 是权为 λ 的不可约最高权模. 设

Σ =
{

λ ∈ h∗|λ(α∨i ) ∈ Z, 1 6 i 6 n− 1 且 λ(α∨n) ∈ 1
2
Z

}

及

Σ+ = {λ ∈ Σ|λ(α∨i ) > 0, 1 6 i 6 n}.

则可把 Σ 和 Σ+ 写成

Σ = Σ1 ∪ Σ0, Σ+ = Σ+
1 ∪ Σ+

0 ,

其中

Σ1 = {λ ∈ h∗|λ(α∨i ) ∈ Z,1 6 i 6 n},
Σ0 =

{
λ ∈ h∗|λ(α∨i ) ∈ Z, 1 6 i 6 n− 1 且 λ(α∨n) ∈ 1

2
+ Z

}
,

Σ+
1 = {λ ∈ Σ+|λ(α∨n) ∈ Z>0},

Σ+
0 =

{
λ ∈ Σ+|λ(α∨n) ∈ 1

2
+ Z>0

}
.
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对于 Z2- 分次的 Uq(osp(1|2n))- 模 L(λ), 设 Φ 是 Z2- 分次向量空间分次转换映射, 众所

周知, 作为 Uq(osp(1|2n))- 模 ΦL(λ) ∼= L(λ). 为简便起见, 我们不考虑分次, 注意到利用文献

[8] 中的方法我们可以恢复其分次结构.

设 R+ = 2Z+αn +
∑i=n−1

i=1 αi.

注记 3.1[8] L(λ)0 的权包含在 λ − R+ 中, L(λ)1 的权包含在 λ − αn − R+ 中. 因此,

L(µ) 表示偶分次部分, ΦL(µ) 表示奇分次部分.

本文用到了文献 [8, 11] 中的如下结果. 对任意 i ∈ I, m ∈ Z>0, 令 t =
√

q i, 定义

F
(m)
i =





Fm
i /[m]q!, 如果 i = 1, 2, . . . , n− 1,

Fm
n /[m]t!, 如果 i = n,

和

E
(m)
i =





Em
i /[m]q!, 如果 i = 1, 2, . . . , n− 1,

Em
n /[m]t!, 如果 i = n.

命题 3.2 ([11, 命题 4.1]) 设 M 是可积模. 固定 i ∈ I, 并设 u ∈ Mλ. 则 u 可以唯一的

表达为

u =
N∑

k=0

F
(k)
i uk

其中 N ∈ Z>0, 对任意 k, uk ∈ Mλ+kαi ∩ kerEi.

相应地, 在 M 上定义 Kashiwara 算子 f̃i, ẽi,

f̃iu =
N∑

k=0

F
(k+1)
i uk, ẽiu =

N∑

k=1

F
(k−1)
i uk.

设 A0 是 F 在 q = 0 处的局部化.

定义 3.3 ([11, 定义 4.1]) 可积模 M 的晶体基是满足如下条件的派对 (L,B),

(1) L 是 M 的自由 A0- 子模, 作为 F 上的向量空间 L 生成 M .

(2) L = ⊕λ∈ΛLλ, 其中 Lλ = Mλ ∩ L.

(3) 对于任意 i ∈ I, 有 f̃iL ⊂ L, ẽiL ⊂ L.

(4) B = tBλ 是域 C 上向量空间 L/qL 的一组基, 其中 Bλ = B ∩ (Lλ/qLλ).

(5) 对于任意 i ∈ I, f̃iB ⊂ B ∪ {0}, ẽiB ⊂ B ∪ {0}.
(6) 对于 b, b′ ∈ B, 有 b = f̃ib

′ 当且仅当 b′ = ẽib.

对于一个晶体基 (L,B), 根据条件 (6) 可画图:

b
i−−−−→ b′ 当且仅当 f̃ib = b′ (i ∈ I).

对于 b ∈ B, 定义

ϕi(b) = max{k|f̃i
k
b 6= 0} 和 τi(b) = max{k|ẽi

kb 6= 0}.
如果 b ∈ Bλ, 则设 wt(b) = λ 并称之为 b 的权. 此时 B 叫做 Uq(osp(1|2n))- 晶体.

定理 3.4 ([8, 定理 4.1]) 设 M1, M2 是有限维可积模. 如果 (Li, Bi) 是 Mi, i = 1, 2 的
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晶体基, 则 (L1 ⊗L2, B1 ⊗B2) 是 M1 ⊗M2 的晶体基, 且对任意的 i ∈ I, b1 ∈ B1, b2 ∈ B2, 有

f̃i(b1 ⊗ b2) =





f̃ib1 ⊗ b2, 如果 ϕi(b1) > τi(b2),

b1 ⊗ f̃ib2, 如果 ϕi(b1) 6 τi(b2),

ẽi(b1 ⊗ b2) =





ẽib1 ⊗ b2, 如果 ϕi(b1) > τi(b2),

b1 ⊗ ẽib2, 如果 ϕi(b1) < τi(b2),

这里, 把 (b1, b2) ∈ B1 ×B2 写成 b1 ⊗ b2, 并认为 b1 ⊗ 0 = 0⊗ b2 = 0.

下面介绍两类重要的既约 Uq(osp(1|2n))- 模 [8]. 设

V =
( n⊕

j=1

C(q)vj

)
⊕ C(q)v0 ⊕

( n⊕

j=1

C(q)vj̄

)

指标集 I = {1, 2, . . . , n, 0, n̄, . . . , 1̄}. 固定 I 的一个序如下:

1 ≺ 2 ≺ . . . ≺ n ≺ 0 ≺ n̄ ≺ . . . ≺ 1̄.

V 的 Uq(osp(1|2n))- 既约模结构为:

Kivj = q(αi,εj)vj ;

当 i 6= n 时,

Fivj =





vi+1, j = i,

vi, j = i + 1,

0, 其他;

Eivj =





vi, j = i + 1,

vi+1, j = ī,

0, 其他;

当 i = n 时,

Fnvj =





v0, j = n,

vn̄, j = 0,

0, 其他;

Envj =





−v0, j = n̄,

vn, j = 0,

0, 其他.

其中 wt(vj) = εj , wt(v0) = 0, wt(vj̄) = −εj , j = 1, 2, . . . , n. 此时, 我们称 V 为 Uq(osp(1|2n))

的向量表示.

设 L =
⊕

j∈I A0vj , B = { j = vj + qL|j ∈ I}. 易证 (L,B) 是 V 的晶体基 [8], 其晶体

图为

1 1−−→ 2 2−−→ · · · n−1−−−→ n
n−−→ 0 n−−→ n̄

n−1−−−→ · · · 2−−→ 2̄ 1−−→ 1̄ .

设

Vsp =
⊕
si=±

C(q)(s1, s2, . . . , sn)
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是 2n- 维向量空间. Uq(osp(1|2n)) 在 Vsp 上的作用定义为

Ki(s1, s2, . . . , sn) = q(αi,wt(s1,s2,...,sn))(s1, s2, . . . , sn), 1 6 i 6 n− 1,

Kn(s1, s2, . . . , sn) = iq(αn,wt(s1,s2,...,sn))(s1, s2, . . . , sn),

Fi(s1, s2, . . . , sn) =





(s1, . . . , si−1,−,+, si+2, . . . , sn), 如果 i 6= n, (si, si+1) = (+,−),

(s1, . . . , sn−1,−), 如果 i = n, sn = +,

0, 其他;

Ei(s1, s2, . . . , sn) =





(s1, . . . , si−1,+,−, si+2, . . . , sn), 如果 i 6= n, (si, si+1) = (−,+),

− 1
[2]t

i(s1, . . . , sn−1,+), 如果 i = n, sn = −,

0, 其他.

元素 (s1, s2, . . . , sn) 的权定义为

wt(s1, s2, . . . , sn) =
1
2
(s1ε1 + s2ε2 + · · ·+ snεn).

Vsp 称为 Uq(osp(1|2n)) 的旋转表示. 易证 Vsp 同构于 V (ωn), 并且具有晶体基 (Lsp, Bsp),

其中

Lsp =
⊕
si=±

A0(s1, s2, . . . , sn),

Bsp = {(s1, s2, . . . , sn) = (s1, s2, . . . , sn) + qLsp | si = ±}.

4 Young 表与晶体基

首先回顾一下基本概念.

(1) Young 图是一些格子的全体, 这些格子按照左对齐且每行的格子数弱减的方式放置.

写出每行的格子数, 这就得到整数 n 的一个划分, 其中 n 是 Young 图中格子的总数. 反过

来, n 的每个划分都对应一个 Young 图. 例如, 16 的划分 6 + 4 + 4 + 2 对应的 Young 图是

(2) 如果 Young 图中的格子满足没有格子在它的右边和下方, 则称这样的格子是可移除

的角. 一个 Young 图去掉这个可移除的角后仍是一个 Young 图.

(3) Young 图中可添加格子的位置, 如果添加格子后得到的仍是 Young 图, 则称为余角,

且添加的格子是新 Young 图的可移除角.

一个划分 λ 或 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) 是一个弱减的正整数序列 λ1 > λ2 > · · · > λm. 通常

用小写希腊字母表示一个划分. 划分 λ = (λ1, λ2, . . . , λm) 可以用 Young 图来描述. 划分 λ

称为 Young图的型,其中这个 Young图的第 j 行有 λj 个格子. 例如,上面的 Young图 Y 具

有型 λ = (6, 4, 4, 2). 有时也写成 Y = (6, 4, 4, 2).

任意一个支配整权 λ = a1ω1 + a2ω2 + · · · + an−1ωn−1 + 2anωn, ai ∈ Z>0 根据 (2) 都可

写成 λ = λ1ε1 + λ2ε2 + · · ·+ λn−1εn−1 + λnεn, 其中

λ1 = a1 + a2 + · · ·+ an, λ2 = a2 + a3 + · · ·+ an, . . . , λn = an.
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因此, 我们得到一个型为 (λ1, λ2, . . . , λn) 的 Young 图 Y .

我们希望存在一个图与支配整权 ωn 的对应. 为此我们引入广义 Young 图.

Ysp = ...

它由半个格子组成 (宽是方格子的一半), 并考虑型为 Ysp 的广义 Young 表, 它中所填的数字

来自 Isp = {1, 2, . . . , n, n̄, . . . , 2̄, 1̄} 且

1 ≺ 2 ≺ · · · ≺ n ≺ n̄ ≺ · · · ≺ 2̄ ≺ 1̄.

现在, 我们按如下方式建立型为 Ysp 的广义 Young 表与 Bsp 中元 (s1, . . . , sn) 之间的关系,

如果第 i个分量是 + (−),对应写出数字 i (̄i),然后把这些数字按照 Isp 中的关系填入 Ysp 的

格子中. 例, 设 n = 3, 则 (−,−,+) 对应的广义 Young 表是

3

2̄

1̄

. 因此, Bsp 的晶体图可以

看作是下面的集合,




t1

t2
...

tn

∣∣∣∣∣∣
ti ∈ Isp, t1 ≺ t2 ≺ · · · ≺ tn

i 和 ī不同时出现





.

Kashiwara 算子的作用是

i

...

i + 1

i−−−−→
i + 1

...

ī

(i 6= n), n
n−−−−→ n̄ .

对任意的支配整权 λ = a1ω1 + a2ω2 + · · ·+ anωn (ai ∈ Z>0), 我们得到一个 (广义) Young 图

Y = (λ1, λ2, . . . , λn),
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其中 λi =
∑n−1

j=i aj + 1
2an, an = 2bn +cn, cn = 1或 0. 即每个支配整权 λ = a1ω1 +a2ω2 + · · ·+

anωn (ai ∈ Z>0) 都与一个 (广义) Young 图对应. 因此, 我们可以把 B(λ) 看成是 B⊗N ⊗Bsp

的含有权为 λ 的极大向量的连通分支, 其中, N =
∑n−1

i=1 iai + nbn.

设 Y 是关于 λ 的 (广义) Young 图.

定义 4.1 设 Y 是至多有 n 行的 (广义) Young 图. 型为 Y 的 (广义) 表是指 Y0 部分

填的数字取自 I, Ysp 中填的数字取自 Isp. 这样的 (广义)表称为是半标准的如果所填数字还

满足

(1) 行若增, 但零不重复出现;

(2) 列严格增, 允许零重复出现;

(3) Ysp 中严格增, 且 i 和 ī 不同时出现.

对于表 T , 我们记成

定义 T 的权为

wt(T ) =
∑

i

(ki − k̄i)εi +
1
2

∑

i

(li − l̄i)εi,

其中 ki (k̄i) 表示在 T0 中 i (̄i) 出现的次数, li (l̄i) 表示 i (̄i) 在 Tsp 中出现的次数. 注意

li, l̄i = 0 或 1, 且不同时为 1.

为了建立 Young 表 T 与 B⊗N 之间的关系, 其中 N 是 T 中格子的总数, 我们引入

Far-Eastern 读法.

定义 4.2 Far-Eastern 读法是列按从右到左, 每列按从上到下的顺序读出 Young 表 T

中的数字.

例如

Far-Eastern 读法
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我们希望按照这一读法, 所有 (广义) 半标准表组成的集合具有 Uq(osp(1|2n))- 晶体结

构. 为此, 我们需要附加条件来保证 B(λ) 的晶体图连通.

设 B(Y ) 是有满足如下条件的 (广义) 半标准表 T 组成的集合:

(1) 如果 T 含有下面这样的列,

p −→

q −→

i

ī

则 (q − p) + i > m, 其中 m 是这列中格子的总数.

(2) 如果 T 中相邻两列具有下面前两种的形式之一, p 6 q < r 6 s 且 a 6 b < n:

p −→
q −→

r −→
s −→

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b

b̄

ā,

a

b

b̄

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a

ā,

a

ā

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,

则 (q − p) + (s− r) < (b− a). 显然, 具有后两种形式之一的表不属于 B(Y ).

(3) 如果 T 中相邻两列具有下面的形式之一, p 6 q < r = q + 1 6 s 且 a < n:

p −→

q −→
r −→

s −→

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n

n̄

ā,

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n

0

ā,

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

0

ā,

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0

n̄

ā,

p −→

q −→
r −→

s −→

a

n

n̄

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,

a

n

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,

a

0

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,

a

0

n̄

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ā,
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则 (q − p) + (s− r) = s− p− 1 < n− a.

(4) T 中不含有下面情形的相邻两列, p < s :

p −→

s −→

n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n̄,

n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0,

0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0,

0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n̄.

命题 4.3 设 Ψ : B(Y ) −→ B⊗N (⊗Bsp 如果 Y 是广义 Young 图) 是由 Far-Eastern 读

法确定的映射, 则 Ψ(B(Y )) ∪ {0} 在 Kashiwara 算子 ẽi 和 f̃i 作用下不变. 从而, 这一读法在

B(Y ) 上定义了一个晶体结构.

证明 设 T ∈ B(Y ), 首先证明 i 6= n 时, f̃iT ∈ B(Y ) ∪ {0} . 假设 f̃iT = T ′ 6= 0. f̃i 将

T 中某个格子 b = i 变成 i + 1 或把 b = i + 1 变成 ī . 我们仅考虑第一种情况, 第二种

情况可类似证明. 设 f̃i 将 T 中格子 b = i 变成 i + 1 , 即

设 b′ = j 是位于 A,B, C, D 位置处的格子, 如果 b′ 位于位置 A 或 B, 则 j ¹ i 因为 T

(广义) 半标准的. 如果 b′ 位于位置 C, 易知 j º i + 1. 如果 j = i + 1, 则根据 Kashiwara 算

子在张量积上的运算法则, f̃i 不会作用在 b上, 从而 j > i + 2. 如果 b′ 位于位置 D, 则 j > i.

如果 j = i, 则 f̃i 作用在 b′ 上, 这是不可能的, 从而 j > i + 1 . 因此, f̃iT 仍是 (广义) 半标准

的. 由于 T 满足条件 (4), 易知 T ′ 也满足 (4).

下面验证 T ′ 满足条件 (1)–(3).

(1) 再设 i + 1 与 i + 1 出现在 T ′ 的同一列如图:

即证 q − p + i + 1 > m.

设 j = max{j|j < i, j 和 j̄ 出现在同时含有 i和 i + 1的列}. 设 j (j̄) 出现在第 k 行 (l
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行). 若不存在这样的数字, 则易知 q − p + i + 1 > m. 若存在这样的数字 j,

则没有数字 x出现在 A且 x̄出现在 B处. 所以 p−k+l−q 6 i+1−j.从而 q−p+i+1 > l−k+j.

因为 T 满足 (1), 所以 l − k + j > m. 即 q − p + i + 1 > m. 故 T ′ 满足条件 (1).

(2) 设 T ′ 有下面形式的相邻两列,

(1)

i + 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b

b̄

i + 1

或 (2)

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i + 1

i + 1

ā .

则 T 必含有

(a)

i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b

b̄

i + 1

或 (b)

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i

i + 1

ā .

若 T 含有形如 (a) 的两列, 取 j = min{s > i 且 s̄ 出现在 s所在列的右列}, 且 j 和 i 在同
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一列,

i

A

j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b

b̄

j̄

B

i + 1

←− p

←− k

←− q

←− r

←− l

←− s.

则没有数字 x 出现在 A 且 x̄ 出现在 B 处. 从而 k − p + s− l 6 j − (i + 1). 又 T 满足条件

(2), 则 l − r + q − k < b− j, 即 s− r + q − p < b− (i + 1).

因此, 如果 T ′ 含有形如 (1) 的两列, 则 T ′ 满足条件 (2). 对于形式 (2), 可用类似的方法证

明. 同理可证 T ′ 满足条件 (3).

其次, 证明 f̃nT ∈ B(Y ) ∪ {0}. 假设 f̃iT = T ′ 6= 0. 此时 f̃n 把 T 中的某个格子 b = n

变成 0 或把 b = 0 变成 n̄ . 我们仅证第一种情况, 第二种情况证明类似. 设 f̃n 把 b = n

变成 0 , 即

设 b′ = j 是位于 A,B, C, D 位置处的格子, 如果 b′ 位于位置 A 或 B, 则 j ¹ n 因为 T (广

义) 半标准的. 如果 b′ 位于位置 C, 易知 j º 0 无需证明. 如果 b′ 位于位置 D, 则 j º n 因

为 T ∈ B(Y ). 如果 j = n 或 j = 0, 则 f̃n 将作用在 b′ 上, 这是不可能的, 从而 j Â 0, 且 f̃nT

是 (广义) 半标准的. 即对任意的 T ∈ B(Y ), T ′ = f̃iT 6= 0 都是 (广义) 半标准的. 又因为 T

满足条件 (1)–(4), 所以 T ′ 也满足条件 (1)–(4).

最后, 同理可证 ẽiT ∈ B(Y ) ∪ {0}. 证毕.

例 4.4 设 n = 4, λ = ω2 + ω3 + 3ω4, 则
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相应的广义表

属于 B(Y ). 进而有

ẽ3T ∈ B(Y ), f̃3T ∈ B(Y ).

定理 4.5 设 λ = a1ω1 + a2ω2 + · · ·+ anωn (ai ∈ Z>0) 是支配整权, L(λ) 是最高权为 λ

的有限维既约 Uq(osp(1|2n))- 模. 设 Y 是型为 λ 的 (广义)Young 图, B(Y ) 是所有满足条件

(1)−(4) 的 (广义) 半标准表组成的集合. 则 B(Y ) 同构于 L(λ) 的晶体图 B(λ).

证明 设 an = 2bn + cn (cn = 0 或 1), λi =
∑n−1

j=i aj + 1
2an, N =

∑n−1
i=1 iai + nbn. 根据

完全可约性定理, 只需证明 B(Y ) 同构于 B⊗N ⊗Bsp 的含有权为 λ 的极大向量的分支.

定义 TY 是下面的表, 它的第 i 行填的数字都是 i,

显然, wt(TY ) = λ. 我们断言 B(Y ) 与 B⊗N ⊗Bsp 的含 TY 的分支同构. 根据 Far-Eastern 读

法, TY 可以写成

TY = 1 ⊗ · · · ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
a1

⊗ 1

2
⊗ · · · ⊗ 1

2
︸ ︷︷ ︸

a2

⊗ · · · ⊗
1
...

n

⊗ · · · ⊗
1
...

n
︸ ︷︷ ︸

bn

⊗ Tsp.

其中, 若 cn = 0, Tsp 不出现, 若 cn = 1,

易证, 对任意 i, ẽiTY = 0. 因此, 它是权为 λ 的极大向量.

下证对每个半标准表 T ∈ B(Y ), 都存在 1 6 i1, i2, . . . , ir 6 n 使得 ẽi1 ẽi2 · · · ẽir
T = TY .

等价地, 即证若对任意 i, 都有 ẽiT = 0, 则 T = TY .
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设 T ∈ B(Y )并假设对任意 i, ẽiT = 0. 设 k 是最大的非负整数,使得 T 的前 k 行与 TY

相同.

假设 k < n, b = x 是第 k + 1 行最右边的格子, 则 x Â k + 1. T1 表示位于 b = x 的东

北位置的子表, T2 是 b = x 正下方的列, T3 是 b = x 所在列左边的所有列, T0 是 T3 正上

方的部分, 如下图. 则 T 可分解为

因为对所有 i, ẽiT = 0, 所以 ẽi(T1 ⊗ x ) = 0. 这蕴含着 ẽiT1 = 0 且 ϕi(T1) > τi( x ). 特

别地, 当 i º k + 1 时, τi( x ) = 0. 从而 x = 0 或 x º k̄.

另一方面, 如果 x = 0, 则 ẽn(T1 ⊗ 0 ) 6= 0. 所以 x º k̄. 设 x = j̄, 如果 j̄ Â k̄, 则

ẽj(T1 ⊗ j̄ ) 6= 0; 如果 j̄ = k̄, 则根据条件 (1), k + 1− k + k = k + 1 > m, 其中 m 是 b 所在列

的格子总数. 矛盾. 所以 k = n. 证毕.

5 晶体基的张量积分解

本节我们给出有限维可积模张量积分解的组合法则, 这一法则与文献 [8] 中的命题 5.8

一致.

晶体图反映了有限维可积模的结构,因此,我们只需考虑把晶体图的张量积分解情况,即

分解成不相交的连通分支的并.

设 λ = a1ω1 + a2ω2 + · · · + anωn (ai ∈ Z>0), µ = k1ω1 + k2ω2 + · · · + knωn (ki ∈ Z>0)

是支配整权, Y 和 Y ′ 是对应于 (λ1, λ2, . . . , λn) 和 (µ1, µ2, . . . , µn) 的 (广义) Young 图, 其中,

λi =
∑n−1

j=i aj + 1
2an, µi =

∑n−1
j=i kj + 1

2kn.

设 Y = (λ1, . . . , λj , . . . , λn) 是 (广义) Young 图, 定义

Y [j] = (λ1, . . . , λj + 1, . . . , λn), j = 1, . . . , n,

Y [j] = (λ1, . . . , λj − 1, . . . , λn), j = 1, . . . , n,

Y [0] =





Y, 如果 λn > 0,

∅, 如果 λn = 0.

注意 Y [j] 在很多情况下都不是 (广义) Young 图. 特别地, 当 λn = 0 时, Y [0] 不是 (广

义) Young 图. 如果 Y ′ 是图, 但不是 (广义) Young 图, 则认为 B(Y ′) 是空集. 对 ∗ ∈ B, 把

Y [b] = Y [ ∗ ] 记成 Y [∗]. 众所周知, 把 Uq(osp(1|2n)) 晶体 B(Y )⊗B(Y ′) 分解成连通分支的
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并就是找 B(Y )⊗B(Y ′) 中的极大向量.

定理 5.1 设 λ = a1ω1 +a2ω2 + · · ·+anωn (ai ∈ Z>0), µ = k1ω1 +k2ω2 + · · ·+knωn (ki ∈
Z>0)是支配整权, Y 和 Y ′ 是关于 λ和 µ的 (广义) Young图, 则存在 Uq(osp(1|2n))-晶体同

构

B(Y )⊗B(Y ′) ∼=
⊕

x1 ⊗···⊗ xN
∈B(µ)

B(Y [x1, . . . , xN ]),

或

B(Y )⊗B(Y ′) ∼=
⊕

x1 ⊗···⊗ xN+1 ∈B(µ)

B(Y [x1, . . . , xN+1]),

其中 ⊕ 表示晶体的直和.

为了证明这一定理, 先给出两个命题

命题 5.2 设 λ = a1ω1 +a2ω2 + . . .+anωn (ai ∈ Z>0)是支配整权, Y 是关于 λ的 (广

义) Young 图, 则存在 Uq(osp(1|2n))- 晶体同构

B(Y )⊗B ∼=
⊕

x ∈B

B(Y [x])

其中 ⊕ 表示晶体的直和.

证明 关键是找出 B(Y ) ⊗ B 中所有的极大向量. 而 B(Y ) ⊗ B 中的极大向量具有形

式 TY ⊗ x , 其权为 λ + wt(x), TY 是 B(Y ) 里的最高权向量, 且 x 满足 τ( x ) 6 λ(α∨i ) 对

i = 1, 2, . . . , n 成立.

当 x = j 时, wt(TY ⊗ x ) = λ + εj 且

τ( x ) = τ( j ) =





1, j = i + 1, i 6= n,

0, 其他,

即 λ(α∨j−1) > 0, 这蕴含着在 Y 的第 j 行存在一个余角. 在这个位置添加一个格子, 得到的

新 (广义) Young 图记为 Y [j]. 易知 TY [j] 的极大向量的权是 λ + εj .

当 x = j̄ 时, wt(TY ⊗ x ) = λ− εj 且

τ( x ) = τ( j̄ ) =





1, j = i, i 6= n,

2, j = i = n,

0, 其他,

即 λj = λ(α∨j ) > 0, 这蕴含着在 Y 的第 j 行存在一个可移除角. 在这个位置的格子删掉,

得到的新 (广义) Young 图记为 Y [ j ], 从而得到一个连通分支 B(Y [j̄]), 它的极大向量的权是

λ− εj .

当 x = 0 时, wt(TY ⊗ x ) = λ 且

τ( x ) = τ( 0 ) =





1, i = n,

0, 其他.

从而 λn = λ(α∨n) > 0. 此时我们取 Y [0] 就是 Y .

因此, 我们得到了所有的连通分支 B(Y [x]), 它的极大向量的权为 λ + εx, 其中 εx 表示

x 的权. 证毕.
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例 5.3 设 n=3, λ = ω1 + 2ω3, 则

相应的晶体 B 是

B : 1 1−−→ 2 2−−→ 3 3−−→ 0 3−−→ 3̄ 2−−→ 2̄ 1−−→ 1̄ .

因此由 B 得到的新 Young 图如下:

所以, B(Y )⊗B ∼= B(Y [1])⊕B(Y [2])⊕B(Y [0])⊕B(Y [3̄])⊕B(Y [1̄]).

下面考虑 B(Y ) 与 Bsp 的张量积. 对于 b = (s1, s2, . . . , sn) ∈ Bsp, 定义

Y [b] =
(

λ1 +
1
2
s1, λ2 +

1
2
s2, . . . , λn +

1
2
sn

)
.

如上如果 Y [b] 不是 (广义) Young 图, 则认为 B(Y [b]) 是空集.

命题 5.4 设 λ = a1ω1 + a2ω2 + · · ·+ anωn (ai ∈ Z>0) 是支配整权, Y 是关于 λ 的 (广

义) Young 图, 则存在 Uq(osp(1|2n))- 晶体同构

B(Y )⊗Bsp
∼=

⊕

b∈Bsp

B(Y [b])

证明 与命题 5.2 的证明过程类似.

定理 5.1的证明 只需找出当 Y ′是一般情形时, B(Y )⊗B(Y ′)的所有极大向量. 设 µ =

k1ω1 + k2ω2 + · · ·+ knωn (ki ∈ Z>0), Y ′ 是相应的 (广义)Young图,则按照 Far-Eastern读法,

B(Y ′)可嵌入到 B⊗N 或 B⊗N ⊗Bsp,其中 N 是 Y ′ 中各自的总数. 设 T ⊗T ′ ∈ B(Y )⊗B(Y ′)

是极大向量,并写成 T ′ = x1 ⊗· · ·⊗ xN 或 T ′ = x1 ⊗· · ·⊗ xN ⊗ xN+1 ,其中 xi ∈ B (i =

1, 2, . . . , N), xN+1 ∈ Bsp. 则 T = TY , TY ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xj 是极大向量, 当 j = 1, 2, . . . , N 或

N + 1时. 注意到 (广义)Young图 Y [x1, x2, . . . , xj ]是由 Y [x1, x2, . . . , xj−1]⊗ xj 得到的,并

设当 k = 1, 2, . . . , j 时,若 Y [x1, x2, . . . , xk]不是 (广义)Young图,则 B(Y [x1, x2, . . . , xj ]) = Φ.

根据命题 5.2 的证明过程知, TY ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xN 或 TY ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xN+1 是

B(Y ) ⊗ B(Y ′) 的极大向量当且仅当 k = 1, 2, . . . , N 或 N + 1 时, Y [x1, x2, . . . , xk] 是 (广

义)Young 图. 证毕.

致谢 作者衷心感谢审稿人提出的宝贵修改意见.

参考文献

1 Kashiwara M. On crystal bases of the q-analogue of universal enveloping algebras. Duke Math J, 63:

465–516 (1991)

1108



中国科学 A 辑: 数学 第 39 卷 第 9 期

2 Lusztig G. Canonical bases arising from quantized enveloping algebras. J Amer Math Soc, 3: 447–498

(1990)

3 Kashiwara M, Nakashima T. Crystal graphs for representations of the q-analogue of classical Lie algebras.

J Algebra, 165: 295–345 (1994)

4 Hong J, Kang S J. Introduction to Quantum Groups and Crystal Bases. In: Graduate Studies in Mathe-

matics, Vol. 42. Providence, RI: Amer Math Soc, 2002

5 Kang S J, Misra K C. Crystal bases and tensor product decompositions of Uq(G2)-modules. J Algebra,

163: 675–691 (1994)

6 Nakashima T. Crystal base and a generalization of the Littlewood-Richardson rule for classical Lie algebras.

Commun Math Phys, 154: 215–243 (1993)

7 Zou Y M. Integrable representations of Uq(osp(1|2n)). J Pure Appl Algebra, 130: 99–112 (1998)

8 Musson I M, Zou Y M. Crystal bases for Uq(osp(1, 2r)). J Algebra, 210: 514–534 (1998)

9 Benkart G, Lee S C, Ram A. Tensor product representations for orthosymplectic Lie superalgebras. J Pure

Appl Algebra, 130: 1–48 (1998)

10 Lee S C. Representations for Lie superalgebra spo(2m, 1). J Korean Math Soc, 36(3): 593–607 (1999)

11 Jeong K. Crystal bases for Kac-Moody superalgebras. J Algebra, 237: 562–590 (2001)

1109


