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摘要 本文为一篇综述文章,主要回顾中外数学家在可压缩和不可压缩弹性力学方程平衡态附近经典

解的整体适定性方面所取得的关键研究成果.由于这里所涉及的研究思想和方法与研究拟线性波动方

程相应问题的思想和方法密切相关,因此也将回顾拟线性波动方程的一些相应问题的理论和研究方法.

本文将尽可能简单明了地指出各研究课题的关键困难及克服它们的基本想法,并对其中大部分关键成

果给予更为直截了当的证明. 本文还将提出几个公开问题并简单讨论其困难所在, 以期向更年轻的专

家学者抛砖引玉.
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1 引言

本文是一篇综述文章, 主要关注可压缩和不可压缩弹性力学方程解的整体适定性理论 (参见文

献 [1–5]), 也将回顾拟线性波动方程的一些相应问题的理论和研究方法 [6–8].

众所周知, 连续介质力学方程可以从 Lagrange 力学的角度通过变分的方法推导出力的平衡方程.

当 Lagrange泛函的密度函数仅仅为动能时,人们得到的 Euler-Lagrange方程即为 Euler方程—最简单

的流体力学方程. 如果人们希望研究比 Euler 方程稍微复杂一些的流体力学方程, 那么最简单的情形

就是在 Lagrange泛函的密度函数中再加入势能项,而此时所得到的 Euler-Lagrange方程即为弹性力学

方程. 因此,从 Lagrange力学的角度,可以认为弹性力学方程是最基本的力学方程之一. Navier-Stokes

方程是在 Euler 方程的基础上在适当的假设条件之下考虑黏性后的描述黏性 Newton 流体运动的方

程, 而黏弹性流体力学方程是在弹性力学方程的基础上在同样的假设条件之下考虑黏性后的描述非
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Newton 流体运动的方程. 由于 Euler 方程和 Navier-Stokes 方程在整个偏微分方程及相关学科理论研

究中的核心地位, 弹性力学方程和黏弹性流体力学方程数学理论研究的重要性不言而喻. 本文将聚焦

于可压和不可压的弹性力学方程. 相应的黏弹性流体力学方程方面的研究成果, 读者可参见林芳华教

授的综述文章 [9] 或者最近的文献 [10] 及其参考文献. 为了叙述上的方便, 也为了更直截了当地刻画

问题的本质, 在不可压缩情形, 本文将只考虑 Lagrange 泛函的密度函数中势能项为 Hooke 弹性势能

这一情形1). 在可压缩情形, 我们将只考虑非线性项截断到平方项的情形. 需要指出的是, 这些情形包

含了该问题的所有本质的数学困难 (参见文献 [1, 5]).

将弹性力学方程在平衡态附近线性化后, 人们可以发现2) 其线性化方程为二阶双曲型方程组 (其

典型代表是波动方程). 因此, 该类问题的研究不可避免地要用到相对较成熟的波动方程理论. 由于

弹性力学方程为拟线性方程, 下面将首先简单回顾拟线性波动方程的几项最相关的研究成果, 而关于

Hormander、John、李大潜和周忆等的成果读者可参见专著 [13], 在此不再赘述. 建立在三维线性波动

方程具有 1
1+t 的临界的时间衰减的基础上 (几乎是可积的), Christodoulou [7] 和 Klainerman [6] 于 1986

年在非线性项满足零条件的假设下各自独立地证明了具单个传播速度的三维拟线性波动方程 (组) 小

初值解的整体存在性. Klainerman 所使用的向量场理论及广义能量积分方法 (参见文献 [6, 14]) 在随

后的相关问题的研究中被广泛应用, 成为相关研究的基石. 由于二维线性波动方程仅具有 1√
1+t
的衰

减速度, 相应的非线性问题要困难得多, 直到 2001 年才被 Alinhac [8] 通过引入所谓的 “幽灵权函数”

解决. 需要强调的是,以上工作中均用到了线性波动方程的 Lorentz不变性,而且在二维情形的初始值

需要有紧支集的限制条件.

可压缩弹性力学方程的线性化方程为

Ytt − c22∆Y − (c21 − c22)∇∇ · Y = 0,

其中 Y 为位移函数, c21 >
4c22
3 均为正常数 (c1 和 c2 分别表示压力波和剪切波的传播速度).该方程组是

不满足 Lorentz 不变性的. 在三维情形, 由于其 “临界” 的特性, 人们可以证明 Lorentz 不变性和紧支

集的条件均可以去掉. 在可压缩情形, Agemi [2] 和 Sideris [1, 15] 于 2000 年左右各自独立地证明了平衡

态附近经典解的整体存在性. 随后, Sideris 和 Thomases [3, 4, 16] 建立了相应的三维不可压缩情形解的

整体存在性. 文献 [17]给出了一个更为简短的证明并得到了高阶能量的 Sobolev范数的一致有界性的

估计.

同样地, 二维情形的弹性力学方程要困难得多. 由于其 “超临界” 的特性, Lorentz 不变性的缺失

和紧支集的限制均成为该领域相关研究所面临的本质上的巨大困难. 2016 年, 文献 [5] 通过引入强零

条件的概念, 在发现不可压缩弹性力学方程自然满足强零条件的基础上, 最终克服了二维不可压缩弹

性力学方程不满足 Lorentz 不变性及不具有紧支集的困难并证明了解的整体存在性 (也可参见随后的

文献 [18] 中在 Euler 坐标下对整体解给出的一个新的证明及稍早一些的文献 [19] 中给出的几乎整体

存在性结果).但到目前为止,满足零条件的可压缩情形二维弹性力学方程解的整体存在性问题基本上

仍然没有进展. 更多关于解的奇性的文献读者可参见文献 [20–26], 或者关于长时间适定性的文献可参

见文献 [27–34].

最后介绍一下本文的组织结构. 首先, 第 2 节将对 Klainerman 和 Alinhac 关于三维及二维单个

拟线性波动方程解的整体存在性结果给出更为直截了当的统一的证明,期间还给出我们的关于零条件

的数学表达.然后,在第 3节回顾 Sideris三维可压缩弹性力学方程解的整体存在性的证明. 在第 4节,

1) 由于不可压缩条件的限制, 此时的弹性力学方程仍然是非线性的.

2) 在不可压缩情形时需要用到文献 [11, 12] 中发现的恒等式.
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我们介绍雷震强零条件的数学表达及其关于二维不可压缩弹性力学方程解的整体存在性的证明. 我

们强调, 这里第 4 节所用到的方法完全可以用来解决三维情形的相应问题, 同时相应的运算会更为简

洁、结果也更强. 由于使用了文献 [5]中的思想和方法,这里的大多证明比原始论文中的证明要简单和

直接.

2 拟线性波动方程解的整体存在性

本节回顾单个拟线性波动方程解的整体存在性理论,其中三维情形是基于 Klainerman的工作 [6],

二维情形是基于 Alinhac 的工作 [8]. 我们将在统一的框架下给出一个直截了当的证明.

2.1 问题、零条件、记号及结果

考察如下拟线性波动方程:

vtt −∆v = Q(∂v, ∂2v), v(0, x) = v0(x), vt(0, x) = v1(x), (2.1)

其中

Q(∂v, ∂2v) = Cijk∂iv∂
2
jkv,

这里使用了 Einstein 约定: 重复指标表示作和, 其中 i、j 和 k 均取值于3) {1, 2, . . . , n}, n 表示空间维
数. 首先作对称双曲的假定:

Cijk = Cikj . (2.2)

John 所定义的零条件为

Cijkωiωjωk = 0, ∀ω ∈ Sn−1. (2.3)

这里注意到一个事实是, 对线性方程的简单波解 v(t, x) = ϕ(t+ω · x), 成立 Cijk∂iv∂
2
jkv = 0. 这也正是

零条件的物理解释: 在简单波中没有相互作用. 我们的问题是,对适当的 Sobolev空间中的初始值、二

维和三维拟线性波动方程 (2.1) 的初值问题是否存在整体的经典解?

Klainerman 定义了如下的向量:

Ωij = xi∂j − xj∂i, S = t∂t + xj∂j , Lj = t∂j + xj∂t. (2.4)

它们分别表示旋转变换、尺度变换和 Lorentz变换的无穷小生成元. 可以验证 ∂t、∂i、S− 1、Ωij 和 Lj

均与方程可交换4). 因此, 定义

Γ = {(∂t,∇,Ωij , S − 1, Lj)} (2.5)

为算子值向量, 我们有

(Γαv)tt −∆Γαv =
∑

β+γ=α

Cijk∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv. (2.6)

Klainerman 的广义能量定义为

Es =
∑

|α|6s−1

∥∂Γαv∥2L2 .

我们有如下定理 (Klainerman 当初证明的定理弱于如下形式):

3) i、j 和 k 也可以取值于 {0, 1, 2, . . . , n}, ∂0 = ∂t. 请读者自行对证明作适当的改动.

4) 这里对尺度变换算子作了少许改动以使后面的陈述及运算更简便.
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定理 2.1 令 s > 9, 存在 ϵ0 ≪ 1 使得, 如果初始值具有紧支集, 那么满足条件 (2.2) 和 (2.3) 的

二维及三维拟线性波动方程 (2.1) 满足Es(t) . Es |t=0 6 ϵ0, n = 3,

Es(t) . Es(0)(1 + t)
1
10 , Es−2(t) . Es−2(0) 6 ϵ0, n = 2,

∀ t > 0.

特别地, 经典解是整体存在的.

注 2.2 定理中的 1
10 可以换成其他较小的数, 且二维情形的 Es(0) 可以为一个给定的有界数. ϵ0

的小依赖于这两个数.

注 2.2 对后面几节中的定理也同样适用.

2.2 定理的证明思想

下面用 Lei [5] 建立在 Klainerman 的向量场理论和 Alinhac [8] 所提出的幽灵权函数的基础之上的

方法对如上定理给出统一而简洁的证明. 首先, 在方程 (2.6) 的两边同时乘以 earctanσ(Γαv)t, 我们有

1

2
∂t[e

arctanσ(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2)]− earctanσ∂tσ

2(1 + σ2)
(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2) + earctanσ∇σ

1 + σ2
· ∇Γαv∂tΓ

αv

= ∇ · (earctanσ∇Γαv∂tΓ
αv) +

∑
β+γ=α

Cijke
arctanσ∂iΓ

βv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αv.

取

σ = r − t,

然后将上式在全空间上积分可得

1

2

d

dt

∫
[earctanσ(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2)]dx+

∫
earctanσ

2(1 + σ2)
(|ω∂tΓαv +∇Γαv|2)dx

=
∑

β+γ=α

Cijk

∫
earctanσ∂iΓ

βv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αvdx. (2.7)

为了得到一个封闭的能量估计, 我们需要估计 (2.7) 的右边项. 对远离特征锥的区域{
x : r 6 t

2
+ 1

}
,

这里最典型的一项是

Cijk

∫
r6 t

2+1

earctanσ∂iΓ
αv∂2

jkv∂tΓ
αvdx,

其他项的处理过程中均不再具有本质不同的困难 (详细的论证可以参见文献 [5]). 不妨假定初始值的

紧支集是单位球. 我们可以作如下估计:∫
r6 t

2+1

|∂iΓαv∂2
jkv∂tΓ

αv|dx .
Es∥(|t− r|+ 1)∂2

jkv∥L∞(r6 t
2+1)

1 + t
, (2.8)

这里限定

|α| 6 s− 1.
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注意到如下两个恒等式:

(t− r)(∂t − ∂r) = Sv − ωjLjv,

(t+ r)(∂t + ∂r)v = Sv + ωjLjv,
(2.9)

我们有

|∂f | . |Sf |+ |Lf |
|t− r|

. (2.10)

因此, 当 s > 9 和 |t− r| > 1 时, 我们可以将 (2.8) 改进为∫
r6 t

2+1

|∂iΓαv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αv|dx . Es

√
Es−2

(1 + t)
n
2 +1

, (2.11)

这里在 {x : r 6 t
2 + 1} 的条件下用到了 Klainerman 的如下不等式:

|∂v(t, x)| .
√
E3

(1 + t+ r)
n−1
2 (1 + |t− r|) 1

2

. (2.12)

为了估计 {x : r > t
2 + 1} 的包含特征锥的区域, 定义

gi(v) = ωivt + ∂iv.

直接计算可得

Cijk∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv = Cijkgi(Γ

βv)∂2
jkΓ

γv − Cijkωi∂tΓ
βvgj(∂kΓ

γv)

+ Cijkωi∂tΓ
βvωj∂tgk(Γ

γv)− Cijkωi∂tΓ
βvωjωk∂

2
t Γ

γv.

这里的第一个关键之处是, 由零条件 (2.3) 知, 上式最后一项为 0. 因此可得

Q(∂Γβv, ∂2Γγv) = O(g(Γβv)∂2Γγv) +O(∂Γβv∂g(Γγv)) +
1

r
O(∂Γβv∂Γγv). (2.13)

这就是我们在引言所说的零条件的数学表达, 其中 g 称为好的未知量 (good unknowns).

现在可以对包含特征锥的区域 {x : r > t
2 + 1} 进行估计. 下面仅对最典型的两项

∑
β+γ=α, |β|=1

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv∂tΓ

αvdx

和

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
αv∂2

jkv∂tΓ
αvdx

作估计. 首先, 由 (2.13) 有∑
β+γ=α, |β|=1

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv∂tΓ

αvdx

.
∑

β+γ=α, |β|=1

∥g(Γβv)∥L∞(r> t
2+1)∥∂2Γγv∥L2

√
Es
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+
∑

β+γ=α, |β|=1

(
∥∂Γβv∥L∞∥∂g(Γγv)∥L2

√
Es +

Es∥∂Γβv∥L∞

1 + t

)
.

由 (2.9) 的第二个不等式可得

∥∂g(Γγv)∥L2 .
√
E|γ|+2

1 + t
. (2.14)

此外, 由于

rn−1g2 6
∑
|α|62

∫ ∞

r

∫
[(Ωαg)2]ρρ

n−1dρdσ

.
∑
|α|62

∥Ωαg∥L2∥∇Ωαg∥L2 ,

再注意到 (2.14), 我们有

∥g(Γβv)∥L∞(r> t
2+1) .

√
Es−2

(1 + t)
n
2
. (2.15)

于是, 由 (2.15)、(2.12) 和 (2.14) 可以得到∑
β+γ=α,|β|=1

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv∂tΓ

αvdx . Es
√
Es−2

(1 + t)
n
2
. (2.16)

接下来, 利用 (2.10), 我们作如下估计:

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
αv∂2

jkv∂tΓ
αvdx

. ∥⟨σ⟩−1g(Γαv)∥L2∥(1 + |σ|)∂2v∥L∞(r> t
2+1)

√
Es

+ ∥∂Γαv∥L2∥∂g(v)∥L∞

√
Es +

Es∥∂2v∥L∞

1 + t

. δ∥⟨σ⟩−1g(Γαv)∥2L2 + δ−1∥∂Γv∥2L∞(r> t
2+1)Es

+ ∥∂g(v)∥L∞Es +
Es∥∂2v∥L∞

1 + t
.

从现在开始, 我们经常地使用如下记号:

⟨σ⟩ =
√
1 + σ2.

由 (2.15)、(2.12) 和 (2.14), 有

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
αv∂2

jkv∂tΓ
αvdx

. δ∥⟨σ⟩−1g(Γαv)∥2L2 +
δ−1Es

√
Es−2(1 +

√
Es−2)

(1 + t)
n
2

+
Es
√
Es−2

(1 + t)
n+1
2

. (2.17)

由 (2.11)、(2.16) 和 (2.17), 有∑
β+γ=α

Cijk

∫
earctanσ∂iΓ

βv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αvdx
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. δ∥⟨σ⟩−1g(Γαv)∥2L2 +
δ−1Es

√
Es−2(1 +

√
Es−2)

(1 + t)
n
2

+
Es
√
Es−2

(1 + t)
n+1
2

.

将上式代入 (2.7) 并通过取一个适当小的 δ 可得

d

dt

∫
[earctanσ(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2)]dx+

∫
|ω∂tΓαv +∇Γαv|2

1 + σ2
dx

. Es
√
Es−2(1 +

√
Es−2)

(1 + t)
n
2

+
Es
√
Es−2

(1 + t)
n+1
2

. (2.18)

在三维情形, (2.18) 意味着

Es . Es(0) +
∫ t

0

(1 + s)−
3
2 (E

3
2
s + E2

s )ds.

由 Gronwall 不等式知, 这就足以保证解的整体存在性及解的 (最高阶) Sobolev 范数关于时间的一致

有界性估计 (参见文献 [35]). 因此, 我们就证明了 Klainerman 的结论.

下面来证明 Alinhac 关于 n = 2 时的结果. 此时 (2.18) 是不够的, 我们还需要作一个低阶的能量

估计. 在 (2.7) 中限定 |α| 6 s− 3, 我们有

1

2

d

dt

∫
[earctanσ(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2)]dx+

∫
earctanσ

2(1 + σ2)
(|ω∂tΓαv +∇Γαv|2)dx

=
∑

β+γ=α

Cijk

∫
earctanσ∂iΓ

βv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αvdx. (2.19)

在远离特征锥的区域 {x : r 6 t
2 + 1}, (2.11) 变为

∑
β+γ=α, |β|=1

∫
r6 t

2+1

|∂iΓβv∂2
jkΓ

γv∂tΓ
αv|dx .

E
3
2
s−2

(1 + t)2
. (2.20)

在包含特征锥的区域 {x : r > t
2 + 1}, 我们作如下估计:

∑
β+γ=α

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv∂tΓ

αvdx

. ∥⟨σ⟩−1g(Γβv)∥L2∥(1 + |σ|)∂2Γγv∥L∞(r> t
2+1)

√
Es−2

. ∥⟨σ⟩−1g(Γβv)∥L2

√
EsEs−2√

1 + t
.

利用解的紧支集性质, 有

∥⟨σ⟩−1g(Γβv)∥2L2 .
∫

dσ

∫ ∞

0

ρg2(Γβv)

(2 + t− ρ)2
dρ

=

∫
dσ

∫ ∞

0

ρg2(Γβv)
d 1
2+t−ρ

dρ
dρ

= −
∫

dσ

∫ ∞

0

2g(Γβv)

2 + t− ρ
gρ(Γ

βv)ρdρ−
∫

dσ

∫ ∞

0

g2(Γβv)

2 + t− ρ
dρ

. ∥⟨σ⟩−1g(Γβv)∥L2∥∇g(Γβv)∥L2 ,

207



王科研等: 弹性力学方程解的整体适定性

上式意味着

∥⟨σ⟩−1g(Γβv)∥L2 . ∥∇g(Γβv)∥L2 . (2.21)

这是一个 “意想不到” 的 Hardy 型不等式5). 因此,

∑
β+γ=α

Cijk

∫
r> t

2+1

earctanσ∂iΓ
βv∂2

jkΓ
γv∂tΓ

αvdx . Es−2

√
Es

(1 + t)
3
2

. (2.22)

将 (2.20) 和 (2.22) 代入 (2.19), 有

1

2

d

dt

∫
[earctanσ(|∂tΓαv|2 + |∇Γαv|2)]dx+

∫
earctanσ

2(1 + σ2)
(|ω∂tΓαv +∇Γαv|2)dx . Es−2

√
Es

(1 + t)
3
2

.

上式与 (2.18) 联合即可得到结论. 这里指出 Es(t) |t=0 实际上可以不需要小的限制.

注 2.3 (公开问题) 这里可以注意到, 在三维情形, 解在最高阶的 Sobolev 空间中的范数关于时

间是一致有界的, 而二维情形却增长 (1 + t)δ (对某个 δ > 0). Alinhac 在其专著 [36] 中提出了如下问

题: 这个关于时间的增长是否是最优的? Alinhac 猜想该增长确实是最优的, 即存在整体的解, 其高阶

Sobolev 范数确实有一个增长的下界. Alinhac 还猜想这一可能同样适用于其他类似的问题, 例如, 三

维可压缩弹性力学方程 (见下面的第 3 节) 和二维不可压缩弹性力学方程 (见下面的第 4 节) 等.

3 三维可压缩的非线性弹性力学方程

本节回顾 Sideris [1] 关于三维可压缩弹性力学方程解的整体存在性的证明, 所研究的方程为截断

到平方阶非线性的如下二阶拟线性双曲型方程组:

∂2
t Yi − c22∆Yi − (c21 − c22)∇i∇ · Y = Cijk

lmn∂mYj∂
2
lnYk.

方程中的所有下标均取值于 {1, 2, 3}, c1 和 c2 为压力波和剪切波的传播速度, c21 >
4c22
3 . 方程应该满足

的零条件为 Cijk
lmnωiωjωkωlωmωn = 0, ∀ω ∈ S2,

Cijk
lmnη

(1)
i η

(2)
j η

(3)
k ωlωmωn = 0, ∀ η(p), ω ∈ S2, η(p) · ω = 0.

(3.1)

由于材料的各项同性及标架不变性,上式中的第二个条件是自然满足的6). 此外,我们也需要如下对称

性条件:

Cijk
lmn = Ckji

nml. (3.2)

由于此时没有 Lorentz不变性, 该问题曾一度是非常困难的公开问题.下文中完成准备工作后, 我们将

直接开始证明主要定理, 并在遇到困难时介绍 Sideris 的贡献及其解决问题的方法.

首先, 我们定义如下的向量:

Ωij = xi∂j − xj∂i, S = t∂t + xj∂j . (3.3)

5) 众所周知, 二维情形 Hardy 不等式 ∥r−1f∥L2 . ∥∇f∥L2 是不成立的.

6) 系数 Cijk
lmn 中的指标一定是成对出现的.
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令 Aij = −Aji, 且

A12 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 , A23 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 , A31 =


0 0 −1

0 0 0

1 0 0

 .

定义

Γ = {(∂t,∇, IΩij +Aij , S − 1)} (3.4)

为算子值向量, 我们有

(ΓαYi)tt − c22∆ΓαYi − (c21 − c22)∇i∇ · ΓαY =
∑

β+γ=α

Cijk
lmn∂mΓβYj∂

2
lnΓ

γYk. (3.5)

定义广义能量为

Es =
∑
|α|6s

∥∂ΓαY ∥2L2 .

我们有如下定理 (由 Sideris 和 Agemi 各自独立证明):

定理 3.1 令 s > 9, 存在 ϵ0 ≪ 1 使得

Es(t) . Es(0)(1 + t)
1
10 , Es−2(t) . Es−2(0) = ϵ0, ∀ t > 0.

下面简要介绍一下证明的关键之处. 首先, 在 (3.5) 的基础上作能量估计可得

d

dt

∫
(|∂tΓαY |2 + c22|∇ΓαY |2 + (c21 − c22)|∇ · ΓαY |2)dx

=
∑

β+γ=α

Cijk
lmn

∫
∂mΓβYj∂

2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx. (3.6)

在远离最大的特征锥的区域 {x : r 6 c2t
2 + 1}, 为了估计 (3.6) 的右端项, 我们需要利用其中多余的一

个导数7) 来得到 1
1+t 的衰减. 然而, 第 2 节中的不等式 (2.9) 和 (2.10) 都不再自然地或者无条件地满

足了. 为此, 我们需要定义加权的广义能量 Xκ. 令 ω = x
r , P1 = ω ⊗ ω, P2 = I − P1. 令

Xκ(t) =
3∑

l=0

3∑
j=1

2∑
a=1

∑
|α|6κ−2

∥⟨cat− r⟩Pa∂l∇jΓ
αY ∥L2 . (3.7)

我们有如下引理:

引理 3.2 [1] (Sideris 1) 成立如下估计:⟨r⟩⟨cat− r⟩ 1
2 |Pa∂Y | .

√
E2 + X2,

⟨r⟩⟨cat− r⟩|Pa∂∇Y | . X2.
(3.8)

经过一番艰苦的运算, 我们还可以证明如下引理:

7) 在广义能量 Es 的定义中只需要一个时空导数.
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引理 3.3 [1] (Sideris 2) 令 κ > 9. 如果 Eκ−2 ≪ 1, 那么成立如下估计:

X 2
κ−2 . Eκ−2, X 2

κ . Eκ. (3.9)

关于以上两个引理的证明参见文献 [1]. 结合以上两个引理可以看出,在远离最大的特征锥的区域

{x : r 6 c2t
2 + 1}, ∂Y 在 L∞ 范数的意义下仅具有 1

(1+t)
1
2
的衰减, 而 ∂2Y 在 L∞ 范数的意义下也仅具

有 1
1+t 的衰减,这与波动方程的情形相比均损失了 1

1+t 的衰减. 下面将利用上述两个引理来处理 (3.6)

右端的最典型的两项 ∑
β+γ=α,|β|=1

Cijk
lmn

∫
∂mΓβYj∂

2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx

和

Cijk
lmn

∫
∂mΓαYj∂

2
lnYk∂tΓ

αYidx.

首先, 对 |α| 6 κ− 1, 我们作如下估计:∑
β+γ=α,|β|=1

Cijk
lmn

∫
r6 c2t

2 +1

∂mΓβYj∂
2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx

=
∑

β+γ=α,|β|=1

2∑
a,b,e=1

Cηµν
lmn

∫
r6 c2t

2 +1

Pµj
b ∂mΓβYjP

νk
e ∂2

lnΓ
γYkP

ηi
a ∂tΓ

αYidx

.
∑

β+γ=α,|β|=1

3∑
l,m,n=1

2∑
a,b,e=1

∥∥∥∥ ∂tΓ
αY

⟨cbt− r⟩ 1
2 ⟨cet− r⟩

∥∥∥∥
L2(r6 c2t

2 +1)

× ∥⟨cbt− r⟩ 1
2Pb∂mΓβY ∥L∞∥⟨cet− r⟩Pe∂

2
lnΓ

γY ∥L2

. Eκ
√
Eκ−2

(1 + t)
3
2

.

其次, 我们有

Cijk
lmn

∫
r6 c2t

2 +1

∂mΓαYj∂
2
lnYk∂tΓ

αYidx

=

2∑
a,b,e=1

Cηµν
lmn

∫
r6 c2t

2 +1

Pµj
b ∂mΓαYjP

νk
e ∂2

lnYkP
ηi
a ∂tΓ

αYidx

.
3∑

l,m,n=1

2∑
a,b,e=1

∥∂tΓαY ∥L2∥Pb∂mΓαY ∥L2∥⟨cet− r⟩Pe∂
2
lnY ∥L∞

⟨t⟩

. Eκ
√
Eκ−2

1 + t
.

由引理 3.2 知, 上面两个估计对 r > c2t
2 + 1 时仅要求 1

1+t 的衰减显然也是成立的. 因此,∑
β+γ=α,|β|=1

Cijk
lmn

∫
∂mΓβYj∂

2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx . Eκ

√
Eκ−2

1 + t
. (3.10)

需要指出的是, 当 |α| 6 κ − 3 时, 由于我们不担心导数损失, 所以, 在远离最大的特征锥的区域 {x :

r 6 c2t
2 + 1} 时, 总成立∑

β+γ=α,|β|=1

Cijk
lmn

∫
r6 c2t

2 +1

∂mΓβYj∂
2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx . Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

. (3.11)
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下面考察当 |α| 6 κ− 3 时包含最大的特征锥的区域 {x : r > c2t
2 + 1} 的情形. 我们作如下估计:∑

β+γ=α

Cijk
lmn

∫
r>

c2t
2 +1

∂mΓβYj∂
2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx

=
∑

β+γ=α

2∑
a,b,e=1

Cηµν
lmn

∫
r>

c2t
2 +1

Pµj
b ∂mΓβYjP

νk
e ∂2

lnΓ
γYkP

ηi
a ∂tΓ

αYidx.

如果 (a, b, e) = (1, 1, 1), 则由于零条件 (3.1), 上式中 ∂l、∂m 和 ∂n 至少有一项含有 ∇− ω∂r, 也就是多

了一个 1
1+t 的衰减, 因此是容易处理的. 同理, 如果 (a, b, e) = (2, 2, 2), 情形是一样的. 故下面仅讨论

(a, b, e) = (1, 1, 1) 和 (a, b, e) = (2, 2, 2) 的情形.

如果 b ̸= e, 则我们作如下估计:∑
β+γ=α

2∑
b̸=e, a,b,e=1

Cηµν
lmn

∫
r>

c2t
2 +1

Pµj
b ∂mΓβYjP

νk
e ∂2

lnΓ
γYkP

ηi
a ∂tΓ

αYidx

.
∑

β+γ=α

3∑
l,m,n=1

2∑
a,b,e=1

∥∥∥∥ ∂tΓ
αY

⟨cbt− r⟩ 1
2 ⟨cet− r⟩(1 + t)

∥∥∥∥
L2

× ∥⟨r⟩⟨cbt− r⟩ 1
2Pb∂mΓβY ∥L∞∥⟨cet− r⟩Pe∂

2
lnΓ

γY ∥L2

. Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

.

如果 a ̸= e, 则我们作如下估计:∑
β+γ=α

2∑
a̸=e, a,b,e=1

Cηµν
lmn

∫
r>

c2t
2 +1

Pµj
b ∂mΓβYjP

νk
e ∂2

lnΓ
γYkP

ηi
a ∂tΓ

αYidx

.
∑

β+γ=α

3∑
l,m,n=1

2∑
a,b,e=1

∥∥∥∥ Pb∂mΓβY

⟨cat− r⟩ 1
2 ⟨cet− r⟩(1 + t)

∥∥∥∥
L2

× ∥⟨r⟩⟨cat− r⟩ 1
2 ∂tPaΓ

αY ∥L∞∥⟨cet− r⟩Pe∂
2
lnΓ

γY ∥L2

. Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

.

因此, 总有 ∑
β+γ=α

Cijk
lmn

∫
r>

c2t
2 +1

∂mΓβYj∂
2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx . Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

.

注意到 (3.11), 我们已经证明了下式:∑
β+γ=α

Cijk
lmn

∫
∂mΓβYj∂

2
lnΓ

γYk∂tΓ
αYidx . Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

.

由 (3.6) 和 (3.10), 有

E ′
κ . Eκ

√
Eκ−2

1 + t
.

由 (3.6) 和 (3.11), 有

E ′
κ−2 . Eκ−2

√
Eκ

(1 + t)
3
2

.

结合此二式即可证明本节的定理.
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注 3.4 (公开问题) 在二维情形, 在满足零条件的情形下, “可压缩的弹性力学方程的解是否一

定是整体存在的” 这一问题至今仍然没有本质进展. 问题的困难之一是, 得到一个临界型的高阶能量

估计如下:

E ′
s .

Eα
s

1 + t
, α > 1.

由于此时的线性化方程具有两个特征锥, 如果使用 Alinhac 的幽灵权函数方法, 则其权必然是 c2r − t

的函数, 但方程的非线性项未必总是含有好的未知量 ω∂tY + c2∇Y .

4 二维不可压缩的弹性力学方程

本节回顾雷震关于二维不可压缩弹性力学方程组解的整体存在性定理 (参见文献 [5]). 以下的证

明同样适用于三维情形. 事实上, 按照如下方法, 三维情形的证明会简单得多而且结果更强 (低阶能量

估计不再需要了, 因此解的高阶 Sobolev 范数是一致有界的, 参见文献 [17]). 由于解的不可压缩性质,

解将不再具有紧支集, 且方程不满足 Lorentz 不变性. 即便在单个拟线性波动方程的情形, Alinhac [8]

的方法在此二维情形也不再直接适用. 其中的一个技术性的困难是, Hardy 型不等式 (2.21) 不再成立,

而这在二维情形是本质的困难.

我们首先提出了强零条件的概念,然后在适当意义下证明了不可压缩的弹性力学方程满足强零条

件而非仅仅满足零条件. 在此基础上, 结合 Klainerman 的广义向量场理论和 Alinhac 的幽灵权函数方

法最终得到了解的整体存在性定理. 称拟线性项 Q(∂Y, ∂2Y ) 满足强零条件, 如果下式成立:

Q(∂Y, ∂2Y ) = O(∂Y ∂g(Y )) +
1

r
O(∂Y )2, (4.1)

其中

g(Y ) = ωYt +∇Y.

这就是所谓的强零条件的数学表达. 我们强调, 这里 O(∂Y ∂g(Y )) 可以是 R(∂Y ∂g(Y )) 这种含有零阶

微分算子 R 的形式.

为了简化问题的陈述, 考虑 Hooke 弹性情形的方程如下:∂2
t Y −∆Y = −(∇X)−⊤∇p,

∇ · Y = −det(∇Y ).
(4.2)

这是 Lagrange 坐标下的方程. 在 Euler 坐标下, 方程的形式为
∂tu+ u · ∇u+∇p = ∇ · FF⊤,

∂tF + u · ∇F = ∇uF,

∇ · u = 0.

很多流体力学方程如磁流体、液晶和相场方程等均与上面的这个方程组具有类似的非线性.

定义如下的向量场: Ω̃Y , ∂θY +AY, Ω̃p , ∂θp, Ω̃Y j = (Ω̃Y )j ,

S̃Y , (S − 1)Y, S̃p , Sp, S̃Y j = (S̃Y )j ,
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其中 A 为常数矩阵,

A =

0 −1

1 0

 .

令

Γ = {(∂t, ∂1, ∂2, Ω̃, S̃)},

则可以证明 (参见文献 [5])

∂2
t Γ

αY −∆ΓαY = −(∇X)−⊤∇Γαp−
∑

β+γ=α, γ ̸=α

Cβ
α(∇X)−⊤(∇ΓβY )⊤(∂2

t −∆)ΓγY (4.3)

和

∇ · ΓαY =
∑

β+γ=α

Cβ
α(∂1Γ

βY 2∂2Γ
γY 1 − ∂1Γ

γY 1∂2Γ
βY 2). (4.4)

类似地, 定义广义能量如下:

Eκ =
∑

|α|6κ−1

∥DΓαY ∥2L2 .

Lei [5] 证明了如下定理:

定理 4.1 [5] 令 κ > 10, 存在 ϵ0 ≪ 1 使得

Eκ(t) . Eκ(0)(1 + t)
1
10 , Eκ−2(t) . Eκ−2(0) = ϵ0, ∀ t > 0.

由于方程的非局部性,非线性项中存在与 r 在 L2 意义下不交换的零阶微分算子. 因此,我们需要

改变加权能量的定义:

Xκ =
∑

|α|6κ−2

(∫
r62⟨t⟩

⟨t− r⟩2|D2ΓαY |2dy +
∫
r>2⟨t⟩

⟨t⟩2|D2ΓαY |2dy
)
. (4.5)

这将为我们的证明带来一些额外的技术困难. 经过复杂的证明, 我们有下面的引理:

引理 4.2 [5] 令 κ > 10, 则存在 δ > 0, 使得如果 Eκ−2 6 δ, 那么,

Xκ−2 . Eκ−2, Xκ . Eκ.

此外, 我们还需要一系列的引理 (其中 D 表示时间或者空间导数):

引理 4.3 [5] 令 t > 4, 则成立

⟨r⟩ 1
2 |DΓαY | . ∥DΓ62ΓαY ∥L2 6 E

1
2

|α|+3. (4.6)

此外, 对 r 6 2⟨t⟩/3 或者 r > 5⟨t⟩/4, 有

t|DΓαY | . (E
1
2

|α|+1 + X
1
2

|α|+3) ln
1
2 (e + t). (4.7)

对 ⟨t⟩/3 6 r 6 5⟨t⟩/2, 有
⟨r⟩ 1

2 ⟨t− r⟩ 1
2 |DΓαY | . E

1
2

|α|+2 + X
1
2

|α|+3. (4.8)

213



王科研等: 弹性力学方程解的整体适定性

引理 4.4 [5] 令 t > 4, 则当 r 6 2⟨t⟩/3 或者 r > 5⟨t⟩/4 时, 有

t|D2ΓαY | . X
1
2

|α|+4. (4.9)

当 r 6 5⟨t⟩
2 时, 有

⟨r⟩ 1
2 ⟨t− r⟩|D2ΓαY | . X

1
2

|α|+4 + E
1
2

|α|+3. (4.10)

引理 4.5 [5] 我们有

X
1
2
2 . E

1
2
2 + ⟨t⟩∥(∂2

t −∆)Y ∥L2 .

引理 4.6 [5] 当 ⟨t⟩
3 6 r 6 5⟨t⟩

2 时, 有

⟨t⟩|ωj∂tDY + ∂jDY | . |DY |+ |DΓY |+ t|(∂2
t −∆)Y |.

下面来作高阶能量估计. 令

|α| 6 κ− 1, q(σ) = arctanσ.

对方程 (4.3) 的两边与 e−q(σ)∂tΓ
αY 作 L2 内积可得

d

dt

∫
e−q(σ)(|∂tΓαY |2 + |∇ΓαY |2)dy +

∑
j

∫
e−q(σ)

1 + σ2
|(ωj∂t + ∂j)Γ

αY |2dy

= − 2

∫
e−q(σ)∂tΓ

αY · [(∇X)−⊤∇Γαp]dy

− 2

∫
e−q(σ)∂tΓ

αY ·
∑

β+γ=α, γ ̸=α

Cβ
α(∇X)−⊤(∇ΓβY )⊤(∂2

t −∆)ΓγY dy

. E
1
2
κ ∥(∇X)−⊤∥L∞

(
∥∇Γαp∥L2 +

∑
β+γ=α, γ ̸=α

∥(∇ΓβY )⊤(∂2
t −∆)ΓγY ∥L2

)
,

我们将经常用到 ∥(∇X)−⊤∥L∞ 6 4. 初一看, 由于 ∥∇Γαp∥L2 中含有 |α| + 2 阶导数, 而能量中仅有

|α|+ 1 阶导数, 我们似乎总是损失一个导数. 这是一个需要处理的技术问题, 详细的分析参见文献 [5].

我们可以得到如下估计:

∥∇Γαp∥L2 .
∑

β+γ=α, γ ̸=α

∥|∇ΓβY ||(∂2
t −∆)ΓγY |∥L2

+ ⟨t⟩− 1
2 E

1
2
κ−2∥⟨t− r⟩−1(ωj∂t + ∂j)Γ

βY ∥L2 + ⟨t⟩−1E
1
2
κ−2E

1
2
κ .

因此,

d

dt

∫
e−q(σ)(|∂tΓαY |2 + |∇ΓαY |2)dy +

∫
e−q(σ)

1 + σ2
(|ω∂tΓαY +∇ΓαY |2)dy

. E
1
2
κ

∑
β+γ=α, γ ̸=α

∥(∇ΓβY )⊤(∂2
t −∆)ΓγY ∥L2

+ ⟨t⟩− 1
2 E

1
2
κ−2E

1
2
κ ∥⟨t− r⟩−1(ωj∂t + ∂j)Γ

βY ∥L2 + ⟨t⟩−1E
1
2
κ−2Eκ. (4.11)

我们可以利用前面的引理作如下估计:∑
β+γ=α, γ ̸=α

∥(∇ΓβY )⊤(∂2
t −∆)ΓγY ∥L2
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.
∑

β+γ=α, |γ|6[|α|/2]

∥∇ΓβY ∥L2∥(∂2
t −∆)ΓγY ∥L∞

+
∑

β+γ=α, |β|6[|α|/2],γ ̸=α

∥∇ΓβY ∥L∞∥(∂2
t −∆)ΓγY ∥L2

. E
1
2
κ ∥(∂2

t −∆)Γ6κ−4Y ∥L2 + ⟨t⟩− 1
2 E

1
2
κ−2∥(∂2

t −∆)Γ6κ−2Y ∥L2

. ⟨t⟩−1E
1
2
κ Eκ−2.

将上式代入 (4.11) 并利用 Cauchy 不等式可得

d

dt

∑
|α|6κ−1

∫
e−q(σ)(|∂tΓαY |2 + |∇ΓαY |2)dy . ⟨t⟩−1EκE

1
2
κ−2. (4.12)

这里用到了 Eκ−2 ≪ 1. 这就是我们所需要的高阶能量估计.

至于低阶能量估计, 我们将 (4.3) 改写为

(∇X)⊤(∂2
t −∆)ΓαY +∇Γαp = −

∑
β+γ=α,γ ̸=α

Cβ
α(∇ΓβY )⊤(∂2

t −∆)ΓγY.

将旋度算子作用到上面的方程并求负一阶导数可得

(∂2
t −∆)(−∆)−

1
2∇⊥ · ΓαY =

∑
β+γ=α

Cβ
α(−∆)−

1
2∇⊥ · [(∇ΓβY )⊤(∂2

t −∆)ΓγY ]. (4.13)

经过如此过程, 我们发现变换后的方程满足强零条件 (4.1), 条件是 (−∆)−
1
2∇⊥ · ΓαY 所对应的能量能

够在总能量中起主导作用.

上式两边同时乘以 ∂t(−∆)−
1
2∇⊥ · ΓαY , 然后在 R2 积分, 可得

1

2

d

dt

∫
(|∂t(−∆)−

1
2∇⊥ · ΓαY |2 + |∇(−∆)−

1
2∇⊥ · ΓαY |2)dy

.
∑

β+γ=α

∥∂t(−∆)−
1
2∇⊥ · ΓαY ∥L2∥|∇ΓβY ||(∂2

t −∆)ΓγY |∥L2

. E
1
2
κ−2

∑
β+γ=α

∥|∇ΓβY ||(∂2
t −∆)ΓγY |∥L2 .

我们可以应用前面的引理作如下估计:∑
β+γ=α, |β|6[|α|/2]

∥|∇ΓβY ||(∂2
t −∆)ΓγY |∥L2

. ∥∇Γ6[|α|/2]Y ∥L∞∥(∂2
t −∆)Γ6|α|Y ∥L2

. ⟨t⟩−3/2E
1
2
κ−2∥⟨t⟩(∂2

t −∆)Γ6κ−2Y ∥L2

. ⟨t⟩−3/2Eκ−2E
1
2
κ .

类似地, 由 [|α|/2] + 4 6 κ− 2 可得∑
β+γ=α,|γ|6[|α|/2]

∥|∇ΓβY ||(∂2
t −∆)ΓγY |∥L2

215



王科研等: 弹性力学方程解的整体适定性

. ∥(1− φt)∇Γ6κ−3Y ∥L∞∥(1− φt)(∂2
t −∆)Γ6[|α|/2]Y ∥L2

+ ∥φt∇Γ6κ−3Y ∥L2∥φt(∂2
t −∆)Γ6[|α|/2]Y ∥L∞

. ⟨t⟩−3/2E
1
2
κ ∥⟨t⟩(1− φt)(∂2

t −∆)Γ6[|α|/2]Y ∥L2

+ ⟨t⟩−3/2E
1
2
κ−2∥⟨t⟩φt(∂2

t −∆)Γ6[|α|/2]+2Y ∥L2

. ⟨t⟩−3/2Eκ−2E
1
2
κ .

因此,

d

dt

∑
|α|6κ−3

∫
|D(−∆)−

1
2∇⊥ · ΓαY |2dy . ⟨t⟩−3/2E

1
2
κ Eκ−2. (4.14)

现在研究 (−∆)−
1
2∇⊥ · ΓαY 所对应的能量的主导性. 利用 (4.4) 可得

(−∆)−
1
2∇ ·DΓαY = (−∆)−

1
2D

∑
β+γ=α

Cβ
α [∂1Γ

βY 2∂2Γ
γY 1 − ∂1Γ

γY 1∂2Γ
βY 2]

= (−∆)−
1
2

∑
β+γ=α

Cβ
α [∂1DΓβY 2∂2Γ

γY 1 − ∂1Γ
γY 1∂2DΓβY 2]

+ (−∆)−
1
2

∑
β+γ=α

Cβ
α [∂1Γ

βY 2∂2DΓγY 1 − ∂1DΓγY 1∂2Γ
βY 2]

= (−∆)−
1
2∇⊥ ·

∑
β+γ=α

Cβ
α [DΓβY 2∇ΓγY 1 −∇ΓβY 2DΓγY 1].

因此,

∥(−∆)−
1
2∇ ·DΓαY ∥L2 .

∑
β+γ=α

∥|DΓβY ||DΓγY |∥L2

. ∥DΓ6|α|Y ∥L2∥DΓ6[|α|/2]∥L∞

. Eκ−2. (4.15)

这样, 我们可以看到, 由于

|∥DΓ6κ−3Y ∥2L2 − ∥(−∆)−
1
2∇⊥ ·DΓ6κ−3Y ∥2L2 | . E2

κ−3 . ϵ2Eκ−2,

所以, ∥(−∆)−
1
2∇⊥ ·DΓ6κ−3Y ∥L2 与 ∥DΓ6κ−3Y ∥L2 是等价的. 这就证明了 ∥(−∆)−

1
2∇⊥ ·DΓ6κ−3Y ∥L2

的主导性. 我们得到了想要的低阶能量估计, 进而证明了定理.
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Global well-posedness for systems of elasticity

Keyan Wang & Zhen Lei

Abstract This is a survey paper. We mainly revisit those highlighted results on the global well-posedness of
classical solutions near equilibrium for systems of compressible and incompressible elasticity. Due to the fact that
the methods and ideas used for elasticity are closely related to those used for quasilinear wave equations, we will
also revisit some corresponding highlighted results on quasilinear wave equations. We will try to pinpoint the
key difficulties of those problems and the key methods to overcome them, and present direct and simple proofs
as many as we can. We will also raise some open questions and make a few comments to attract the attention of
young researchers.
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