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摘要 众所周知, 自然 K- 对偶 Bessel 序列指的是所有 K- 对偶 Bessel 序列中分析算子的范数最小的

那个 K- 对偶 Bessel 序列, 但是通过该定义无法直接知道自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式. 本文

先给出两种特殊情况下, K- 框架的自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式和最佳 K- 框架界. 特别地,

有限维 Hilbert 空间中的 K- 框架的最佳 K- 框架界可以用特征值来表示. 最后, 通过本文所得到的自

然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式来刻画出所有的 K- 对偶 Bessel 序列.
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1 引言

Hilbert 空间中的框架的概念是由 Duffin 和 Schaeffer [1] 于 1952 年在研究非调和 Fourier 级数时

引入的, 他们对框架的性质进行了一些初步的讨论. 1986 年, Daubechies 等 [2] 的研究成果使得框架理

论受到国内外众多学者的关注. 从此之后, 国内外众多学者开始着手对框架理论进行系统的研究并取

得了一系列成果 (参见文献 [3,4]). 目前框架理论已不仅仅是一门纯粹的数学理论, 它在许多应用领域

中已经成为一个不可或缺的工具, 如压缩感知 [5] 和信号采样 [6] 等.

Găvruţa [7] 在 2012 年引入了一种称为 K- 框架的推广框架, 它可以重构有界线性算子 K 的值域

中的元素. 对于 K 为正交投影算子的特殊情形, Feichtinger 和 Werther [8] 已经进行了相关的讨论. 既

然 K- 框架作为一种新的推广框架, 那它与我们所熟知的框架之间是否存在着差异? 从国内外众多学

者的相关研究成果中可以发现, K-框架与框架之间确实存在着很大的差异.例如, Găvruţa [7] 证明了序

列 {fi}∞i=1 为 H 的 K-框架当且仅当 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel序列且其合成算子 T 满足 R(K) ⊂ R(T )

(参见文献 [7, 定理 4]). 而我们知道序列 {fi}∞i=1 为 H 的框架当且仅当 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列且

其合成算子 T 为满射 (参见文献 [4, 定理 5.5.1]). Xiao 等 [9] 给出了例子说明在重构表达式中 K- 框

架的位置与其 K- 对偶 Bessel 序列的位置是不可交换的 (参见文献 [9, 例 3.2]). 而我们知道对于框架
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而言, 在重构表达式中框架的位置与其对偶框架的位置是可交换的 (参见文献 [4, 引理 6.3.2]). 正是因

为 K- 框架与框架之间存在着差异, 才吸引了国内外众多学者对其进行研究, 并且已经得到了一些关

于 K- 框架的重要性质 (参见文献 [9–15]).

众所周知,在重构 Hilbert空间中的元素时,我们需要知道的不仅仅是框架 {fi}∞i=1,我们还需要知

道其对偶框架. 通常情况下, 我们最常用的对偶框架就是自然对偶框架 {S−1fi}∞i=1, 其中 S 是 {fi}∞i=1

的框架算子. 同样, K- 框架在重构有界线性算子 K 的值域中的元素时, 也需要知道其 K- 对偶 Bessel

序列. 文献 [7]和 [14]分别给出了 K-对偶 Bessel序列存在性的证明以及其定义 (参见文献 [7,定理 3]

和 [14, 定义 2.5]). 特别地, 对于自然 K- 对偶 Bessel 序列而言, 其定义会不会就是 {S−1fi}∞i=1? 由于

一般的 K- 框架 {fi}∞i=1 的框架算子 S 是不可逆的, 所以, 我们无法将自然 K- 对偶 Bessel 序列定义

为 {S−1fi}∞i=1. 于是, Guo [14] 给出了如下定义: 自然 K- 对偶 Bessel 序列是所有 K- 对偶 Bessel 序列

中分析算子的范数最小的那个 K-对偶 Bessel序列 (参见文献 [14,注 2.11(iii)]). 但是通过该定义我们

无法直接知道自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式. 那自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式到底是

什么? 对于该问题, 目前有如下部分结果: Xiang [16] 将自然 K- 对偶 Bessel 序列的定义推广到了 K-g-

框架上 (参见文献 [16, 注 2.5]), 并证明了在 K 具有闭值域的情况下, Parseval K-g-框架 {Λi}i∈N 的自

然 K-对偶 g-Bessel序列 (为了避免歧义,我们将文献 [16]中的自然对偶 K-g-Bessel序列称为自然 K-

对偶 g-Bessel 序列) 为 {Λi(K
+)∗}i∈N (参见文献 [16, 定理 2.10]). 当 Λi ∈ B(H,C) (i ∈ N) 时, 通过文

献 [16,定理 2.10]可知,在 K 具有闭值域的情况下, Parseval K-框架 {fi}∞i=1 的自然 K-对偶 Bessel序

列为 {K+fi}∞i=1 (该结论实际上可由本文的定理 3.3 推出, 因为对于紧 K- 框架而言, 有 R(K) = R(T )

成立). 由于 Xiang [16] 只给出了 Parseval K-g- 框架的自然 K- 对偶 g-Bessel 序列的具体形式, 所以,

我们也只能知道 Parseval K- 框架的自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式. 本文将对一般的 K- 框架

来进行讨论, 主要考虑其自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式和最佳 K- 框架界以及 K- 对偶 Bessel

序列的刻画. 我们得到如下结果:

首先, 我们给出在 T 具有闭值域的情况下 (其中 T 为 {fi}∞i=1 的合成算子), K- 框架 {fi}∞i=1 的

自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式和最佳 K- 框架界 (见定理 3.3). 接着给出在 K 具有闭值域且

R(K) ⊂ R(SK) 的情况下 (其中 S 为 {fi}∞i=1 的框架算子), K- 框架 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel

序列的具体形式和最佳 K- 框架界 (见定理 3.4). 其次, 我们指出有限维 Hilbert 空间中的 K- 框架

的最佳 K- 框架界是可以用特征值来表示的, 并给出了相关结论 (见定理 3.5). 值得注意的是, 有限

维 Hilbert 空间中的框架的最佳框架下界是用框架的框架算子的特征值来表示, 而有限维 Hilbert 空

间中的 K- 框架的最佳 K- 框架下界是用其自然 K- 对偶 Bessel 序列的框架算子的特征值来表示. 最

后,我们将通过自然 K-对偶 Bessel序列的具体形式来刻画出所有的 K-对偶 Bessel序列 (见定理 4.1

和 4.2).

在本文中, ℓ2 表示所有满足下式的复数列 {ai}∞i=1 所构成的一个无穷维复 Hilbert 空间:

∞∑
i=1

|ai|2 < ∞.

Hn 表示 n维的复 (或实) Hilbert空间, H 表示无穷维可分的复 (或实) Hilbert空间,其内积记为 ⟨·, ·⟩,
范数记为 ∥ · ∥ =

√
⟨·, ·⟩. B(H, ℓ2) 是 H 到 ℓ2 的所有有界线性算子的集合. B(Hn) 是 Hn 到 Hn 的所

有有界线性算子的集合. B(H)是 H 到 H 的所有有界线性算子的集合. N为正整数集, In 是 Hn 中的

恒等算子, I 是 H 中的恒等算子. 若 V 为 H 的一个闭子空间, 则 πV 表示 H 到 V 上的正交投影算

子. 若 T ∈ B(H), 则 R(T ) 和 NT 分别表示算子 T 的值域和核. 若 T 属于 B(H) 且 V ⊂ H, 则 TV 表
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示算子 T 在子空间 V 上的限制. 为了方便后续的介绍, 我们先介绍以下相关的基本概念.

定义 1.1 [4] 设序列 {fi}∞i=1 ⊂ H, 若存在正数 A 和 B, 使得对于任意的 f ∈ H, 有

A∥f∥2 6
∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 6 B∥f∥2, (1.1)

则称 {fi}∞i=1 为 H 的框架, 其中 A 和 B 分别称为框架的下界和上界, 特别地, A 的上确界和 B 的下

确界分别称为框架的最佳下界和最佳上界.

如果不等式 (1.1) 的右边成立, 则称 {fi}∞i=1 为 H 中界为 B 的 Bessel 序列.

定义 1.2 [7] 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 ⊂ H, 若存在正数 A 和 B, 使得对于任意的 f ∈ H, 有

A∥K∗f∥2 6
∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 6 B∥f∥2, (1.2)

则称 {fi}∞i=1 为 H 的 K-框架,其中 A和 B 分别称为 K-框架的下界和上界,特别地, A的上确界和 B

的下确界分别称为 K- 框架的最佳下界和最佳上界. 当 K = I 时, K- 框架就是框架.

定义 1.3 [14] 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K-框架, 若存在 H 的 Bessel 序列 {gi}∞i=1, 使

得对于任意的 f ∈ H, 有

Kf =
∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi, (1.3)

则称 {gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列.

注 1.1 为了避免歧义, 本文将文献 [14] 中的对偶 K-Bessel 序列称为 K- 对偶 Bessel 序列. 通

过简单的验证可知, 定义 1.3 中的 K- 对偶 Bessel 序列 {gi}∞i=1 为 H 的 K∗- 框架.

定义 1.4 [14] 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, 则 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel

序列是其所有 K- 对偶 Bessel 序列中分析算子的范数最小的那个 K- 对偶 Bessel 序列.

定义 1.5 [4] 若 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列, 则可定义有界线性算子 T 如下:

T : ℓ2 → H, Ta =

∞∑
i=1

aifi, a = {ai}∞i=1 ∈ ℓ2, (1.4)

称 T 为 Bessel 序列 {fi}∞i=1 的合成算子. T 的共轭算子 T ∗ 为

T ∗ : H → ℓ2, T ∗f = {⟨f, fi⟩}∞i=1, f ∈ H, (1.5)

称 T ∗ 为 Bessel 序列 {fi}∞i=1 的分析算子. 令 S = TT ∗, 则

S : H → H, Sf =
∞∑
i=1

⟨f, fi⟩fi, f ∈ H, (1.6)

称 S 为 Bessel 序列 {fi}∞i=1 的框架算子.

2 一些引理

引理 2.1 [4] 若 T ∈ B(H) 且 T 具有闭值域, 则
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(1) 存在唯一的 T+ ∈ B(H) 满足

NT+ = R(T )⊥, R(T+) = N⊥
T , TT+f = f, f ∈ R(T ), (2.1)

称算子 T+ 为 T 的伪逆算子. 如果 T 为可逆的有界线性算子, 则 T+ = T−1;

(2) TT+ = πR(T ), T
+T = πR(T+);

(3) R(T ∗) 是 H 的一个闭子空间, 且 (T ∗)+ = (T+)∗.

引理 2.2 [17] 若 T ∈ B(H), 则

(1) R(T )⊥ = NT∗ , R(T ∗)⊥ = NT , R(T ) = N⊥
T∗ , R(T ∗) = N⊥

T ;

(2) NT = NT∗T , NT∗ = NTT∗ , R(T ) = R(TT ∗), R(T ∗) = R(T ∗T );

(3) 如果四个子空间 R(T )、R(T ∗)、R(TT ∗) 和 R(T ∗T ) 中有一个是闭子空间, 则其他三个也是闭

子空间.

引理 2.3 [4] 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列当且仅当可由 (1.4) 定义有界线性算子 T .

引理 2.4 [7] 设 K ∈ B(H), 则序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架当且仅当 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序

列且其合成算子 T 满足 R(K) ⊂ R(T ) .

引理 2.5 [4] 设序列 {fi}mi=1 为 Hn 的框架, 其框架算子 S 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn, 则 {fi}mi=1

的最佳框架下界和最佳框架上界分别为 λmin = min16i6n{λi} 和 λmax = max16i6n{λi}.
注 2.1 参见文献 [4, 定理 1.3.1(i) 的证明], 不难发现, 对于 Hn 中满足 λmax > 0 的 Bessel 序列

{fi}mi=1 而言, 引理 2.5 中最佳上界的结论也是成立的, 其中 λmax 是 Bessel 序列 {fi}mi=1 的框架算子

的最大的特征值.

引理 2.6 [18] 设序列 {fi}∞i=1为 H 的框架, T 和 S分别为 {fi}∞i=1的合成算子和框架算子, {fi}∞i=1

的最佳框架下界和最佳框架上界分别为 A 和 B, 则

A = ∥S−1∥−1 = ∥T+∥−2, B = ∥S∥ = ∥T∥2.

注 2.2 参见文献 [18,命题 3.4的证明],不难发现,对于 H 中满足 ∥S∥ ̸= 0的 Bessel序列 {fi}∞i=1

而言, 引理 2.6 中最佳上界的结论也是成立的, 其中 S 是 Bessel 序列 {fi}∞i=1 的框架算子.

引理 2.7 [14] 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 为 {fi}∞i=1 的合成算子, 则序列

{gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列当且仅当存在 M ∈ B(H, ℓ2), 使得 K = TM 且 gi = M∗ei,

i ∈ N, 其中 {ei}∞i=1 为 ℓ2 的标准正交基.

引理 2.8 [14] 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, 则 {fi}∞i=1 的最佳 K- 框架下界为

其自然 K- 对偶 Bessel 序列的分析算子的范数的负二次方.

注 2.3 文献 [14] 中定理 2.10 的结论是 K- 框架 {fi}∞i=1 的最佳 K- 框架下界为其自然 K- 对偶

Bessel 序列的分析算子的范数的二次方. 如果需得到引理 2.8, 我们只需将文献 [14] 中定理 2.10 的证

明过程中的第二个等式的等号的左边补上 A−1, 以及后续证明过程中的 A 改为 A−1 即可.

3 自然 KKK- 对偶 Bessel 序列

定理 3.1 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 和 S 分别为 {fi}∞i=1 的合成算子和

框架算子. 若 T 具有闭值域, 则 {K∗S+fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列.

证明 下面先说明 S+ 是存在的. 事实上,由于 S = TT ∗ 且 T 具有闭值域,故根据引理 2.2(3)可

知, S 也具有闭值域. 再根据引理 2.1(1) 知, S+ 存在.
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下面证明 {K∗S+fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列. 设 K- 框架 {fi}∞i=1 的上界为 B, 则对于任意的

n ∈ N, f ∈ H, 有

n∑
i=1

|⟨f,K∗S+fi⟩|2 =

n∑
i=1

|⟨S+Kf, fi⟩|2 6
∞∑
i=1

|⟨S+Kf, fi⟩|2

6 B∥S+Kf∥2 6 B∥S+K∥2∥f∥2,

由此可知正项级数
∑∞

i=1 |⟨f,K∗S+fi⟩|2 收敛. 令 n → ∞, 则从上述不等式得到

∞∑
i=1

|⟨f,K∗S+fi⟩|2 6 B∥S+K∥2∥f∥2, f ∈ H,

即 {K∗S+fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列.

由于序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, 故根据引理 2.4, 有 R(K) ⊂ R(T ). 又由引理 2.2(2) 以及 T

具有闭值域, 有 R(T ) = R(S), 即 R(K) ⊂ R(T ) = R(S). 故根据引理 2.1(1) 知, SS+Kf = Kf , f ∈ H,

则对于任意的 f ∈ H, 有

∞∑
i=1

⟨f,K∗S+fi⟩fi =
∞∑
i=1

⟨S+Kf, fi⟩fi = SS+Kf = Kf, (3.1)

故根据定义 1.3 知, {K∗S+fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列.

定理 3.2 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 和 S 分别为 {fi}∞i=1 的合成算子和

框架算子. 若 T 具有闭值域, 则下列命题等价:

(1) {gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列;

(2)存在 H 的 Bessel序列 {hi}∞i=1,使得 gi = K∗S+fi+hi (i ∈ N)且 TT ∗
h = 0,其中 T ∗

h 为 {hi}∞i=1

的分析算子.

证明 (1) ⇒ (2) 取 hi = gi −K∗S+fi, i ∈ N, 即有 gi = K∗S+fi + hi, i ∈ N. 下证 {hi}∞i=1 为 H

的 Bessel 序列. 根据定义 1.3 可知, {gi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列, 设其上界为 C. 根据定理 3.1 可知,

{K∗S+fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列, 设其上界为 D, 则对于任意的 n ∈ N, f ∈ H, 有

n∑
i=1

|⟨f, hi⟩|2 =
n∑

i=1

|⟨f, gi −K∗S+fi⟩|2

=
n∑

i=1

|⟨f, gi⟩ − ⟨f,K∗S+fi⟩|2

6
n∑

i=1

(|⟨f, gi⟩|+ |⟨f,K∗S+fi⟩|)2

6 2

n∑
i=1

|⟨f, gi⟩|2 + 2

n∑
i=1

|⟨f,K∗S+fi⟩|2

6 2

∞∑
i=1

|⟨f, gi⟩|2 + 2

∞∑
i=1

|⟨f,K∗S+fi⟩|2

6 (2C + 2D)∥f∥2,
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由此可知正项级数
∑∞

i=1 |⟨f, hi⟩|2 收敛. 令 n → ∞, 则从上述不等式得到

∞∑
i=1

|⟨f, hi⟩|2 6 (2C + 2D)∥f∥2, f ∈ H,

即 {hi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列.

另外, 由 (1)和定理 3.1知, {gi}∞i=1 和 {K∗S+fi}∞i=1 都为 {fi}∞i=1 的 K-对偶 Bessel 序列, 故根据

定义 1.3 知, 对于任意的 f ∈ H, 有

TT ∗
hf =

∞∑
i=1

⟨f, hi⟩fi =
∞∑
i=1

⟨f, gi −K∗S+fi⟩fi

=
∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi −
∞∑
i=1

⟨f,K∗S+fi⟩fi

= Kf −Kf = 0.

由此即可说明 TT ∗
h = 0.

(2) ⇒ (1) 参考 (1) ⇒ (2) 中 {hi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列的证明过程, 同理可得 {gi}∞i=1 为 H 的

Bessel 序列. 又因为对于任意的 f ∈ H, 有

∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi =
∞∑
i=1

⟨f,K∗S+fi + hi⟩fi

=
∞∑
i=1

⟨f,K∗S+fi⟩fi +
∞∑
i=1

⟨f, hi⟩fi

= Kf + TT ∗
hf = Kf + 0 = Kf,

所以, 根据定义 1.3 可知, {gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列.

注 3.1 当 K = I 时, 即可由定理 3.2 得到文献 [3, 命题 1.17]. 因为对于框架而言, 其合成算子

为满射, 故必具有闭值域, 即满足定理 3.2 的条件.

定理 3.3 设 K ∈ B(H) 且 K ̸= 0, 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 和 S 分别为 {fi}∞i=1 的

合成算子和框架算子. 若 T 具有闭值域, 则 {K∗S+fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序列, 且

{fi}∞i=1 的最佳 K- 框架上界为 ∥S∥ = ∥T∥2, 最佳 K- 框架下界为 ∥T ∗S+K∥−2 = ∥K∗S+K∥−1.

证明 根据定义 1.4 和定理 3.1 知, 若要证明 {K∗S+fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序

列, 我们只需证明 {K∗S+fi}∞i=1 的分析算子的范数比 {fi}∞i=1 的其他 K- 对偶 Bessel 序列的分析算子

的范数小即可. 设 {gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的任意一个 K- 对偶 Bessel 序列, 其分析算子记为 T ∗
g . 故根据定

理 3.2 可知, 存在 H 的 Bessel 序列 {hi}∞i=1, 使得 gi = K∗S+fi + hi (i ∈ N) 且 TT ∗
h = 0, 其中 T ∗

h 为

{hi}∞i=1 的分析算子. 记 wi = K∗S+fi, i ∈ N. 根据定理 3.1知, {wi}∞i=1 = {K∗S+fi}∞i=1 为 H 的 Bessel

序列, 其分析算子记为 T ∗
w, 则对于任意的 f ∈ H, 有

T ∗
wf = {⟨f, wi⟩}∞i=1 = {⟨f,K∗S+fi⟩}∞i=1 = {⟨S+Kf, fi⟩}∞i=1 = T ∗S+Kf, (3.2)

故知 T ∗
w = T ∗S+K. 则对于任意的 f ∈ H, 有

∥T ∗
g f∥2 = ∥{⟨f, gi⟩}∞i=1∥2 = ∥{⟨f,K∗S+fi + hi⟩}∞i=1∥2

292



中国科学 : 数学 第 50 卷 第 2 期

= ∥{⟨f,K∗S+fi⟩+ ⟨f, hi⟩}∞i=1∥2

= ∥{⟨f,K∗S+fi⟩}∞i=1 + {⟨f, hi⟩}∞i=1∥2

= ∥T ∗S+Kf + T ∗
hf∥2

= ⟨T ∗S+Kf + T ∗
hf, T

∗S+Kf + T ∗
hf⟩

= ∥T ∗S+Kf∥2 + 2Re⟨T ∗S+Kf, T ∗
hf⟩+ ∥T ∗

hf∥2

= ∥T ∗S+Kf∥2 + 2Re⟨S+Kf, TT ∗
hf⟩+ ∥T ∗

hf∥2

= ∥T ∗S+Kf∥2 + 0 + ∥T ∗
hf∥2

> ∥T ∗S+Kf∥2 = ∥T ∗
wf∥2,

故有 ∥T ∗
wf∥2 6 ∥T ∗

g f∥2 6 ∥T ∗
g ∥2∥f∥2, 即 ∥T ∗

w∥2 6 ∥T ∗
g ∥2. 由此即可说明序列 {wi}∞i=1 = {K∗S+fi}∞i=1

为 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序列.

设序列 {wi}∞i=1 = {K∗S+fi}∞i=1 的合成算子和框架算子分别为 Tw 和 Sw. 根据 T ∗
w = T ∗S+K (通

过 (3.2) 可知) 和 SS+K = K (通过 (3.1) 可知), 则有

Sw = TwT
∗
w = (T ∗S+K)∗T ∗S+K = K∗S+TT ∗S+K = K∗S+SS+K = K∗S+K. (3.3)

由于 ∥Sw∥ = ∥T ∗
w∥2, 故有 ∥T ∗S+K∥−2 = ∥K∗S+K∥−1 成立. 根据引理 2.8 可知, {fi}∞i=1 最佳 K- 框

架下界为 ∥T ∗S+K∥−2 = ∥K∗S+K∥−1.

下证 ∥S∥ ̸= 0. 由于 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, 故根据引理 2.4, 有 R(K) ⊂ R(T ). 又由引理 2.2(2)

以及 T 具有闭值域, 有 R(T ) = R(S), 即 R(K) ⊂ R(T ) = R(S). 若 ∥S∥ = 0, 即 S = 0, 则

R(K) ⊂ R(T ) = R(S) = {0},

即 K = 0. 这与 K ̸= 0 矛盾, 故有 ∥S∥ ̸= 0. 根据引理 2.6 和注 2.2 可知, {fi}∞i=1 的最佳 K- 框架上界

为 ∥S∥ = ∥T∥2.

注 3.2 当 K = I 时, 即可由定理 3.3 得到文献 [4, 命题 5.4.4] 和 [18, 命题 3.4], 即引理 2.6, 以

及自然对偶框架的形式, 即 {K∗S+fi}∞i=1 = {S−1fi}∞i=1. 因为对于框架而言, 其合成算子为满射, 故必

有闭值域, 即满足定理 3.3 的条件.

定理 3.4 设K ∈ B(H)且K ̸= 0,序列 {fi}∞i=1为 H 的K-框架, S为 {fi}∞i=1的框架算子. 若K

具有闭值域, 则下列命题等价:

(1) R(K) ⊂ R(SK);

(2) {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列.

此时, {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1 就是 {fi}∞i=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序列, 且 {fi}∞i=1 的最佳 K- 框架

下界为 ∥T ∗K(SK)+K∥−2 = ∥K∗(K∗S)+K∗K∥−1, 最佳 K- 框架上界为 ∥S∥ = ∥T∥2.

证明 下面先说明 (K∗S)+ 是存在的. 事实上, Xiao 等 [9] 证明了, 设序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框

架, 且 S 为 {fi}∞i=1 的框架算子, 若 K 具有闭值域, 则 SR(K) 具有闭值域 (参见文献 [9] 中的预备知

识). 根据 SR(K) 的定义, 显然有 R(SR(K)) = R(SK), 故 SK 也具有闭值域. 结合引理 2.1(1) 和 2.1(3)

可知, K∗S = (SK)∗ 也具有闭值域, 从而 (K∗S)+ 存在, 且 [(K∗S)+]∗ = [(K∗S)∗]+ = (SK)+.

(1) ⇔ (2)由于 {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1为H的 Bessel序列 (参见定理 3.1的证明过程中 {K∗S+fi}∞i=1

为 H 的 Bessel 序列的证明, 同理可得), 故根据定义 1.3 可知, {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K-
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对偶 Bessel 序列当且仅当对于任意的 f ∈ H, 有

Kf =

∞∑
i=1

⟨f, K∗(K∗S)+K∗fi⟩fi =
∞∑
i=1

⟨K[(K∗S)+]∗Kf, fi⟩fi

=
∞∑
i=1

⟨K(SK)+Kf, fi⟩fi = SK(SK)+Kf,

即 Kf = SK(SK)+Kf , f ∈ H. 根据引理 2.1(1) 和 2.1(2), 则有 Kf = SK(SK)+Kf (f ∈ H) 当且仅

当 R(K) ⊂ R(SK). 由此即可说明 (1) 与 (2) 等价.

参考定理 3.2和 3.3的证明,同理可得序列 {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的自然 K-对偶 Bessel

序列,且 {fi}∞i=1 的最佳 K-框架下界为 ∥T ∗K(SK)+K∥−2 = ∥K∗(K∗S)+K∗K∥−1,最佳 K-框架上界

为 ∥S∥ = ∥T∥2.

注 3.3 当 K = I 时, 即可由定理 3.4 得到文献 [4, 命题 5.4.4] 和 [18, 命题 3.4], 即引理 2.6, 以

及自然对偶框架的形式, 即 {K∗(K∗S)+K∗fi}∞i=1 = {S−1fi}∞i=1. 因为对于框架而言, 其框架算子为满

射, 故有 R(I) = H = R(S) = R(SI), 且显然有 I 具有闭值域, 即满足定理 3.4 的条件.

下面给出例子来说明,定理 3.4确实可以解决一部分定理 3.3并不能解决的情况,即存在 K-框架

满足 K 具有闭值域且 R(K) ⊂ R(SK), 但是不满足其合成算子 T 具有闭值域.

例 3.1 设 {ei}∞i=1 为 H 的标准正交基. 定义有界线性算子 K : H → H, Kf = ⟨f, e1⟩e1, f ∈ H.

取 f1 = e1, f2 = e2, fi = ei−1 + ei, i = 3, 4, . . . , 记 {fi}∞i=1 的合成算子和框架算子分别为 T 和 S.

下证 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列. 对于任意的 n ∈ N 且 n > 2, f ∈ H, 有

n∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 = |⟨f, e1⟩|2 + |⟨f, e2⟩|2 +
n∑

i=3

|⟨f, ei−1⟩+ ⟨f, ei⟩|2

6 |⟨f, e1⟩|2 + |⟨f, e2⟩|2 +
n∑

i=3

(|⟨f, ei−1⟩|+ |⟨f, ei⟩|)2

6 |⟨f, e1⟩|2 + |⟨f, e2⟩|2 + 2
n∑

i=3

|⟨f, ei−1⟩|2 + 2
n∑

i=3

|⟨f, ei⟩|2

6 6
n∑

i=1

|⟨f, ei⟩|2 6 6
∞∑
i=1

|⟨f, ei⟩|2 = 6∥f∥2,

由此可知正项级数
∑∞

i=1 |⟨f, fi⟩|2 收敛. 令 n → ∞, 则从上述不等式得到

∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 6 6∥f∥2, f ∈ H

成立, 即 {fi}∞i=1 为 H 的 Bessel 序列. 根据 K 和 T 的定义, 显然有 R(K) ⊂ R(T ). 故根据引理 2.4

知, {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架.

显然, K 具有闭值域, 因为 R(K) = Span{e1}. 下面证明 R(K) ⊂ R(SK). 由于对于任意的

f ∈ R(K), 都会存在 h ∈ H, 使得 f = Kh = ⟨h, e1⟩e1, 故根据 {fi}∞i=1 的定义, 有

SKh = S(⟨h, e1⟩e1) =
∞∑
i=1

⟨⟨h, e1⟩e1, fi⟩fi = ⟨⟨h, e1⟩e1, f1⟩f1 = ⟨⟨h, e1⟩e1, e1⟩e1 = ⟨h, e1⟩e1 = f.

由此即可说明 R(K) ⊂ R(SK).
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由于我们知道对于 H 中的一个 Bessel序列 {fi}∞i=1 而言, {fi}∞i=1 为 H 的框架序列当且仅当其合

成算子具有闭值域 (参见文献 [4, 推论 5.5.2]), 所以, 若要证明 T 不具有闭值域,我们只需证明 {fi}∞i=1

不是 H 的框架序列即可.

下面先证明 {fi}∞i=1 不是 H 的框架. 对任意固定的 n ∈ N 且 n > 2, 取 f =
∑n

j=1(−1)j−1ej , 则有

∥f∥2 =

n∑
j=1

∥ej∥2 = n.

当 i = 1 时, |⟨f, fi⟩|2 = 1; 当 i = 2 时, |⟨f, fi⟩|2 = 1; 当 2 < i < n+ 1 时,

|⟨f, fi⟩|2 =

∣∣∣∣ n∑
j=1

(−1)j−1⟨ej , ei−1 + ei⟩
∣∣∣∣2 = |(−1)i−1−1 + (−1)i−1|2 = 0;

当 i = n+ 1 时, |⟨f, fi⟩|2 = 1; 当 i > n+ 1 时, |⟨f, fi⟩|2 = 0. 从而,

∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 = 3 =
3

n
∥f∥2.

故由上述等式可知, {fi}∞i=1 不是 H 的框架. 再根据 {fi}∞i=1 的定义可知, Span{fi}∞i=1 = H, 故 {fi}∞i=1

不是 Span{fi}∞i=1 的框架, 即 {fi}∞i=1 不是 H 的框架序列. 由此即可说明 T 不具有闭值域.

我们知道在有限维 Hilbert 空间中, 框架的最佳框架界可以用特征值来表示. 对于有限维 Hilbert

空间中的 K- 框架而言, 其最佳 K- 框架界是否也可以用特征值来表示? 答案是肯定的. 在给出相关

的结论前, 我们先对一个现有的相关结论进行纠正. 李亮和李鹏同 [15] 给出了如下结论:

命题 3.1 [15] 设 K ∈ B(Hn) 且 K ̸= 0, 序列 {fi}mi=1 为 Hn 的 K- 框架, S 为 {fi}mi=1 的框架算

子, 则 {fi}mi=1 的最佳 K- 框架下界为 λmin

∥K∥2 , 其中 λmin 为 S 的最小的非零特征值.

下面给出反例来说明, λmin

∥K∥2 不是 K- 框架 {fi}mi=1 的最佳 K- 框架下界.

例 3.2 设 e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) 为 R3 的标准正交基, 取 f1 = e1, f2 = e1,

f3 = e2, {fi}3i=1 的框架算子记为 S. 定义有界线性算子 K 如下:

K : R3 → R3, Kf = ⟨f, e1⟩e1 + ⟨f, e2⟩e1 + ⟨f, e3⟩e2, f ∈ R3.

下面计算 K∗f , 对于任意的 f, g ∈ R3, 有

⟨K∗f, g⟩ = ⟨f,Kg⟩

= ⟨f, ⟨g, e1⟩e1 + ⟨g, e2⟩e1 + ⟨g, e3⟩e2⟩

= ⟨f, e1⟩⟨e1, g⟩+ ⟨f, e1⟩⟨e2, g⟩+ ⟨f, e2⟩⟨e3, g⟩

= ⟨⟨f, e1⟩e1 + ⟨f, e1⟩e2 + ⟨f, e2⟩e3, g⟩,

即 K∗f = ⟨f, e1⟩e1 + ⟨f, e1⟩e2 + ⟨f, e2⟩e3, f ∈ R3. 故对于任意的 f ∈ R3, 有

∥K∗f∥2 = ∥⟨f, e1⟩e1 + ⟨f, e1⟩e2 + ⟨f, e2⟩e3∥2

= |⟨f, e1⟩|2 + |⟨f, e1⟩|2 + |⟨f, e2⟩|2

= |⟨f, f1⟩|2 + |⟨f, f2⟩|2 + |⟨f, f3⟩|2
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=
3∑

i=1

|⟨f, fi⟩|2 = ⟨Sf, f⟩.

由上述等式可知, {fi}3i=1 为 R3 的 K- 框架且其最佳 K- 框架下界为 1, 以及 S = KK∗ 成立.

下面计算 S 的最小的非零特征值. 根据 K 的定义, 有

K(e1, e2, e3) = (e1, e1, e2) = (e1, e2, e3)


1 1 0

0 0 1

0 0 0

 ,

即 K 在 {ei}3i=1 这组基下对应的矩阵为 
1 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

所以, S = KK∗ 在 {ei}3i=1 这组基下对应的矩阵为
1 1 0

0 0 1

0 0 0



1 0 0

1 0 0

0 1 0

 =


2 0 0

0 1 0

0 0 0

 .

故由上述等式可知 S 的最小的非零特征值为 1.

若命题 3.1 成立, 则有 λmin

∥K∥2 = 1
∥K∥2 = 1. 由于 ∥K∥ > 0, 故有 ∥K∥ = 1. 取 f = (1, 1, 1), 则有

∥Kf∥
∥f∥

=
∥⟨f, e1⟩e1 + ⟨f, e2⟩e1 + ⟨f, e3⟩e2∥√

3
=

∥e1 + e1 + e2∥√
3

=

√
5√
3
> 1.

从而,

∥K∥ = sup
f ̸=0

∥Kf∥
∥f∥

>
√
5√
3
> 1,

与 ∥K∥ = 1 矛盾. 所以, 命题 3.1 不成立.

定理 3.5 设 K ∈ B(Hn) 且 K ̸= 0, 序列 {fi}mi=1 为 Hn 的 K 框架, S 为 {fi}mi=1 的框架算子,

则序列 {K∗S+fi}mi=1 为 {fi}mi=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序列, 且 {fi}mi=1 的最佳 K- 框架下界为 λ̃−1
max,

最佳 K- 框架上界为 λmax, 其中 λ̃max 为 K∗S+K 的最大的非零特征值, λmax 为 S 的最大的非零特

征值.

证明 设 {fi}mi=1 的合成算子为 T , 由于 Hilbert 空间的有限维子空间必为闭子空间, 所以, T 具

有闭值域. 故根据定理 3.3 知, {K∗S+fi}mi=1 为 {fi}mi=1 的自然 K- 对偶 Bessel 序列.

设 K∗S+K 的特征值为 λ̃j , j = 1, . . . , n. 由于 K∗S+K 为自共轭算子, 故存在 λ̃j 对应的特征向

量 ej , 使得 {ej}nj=1 为 Hn 的标准正交基, 且存在 D ∈ B(Hn) 和酉算子 C ∈ B(Hn), 使得 K∗S+K
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= C−1DC, 其中 D 在 {ej}nj=1 这组基下对应的矩阵为

λ̃1 0 · · · 0

0 λ̃2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λ̃n


.

下证 λ̃j > 0, j = 1, . . . , n. 根据注 1.1 和 (3.3) 知, {K∗S+fi}mi=1 为 Hn 的 K∗- 框架且其框架算子

为 K∗S+K, 则对 j = 1, . . . , n, 有

λ̃j = λ̃j⟨ej , ej⟩ = ⟨λ̃jej , ej⟩ = ⟨K∗S+Kej , ej⟩ =
m∑
i=1

|⟨ej ,K∗S+fi⟩|2 > 0,

即 λ̃j > 0, j = 1, . . . , n.

下证 λ̃max ̸= 0. 若 λ̃max = 0, 根据 0 6 λ̃j 6 λ̃max = 0, j = 1, . . . , n, 则有 λ̃j = 0, j = 1, . . . , n, 即

D = 0. 故有 K∗S+K = C−1DC = 0. 通过 (3.3), 我们知道 {K∗S+fi}mi=1 的合成算子和框架算子分别

为 K∗S+T 和 K∗S+K. 再结合引理 2.2(2)以及 Hilbert空间的有限维子空间为闭子空间这一事实,即

可得到

R(K∗S+T ) = R(K∗S+K) = {0}.

又由注 1.1 知, {K∗S+fi}mi=1 为 Hn 的 K∗- 框架. 故根据引理 2.4, 有

R(K∗) ⊂ R(K∗S+T ) = R(K∗S+K) = {0},

即 K∗ = 0, 从而有 K = 0. 这与 K ̸= 0 矛盾, 所以有 λ̃max ̸= 0, 从而 λ̃max > 0.

设 S 的特征值为 λj , j = 1, . . . , n. 参考上述证明, 同理可得 λj > 0, j = 1, . . . , n, 以及当 λmax = 0

时, 有 S = 0 成立. 下面证明 λmax ̸= 0. 若 λmax = 0, 则 S = 0. 由于序列 {fi}mi=1 为 Hn 的 K- 框架,

故根据引理 2.4, 有 R(K) ⊂ R(T ). 再结合引理 2.2(2)以及 Hilbert空间的有限维子空间为闭子空间这

一事实, 有 R(T ) = R(S), 因此,

R(K) ⊂ R(T ) = R(S) = {0},

从而可知 K = 0. 这与 K ̸= 0 矛盾. 故 λmax > 0.

根据引理 2.5 和注 2.1 知, λmax 为 {fi}mi=1 的最佳 K- 框架上界. 又因为 K∗- 框架 {K∗S+fi}mi=1

的框架算子为 K∗S+K (通过 (3.3) 可知), 故根据引理 2.5 和 2.6 以及注 2.1 和 2.2 知, {K∗S+fi}mi=1

的最佳 K∗- 框架上界为 λ̃max = ∥K∗S+K∥. 最后根据定理 3.3 即可知, {fi}mi=1 的最佳 K- 框架下界为

∥K∗S+K∥−1 = λ̃−1
max.

注 3.4 当 K = In 时, 即可由定理 3.5 得到文献 [4, 定理 1.3.1(i)], 即引理 2.5. 因为当 K = In

时, 我们有 K∗S+K = S−1, 故有

λ̃−1
max = λ̂−1

max = λmin,

其中 λ̃max 为 K∗S+K 的最大的非零特征值, λ̂max 为 S−1 的最大的特征值, λmin 为 S 的最小的特

征值.
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4 KKK- 对偶 Bessel 序列的刻画

Li [19] 指出,对于框架 {fi}∞i=1 而言,我们可以通过其自然对偶框架 {S−1fi}∞i=1 来刻画出所有的对

偶框架, 其中 S 为 {fi}∞i=1 的框架算子 (参见文献 [19, 定理 3.6 和推论 3.7]). 对于 K- 框架而言, 我们

是否也能通过自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式来刻画出所有的 K- 对偶 Bessel 序列? 答案是肯

定的. 通过引理 2.7 不难发现, 如果我们需要得到 K- 框架 {fi}∞i=1 的所有 K- 对偶 Bessel 序列, 我们

只需知道所有满足等式 K = TM 的 M 即可, 其中 T 为 {fi}∞i=1 的合成算子. 下面分别给出两种特殊

情况下 M 的表达式, 然后通过 M 的表达式以及前面所给出的自然 K- 对偶 Bessel 序列的具体形式

来刻画出所有的 K- 对偶 Bessel 序列.

定理 4.1 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 为 {fi}∞i=1 的合成算子. 若 T 具有闭

值域, 则

(1) 所有满足等式 K = TM 的 M 可通过如下表达式得到:

M = T ∗S+K + (I − T ∗S+T )W, (4.1)

其中 W 为 B(H, ℓ2) 中的任意一个有界线性算子;

(2) {fi}∞i=1 的所有 K- 对偶 Bessel 序列 {gi}∞i=1 可通过如下表达式得到:

gi = K∗S+fi + yi −
∞∑
j=1

⟨fi, S+fj⟩yj , i ∈ N, (4.2)

其中 {yj}∞j=1 为 H 的任意一个 Bessel 序列.

证明 由定理 3.1 的证明可知, S+ 是存在的.

(1) 先证明对于任意一个 W ∈ B(H, ℓ2), 都可由 (4.1) 给出一个 M 使得 K = TM 成立.

由引理 2.2(2) 以及 T 具有闭值域知, R(T ) = R(S). 故由引理 2.1(1) 知, SS+T = T . 结合 SS+K

= K (由 (3.1) 可知), 则有

TM = T (T ∗S+K + (I − T ∗S+T )W ) = K + (T − TT ∗S+T )W = K + (T − T )W = K.

下面再证明对于任意一个满足 K = TM 的 M , 都会存在一个 W ∈ B(H, ℓ2) 使得 (4.1) 成立.

事实上, 对于任意的 M 满足 K = TM , 取 W = M , 即可得到

T ∗S+K + (I − T ∗S+T )W = T ∗S+K + (I − T ∗S+T )M

= T ∗S+K + (M − T ∗S+TM)

= T ∗S+K +M − T ∗S+K = M.

由此即可说明 (1) 成立.

(2) 设 {ei}∞i=1 为 ℓ2 的标准正交基, 其中 ei = {δij}∞j=1, 此处当 i = j 时, δij = 1; 当 i ̸= j 时,

δij = 0. 下面证明对于 {fi}∞i=1 的任意一个 K- 对偶 Bessel 序列 {gi}∞i=1, 都会存在一个 H 的 Bessel

序列 {yj}∞j=1, 使得 (4.2) 成立. 根据 Riesz 表示定理可知, 对于任意 W ∈ B(H, ℓ2), 都会存在一个序

列 {yj}∞j=1, 使得 Wf = {⟨f, yj⟩}∞j=1 (f ∈ H) 成立. 根据引理 2.3 知, {yj}∞j=1 为 H 的 Bessel 序列且

{yj}∞j=1 的分析算子为 W . 故根据引理 2.7 和 (1) 可知, 对于任意的 i ∈ N, 有

gi = M∗ei = (T ∗S+K + (I − T ∗S+T )W )∗ei
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= (K∗S+T +W ∗(I − T ∗S+T ))ei

= K∗S+fi + yi −
∞∑
j=1

⟨fi, S+fj⟩yj .

下面证明对于 H 的任意一个 Bessel序列 {yj}∞j=1,都可以通过 (4.2)得到一个 {fi}∞i=1 的 K-对偶

Bessel 序列 {gi}∞i=1. 因为 {yj}∞j=1 为 H 的 Bessel 序列, 故记其分析算子为 W . 显然有 W ∈ B(H, ℓ2),

且 Wf = {⟨f, yj⟩}∞j=1, f ∈ H. 故对于任意的 i ∈ N, 有

gi = K∗S+fi + yi −
∞∑
j=1

⟨fi, S+fj⟩yj

= (K∗S+T +W ∗(I − T ∗S+T ))ei

= (T ∗S+K + (I − T ∗S+T )W )∗ei.

故根据 (1) 和引理 2.7 即可说明 {gi}∞i=1 为 {fi}∞i=1 的 K- 对偶 Bessel 序列. 由此可说明 (2) 成立.

注 4.1 当 K = I 时, 即可由定理 4.1 得到文献 [4, 引理 6.3.6 和定理 6.3.7] 和 [19, 定理 3.6 和

推论 3.7]. 因为对于框架而言, 其合成算子为满射, 故必具有闭值域, 即满足定理 4.1 的条件.

根据引理 2.4, 我们知道对于 K- 框架 {fi}∞i=1 而言, 若有 R(T ) ⊂ R(SK) 成立, 则有

R(K) ⊆ R(T ) ⊂ R(SK),

其中 T 和 S 分别为 {fi}∞i=1 的合成算子和框架算子. 故结合定理 3.4 的结论以及定理 4.1 的证明, 同

理可得如下定理成立.

定理 4.2 设 K ∈ B(H), 序列 {fi}∞i=1 为 H 的 K- 框架, T 和 S 分别为 {fi}∞i=1 的合成算子和

框架算子. 若 K 具有闭值域且 R(T ) ⊂ R(SK), 则

(1) 满足等式 K = TM 的 M 都可通过如下表达式得到:

M = T ∗K(SK)+K + (I − T ∗K(SK)+T )W, (4.3)

其中 W 为 B(H, ℓ2) 中的任意一个有界线性算子;

(2) {fi}∞i=1 的所有 K- 对偶 Bessel 序列 {gi}∞i=1 可通过如下表达式得到:

gi = K∗(K∗S)+K∗fi + yi −
∞∑
j=1

⟨fi,K(SK)+fj⟩yj , i ∈ N, (4.4)

其中 {yj}∞j=1 为 H 的任意一个 Bessel 序列.

注 4.2 当 K = I 时, 即可由定理 4.2 得到文献 [4, 引理 6.3.6 和定理 6.3.7] 和 [19, 定理 3.6 和

推论 3.7]. 因为对于框架而言, 其合成算子和框架算子都为满射, 故有 R(T ) = H = R(S) = R(SI) 成

立, 且显然有 I 具有闭值域, 即满足定理 4.2 的条件.
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The canonical K-dual Bessel sequence of a K-frame
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Abstract It is well known that the canonical K-dual Bessel sequence is the K-dual Bessel sequence whose
analysis operator has minimal operator norm in all the K-dual Bessel sequences. However, we cannot directly
know the specific form of the canonical K-dual Bessel sequence from this definition. In this paper, we first give
the specific form of the canonical K-dual Bessel sequence and the optimal K-frame bounds of a K-frame for two
special cases. Specially, the optimal K-frame bounds of a K-frame in the finite dimensional Hilbert space can be
expressed by the eigenvalues. Lastly, the specific form of the canonical K-dual Bessel sequence that we obtain in
this paper is used to characterize all the K-dual Bessel sequences.
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