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摘 要

称一个辛矩阵M是奇异的
,

如果 de (t M 一 )I ~ 。
.

本文研 究奇异辛矩阵集的

结构
,

讨论在旋转扰动下奇异辛矩阵与恒同矩阵之差的零空间的维数和其行列式的

改变
.

本文的结果将被用于定义辛群中的(退化 )道路的 M as l o v 型指标
,

从而建立

渐近线性 H a m ilt on 系统的周期解的存在性
.

关键词 : 奇异辛矩阵
,

脆转扰动方法
,

零空间的维数
,

行列式
,

道路连通性

我们称一个辛矩阵M是奇异的
,

若 1是 M之一特征值
,

即 d e t ( M 一 l) 一 0 ,

否则称它 为

正则的
.

在本文中我们讨论奇异辛矩阵集的结构
.

这里得到的结果将在文献 〔11 中用来给出

辛群中的退化道路 (即终点为奇异辛矩阵的道路 ) 的 M
a s lo v 型指标的定义

,

进而给出具对称

周期连续系数的线性 H a m il ot n
系统的完整分类

,

和讨论渐近线性 H a m il ot n
系统的周期解

的存在性
.

对 N 〔 N ,

我们定义

s 户(N
, R ) ~ { M 〔 了 ( R

Z N ) {对 了7 对 ~ J }

是恒等矩阵
.

记 W 一 S抓N
, R )

.

定义辛群中的正则集和奇异集分

、 、、.矛/
r才nU

一
八曰ù

.
夕ó

W *
~ {材 〔 W l d

e t ( M 一 I ) 钾 。 }
,

W
O

~ {材 〔 W }d
e t (材 一 I ) ~ 0 }

.

对 1簇 , 簇 N 和 8 〔 R
,

定义 ZN x ZN 矩阵 R
,

( 8 ) ~ (
r ` ,

, ) 为
r , , 。

~
r 万 + . ,扮 + .

~ e o s s ,

r 厅 + 。 , .

~ 一 r . ,衬 + .

~ is n s
,

( 1 )
r 乏

,
灸 ~ l ,

r 夕
,
毛 ~ 0 ,

若 及钾 , ,
N + 。 ,

其它情形
.

我们的主要结果是

定理 1
.

若 M 〔 W
。 ,

则存在
n , l 毛 。 毛 N 和 0

.

> 0 ,

使得

a im k e r
(材 一 , ) 一 d i m k e r

(材 尺
。

( 8 ) 一 I ) ~ l 或 2 ,

若 o < !日 ! 雀 0 0
.

( 2 )

定理 2
.

若材 ( w
o ,

d im k e r
(材 一 I ) 一 l ,

且存在
, , l ( , ( N 和 口。

> 0 ,

使得
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d i mke r
(材 一z )一d ik me r

(材R
。

(8 )一 I)一 1,

当 0 < 18 1毛 口
。 ,

( 3 )

贝心成立

d e t ( M R
。

(日) 一 I ) d
e t

( M R
。

(一口) 一 I ) < o ,

当 0 < }白 { 攫 8 0 .

( 4 )

定理 3
.

若M 〔 W
。 , d i m k e r

(衬 一 了) ~ 2 ,

且存在
n , 1 簇 n 镇 N 和 乡。

> o ,

使得

d i m k e r
( M 一 I ) 一 d im k e r (对 R

,

( 6 ) 一 I ) ~ 2 ,

当 o < 1 {a l 毛 日。 ,

( 5 )

则 M 一 I 的特征零的代数重数与几何重数相同
,

并且成立

d e t ( M R
,

(口) 一 I ) ~ 0 当且仅当 日一 0 m o d Z 、
.

( 6 )

定理 l 将在文献 [ 11 中被用于把 d im k e r
( M 一 )I 较大的情形约化为 id m k e r

( M 一 l) 一

1 或 2 的情形
.

由于 w
* 仅包含两个道路连通分支 w

一

卜
~ { M 〔 w

*

{d e t (对 一 l) < 0} 不以

W
-

~ { M 〔 W * 】d e t (材 一 I ) > o }
,

定理 z 指出在那里的条件下
,

当 。< 日钱 日
。
时 M R

。

(日)

与 M R
,

(一 8 ) 分别属于W * 的不同道路连通分支
,

定理 3 指出在那里的条件下
,

当 o < O <

2 , 时 M R
,

( e) 属于平
*
的同一道路连通分支

.

一
、

孙 ( 1
,

R ) 的奇异集的结构

记 W 一 SP ( 1 , R )
.

如所周知
,

M 〔 W当且仅当 d e t M ~ 1
.

通过W中元的极分解式

/了l、\、、 1夕/

( 1 + : ,

) /
r 州

一 isn 豹
5 1且 e C 0 5以 ,

Zr/了l、、

我们可以建立W中元与 (
, , 日,

)z 任 R 十 x 51 x R 间的一一对应
,

其中 R
十

~ {
; > 0}

,
lS ~

R / ( 2 , Z 一 二 )
.

在此表示下我们有

w 一 w
*

U W
。 ,

w *
~ w

+
U W

一 ,

W
。
~ W } U W全

.

其中
W

+
一 { (

r , 日 , : ) 〔 R +
x s `

x R ! (
r ,

+ : ,
+ 1 )

e o s 夕 > Z r
}

w
。
一 { (

r , 日, z ) 贬 R 十 X S ,
K R { (

r Z
+ z ,

+ l )
e o s 夕一 Z r

}

W
-

~ { (
r , 日 , z

) 任 R
+ x s ` x R 】( r Z

+ : ,
+ 1 )

e o s 日 < Z r
}

W} ~ { (
r , 日 , z ) 〔 W

Q

} is n 日钾 o }
,

W } ~ { I }
.

这里 W+ 与W
一

为正则集 W* 的二道路连通成分
.

W{ 包含两个连通分支
,

它们为微分同 胚 于

R
,

\ { o } 的二光滑曲面
,

分别依
s i n 日 > 0 与

s i n o < 0 来确定
.

我们有 d i m k e r
( M 一 I ) 一 l

对每个 M 〔 W兮成立
.

恒等矩阵 I 是唯一满足 id m k e r
( M 一 )I ~ 2 的 2 x Z 辛矩阵

.

视

(
, ,

8
,

)z 为牙 中的柱坐标
,

立得 w
。

之图象(图 l )
.

图 l 提示了本文所要证明的结果
.

定义W中的旋转矩阵为

R (口 , 一
(州

一 s in
豹

S l n 0 C O S口 j

其中 O ( R
.

通过直接计算我们得到

命题 1
.

1“
.

若 M 一 了,

则成立

d e t ( M R ( 8 ) 一 I ) 一 2 ( 1 一
e o s s )

,

对所有 夕〔 R

和 d im k e r
( M 一 I ) 一 d im k e r

( M R归 ) 一 I ) ~ 2 ,

只要 日等 0 m o d Z ,
。

2o 若 M 〔 W兮
,

则存在 日
。
> 0 ,

使得

d i m k e r
( M 一 z ) 一 d im k e r

( M R ( 0 ) 一 了) 一 l ,

若 。 < J日l 簇 .6
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和 de t (MR ( 8)一 I) de t
(MR (一 8)一 I) <0 , 若 0 < t日 }成 日。 .

证
·

只需证 2 。 ·

设 M 一

(
a b

d 亡 ) 则由 de t( M 一 l) ~ 0 和 d吐 M 一 l 得到 。 + ` ~

2 和 bd ~ 一 a( 一 1)
2 .

再由M 矢 I 即得 b 铸

d
.

由直接计算有

d e t ( M R (口) 一 I ) 一 2 ( 1 一
e o s s )

+ ( d 一 b ) iS n 口
,

8 〔 R
.

再由 l im ( 1 一
e o s s ) /

s i n s ~ o ,

即得证
.

口咋 0

二
、

当 N ) 2 时 S域凡 R ) 的

奇异集的结构

记 w 一 s抓N
, R )

,

N ) 2
.

在本节中对任意

奇异辛矩阵 M
,

我们讨论在由 ( l) 式所定义的旋转

矩阵 R
,

( 6 ) 作用下
,

M 一 I 的零空间的维数和

行列式的变化
.

命题 2
.

若 M 〔 平
。 ,

则对 1毛 。 成 N 和 夕〔 R

成立

d i : n k e r
(材 一 I ) 一 d im k e r

( M R
,

(口)

一 I ) 提 2
.

( 7 )

图 1 砂 。

在 R
,

中的 (
, ,
口

,

z) 柱坐标表示

(
: 二 r e o : 8

, , 二 r 。 i n口)

证
.

设 m 一 id m k e r
( M 一 1)

.

若 。 ( 2 则 ( 7 ) 式 自 然 成 立
.

现 设 m ) 3 ,

并 设

{
a ; ,

…
, a 。

} 为 k e r
(材 一 I ) 之一基

.

固定
。 。 { 1 ,

…
,

N }
,

不妨设对 3趁反毛 m , a * 之 第

” 和第 N + 。
个分量皆为零

.

从而对 3攫及成 m 成立 (材 R
。

( 8 ) 一 I )
a * 一 ( M 一 I )

a , ~

0 ,

即有 d i m k e r
(材 R

。

(口) 一 I ) ) m 一 2
.

证毕
.

注
.

可以证明当 }01 足够小时
,

对 l成
, 簇 N

,

( 7 )式左端恒为非负
.

命题 3
.

若 M 〔 w
。 ,

并且 M 一 I 有一个属于特征值零的 m 维循环子空间 V ,

其中 2毛

m 簇 ZN
,

则存在
。 , 1 成

。
成 N 和 8

。
> o ,

使得

d i m k e r
(材 一 I ) 一 d i m k e r

(对 R
,

( 8 ) 一 I ) ) l
,

若 。< }8 1 ( 口。 .

( 8 )

证
.

证明分几步来完成
.

第一步 设 a{
1 ,

…
,

` } 为 v 之一基
,

使对 1毛及镇 。 成立 ( M 一 I )叙 一 叭
一 , ,

其中

a

一
0

.

选取向量 b , ,

…
, b , 和 d : ,

…
, d , ,

使得 {
a : , b l ,

…
, b ,

} 构成 k e r
( M 一 I ) 之一

基
,

对 1成及镇 , 成立 ( M 一 I ) d* 〔 s p a n
{ b ; ,

…
, b , , d : ,

…
, d ,

}
,

而且 {
a , ,

…
, a . , b : ,

…
,

b , , d : ,

…
, d ,

} 构成 RZ
N 之一基

.

这里 户~ d i m k e r
( M 一 I ) 一 1 , m + 户+ ; 一 ZN

.

按照

M 一 I 的最小多项式在域 R 上的不可约分解
,

R
ZN 可 以分解为 M 一 I 的不变子空 间 的 直

和
,

这些不变子空间又可分解为 M 一 I 的循环子空间的直和
.

上述要求可以通过选取这些

气 和 么 使它们分别构成 M 一 I 的除 V 外的这些循环子空间的基来实 现
.

对 1毛天砚 q,

记
。 , ~ (材 一 I ) d。 ,

则 {
a : ,

…
, a , 一 : , e : ,

…
, e 一

} 线性无关
.

不失一般性可设
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{
“ 1

一 (`
, a Z, 1 ,

一
a 之N , !

)几
}
“ ` 一 ( 0 , “ 2 , , ”

’
, “ ZN ,

, )二
, 2 ( “ 〔 , ,

}
“ ` 一 ( 0 , ” 2 ,

, , ” 一 ” ZN ,
, )二

, ` 毛 天毛 p
,

Ld * 一 ( 0 , d Z ,
, ,

…
,

姚二
,
, )

了
’

, I 镇 反越 叮
.

( 9 )

`

对 1〔 友 ( 宁 , 。 , 一 ( M 一 劝入 是 { bl
,

…
,

气
, d : ,

…
, d 、

} 的线性组合
,

从而其第一个分量

也必为零
,

即
e , 一 ( 0

, 。 2 ,

*
,

…
, 。 ZN ,

, ) T , 1 毛 及攫 ,
.

( 10 )

记 A ~ (
。 1 ,

…
,

` ) 为以 {
。 ; ,

…
,

` } 为列向量所定义的矩阵
.

令 B ~ ( b : ,

…
, b , )

,

D 一 ( d ; ,

…
, d ,

)
, E 一 (

e ; ,

…
, e ,

)
,

以及 A 。
~ ( 0 , a : ,

…
, a , 一 :

)
.

则我有J有

( M 一 I ) ( A , 刀 , D ) 一 ( A 。 , O
,

E )
,

( 1 1)

式巾 。 是零矩阵
,

( A , B , D )是由 A , B 与 D 构成的 ZN x ZN 矩阵
.

所以

M ~ ( A + A 。 ,

B , D + E ) ( A , B , n )
一 ` .

再由辛矩阵的定义
,

M 了J M ~ J ,

我们得到

( A + A 。 ,

B , D 」
一

E )勺 ( A + A 。 , B
,

D + E ) 一 ( A , B , D )
了 J ( A

,

B
,

D )
,

从而有

A rJ A 。 」一 A丁叹 A 十 A O) 一 。 和 A勺 E + A百(J D
一

卜 E ) 一 .0

注意到 ` 之第一行为零
, A r 之第一行为 叮

,

即得到

叮 J A 。

一 O 和
。 r J E ~ 0

.

从而

a 、 + : ,
, 一 艺 〔a 二 + *

, ` a ,
,
, 一 a ,

, ; a 、 、 ,
,
, )

, z 成 夕毛 m 一 1
.

。 、 + ; ,
, 一 艺 (

a 、 + ,
, : 。*

,
, 一 a *

, : 。 、 + ,
,
, )

, 1 镇 夕( ,
.

( 1 2 )

( 1 3 )
走二 2

我们指出 ( ZN 一 2 ) x ( 。 十 q 一 2 ) 阶矩阵

a z , 2

…
a Z , 阴 一 x 亡 2 ,一

’ . “

亡 z , 全

a 万 , 2 “
’

a 刃 , 邢 一 l 亡N , 1
’

二 君对 一宁

a 刀 十 2 , 2 “
’

a 对 + 2 , . 一心付 + 2 , 1
` ’ .

亡N + 2 , 守
( 14 )

a Z N , z ”
`

a ZN , 份 一 1 e Z份 , l
` ’ .

e Z夕 , 宁

/

:
、、

、

一一H

具有至少一个非零的 ( m + q 一 2 ) x ( m + 宁一 )z 阶子行列式
.

事实上若不然
,

则由 ( 12 )
一

与( 1 3 )式知 a{
: ,

…
, 。 二 一 : , 。 : ,

…
, 。 ,

} 为线性相关
,

所以由 ( 1 1) 式得到下述矛盾

m + q 一 1镇 r a n k ( M 一 I ) ( A
,

B , D ) 一
r a n k ( A 。 ,

0
, E ) 簇 。 + 宁一 2

.

因此可设

a 灸
` , 2

` ’ `

a 灸
L , 门一 e 无

: , -

…
亡走

. , 叮

( 1 5 )

气 IJ, z”
.

叭尸一
1 己乏人

, t

{天
` ,

心花八
, 夕)

口

了扮了!、、、

edó
G

给出 H 之一非零子行列式
,

其中 h 一 m 十 q 一 2 ,

七 } 为 { 2 ,

…
,

N
,

N + 2
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ZN } 之一子列
.

第二步 对 8 〔 R
,

我们有

(材 R L

( 8 ) 一 I ) R l

(一 8 ) A ~ ( M 一 , ) A + ( I 一 R :

(一日 ) ) A

~ A
。
+ ( I 一 R :

(一 8 ) ) A ,

( 16 )

( M R ;

(口) 一 I ) R l

(一 8 ) D ~ ( M 一 I ) D + ( I 一 R l

(一 8 ) )D

~ E + ( I 一 R l

( 一日) ) n
.

( 17 )

定义 zN x ( m + 叮) 阶矩阵

Q
:

(口) ~ ( A 。
+ ( I 一 R :

(一乡) ) A , 石 十 ( 了一 R :

(一 o ) ) n )
, 口 ` R

.

( 18 )

利用 ( 1 2 )与 ( 13 )式对 反~ 2 ,

…
,
N J顷次把 Q

:

(口) 的第 及行的一
a 、 + ,

, ,

倍和第 N + 夜

行的 气
, :

倍加至其第 N + l 行
,

再把所得矩阵的第 N 十 1 行换至第 2 行
,

考虑这样得到的

矩阵的下述 ( , + q ) x ( m + q ) 阶子矩阵 p归 )
.

l 一 c 一 a刀 + 1, 1 5

1 一 a N + z , 2 5

P ( 8 )
r

~

!
,

!
,z了了

一 a N + x, 3了

一 口刀 + 1 , 邢东

一 d 刀 + 一, 1 5

一 d 刀 + l , , s

: + a N + 1, l

( 1 一 c )

a 二 + : , ;
+ a 二 + : , 2

( l 一 。
)

a 、 + : , 3

( l 一 c
)

a N 十 1 , 。

( l 一 c
)

d 、 + , , :

( 1 一 ` )

d 二 + ; , ,

( 1 一 c
)

0 … 0

a 走
一 1

. ’ `
a 走力, 工

a 乏
一, 2 “

’
a 走为

, 2

a 灸
、 , , 一

’

二 a 走人
, , 一 l

e 走
: ,

1 ”
.

e 通凡
,

z

e 灸
, 叮

二
“

c 走人
, 宁

\
( 1 9 )

其中
`

~
e o s 口, ! 一 51。 口

,

{天
1 ,

…
,

及
`

} 由 ( 1 5 )式确定
.

我们得到

d e t p (日) ~ ( -一 c 一 a 二+ : , : s
) [ (

a 、 * : , :
+ a 、 + ; , 2

( l 一
`
) ) G

一

卜 口
( l ) ]

一 (
, + a N + 1, 1

( l 一 :
) ) [ ( l 一 。 N + 1 , 2 5

) G + 口
( l ) ]

~ [一 ( 1 + a
丸

+ 1 , :

) G + o
( 1) ]

s i n 日
.

其中我们 记 B归 ) 一
。
( l ) 若 il m B卯 ) ~ o ,

并 且 利 用 了 lim ( 1 一
。 0 5日) /

S i n 乡一 0
.

由
口 , 6 口 、 0

( 15 ) 式
, G 铸 。 ,

从而存在 口:

> o 使 得 当 。 < {8 1镇 日:

时 d e t p卯 ) 铸 0
.

所 以 当 。 <

}引 ( 日:

时
,

Q
;

( e) 的列向量构成线性无关组
.

第三步 由于 ( A , D ) 的列向量线性无关
,

存在 氏
,

o < 8。
成 已

,

使当 。
一

粗 }川 毛 口。

时

( R :

(一日) A , R :

(一 8 ) D ) 之列向量仍线性无关
.

定义

F ( o ) 一 s p a n
{ R :

( 一 乡)
a : ,

…
, R :

(一 o )
: : ,

月 :

( 一日) d : ,

…
, R ;

( 一 o ) d ,

}
.

若对
。 , ,

夕, 〔 R , l 成 夕毛 m , 1 钱 反成 , 成立

( 。 , “ 1

(“卜
` ,
{客

一 R!

(一“ ,一 + 习 夕, R ;

(一 e )、 ,

}一

习
a , ( 、 尺

:

(。 ) 一 I ) R ,

(一“ )
a , + 习夕, (。 尺 ,

( 8 ) 一 I ) 尺
:

( 一。 ) 、 * 一 0
.

由第二步知当 。 < 101 蕊 日。 时 认 ( e) 之列向量线性无关
,

从而对 l叹夕镇 m 和 l成互成 q 成

立 娜 一 入 一 。
.

这就给出
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F ( 日) 自k e r ( M R l

( 口) 一 I ) 一 { o }
, ;告 0 < l日 } 毛 乡。 .

( 2 0 )

所以

d im k e r

(肘 尺 ;

(召) 一 z )
:
二 ZN 一 ( m

一

于 宁)
,

若 o < !日1 《 口。 .

而 id m k e r
( M 一 l) ~ p 十 1 一 ZN 一 ( m + 妇 + 1 ,

这就证明了 ( s) 式
.

下面我们给出

定理 2 的证明
.

设 N 李 2
.

设
。 ,

为 M 一 I 的属于特征零的特征向最
.

由条件 ( 3)
, al

的第 n
和第 N + 。 个分量之一必为非零

.

由于这两种情形的证明是相 1司的
,

不妨设其第
。

个分量非零
.

不失一般性可设
n

~ 1
.

从而我们可以使用命题 3 证明中的记号
.

注意此时

户一 0
,

。
一

于 宁一 ZN
.

如在命题 3 中所证
, (浅式( 1斗)式定义的 ( ZN 一 2 ) x ( ZN 一 2 ) [介矩阵

厅 满足
d e t H 铸 0

.

( 2 1 )

与命题 3 证明的第二步中关于 de t p (的 的计算相同
,

我们得到

d e t Q
,

( o ) 一 (一 1 ) N 一 `

{ ( 1 一
e o s日一 a 、 千 , , 工 s i n 日)〔(

a 、 十 , , ,

+ a 、 + , , 2

( 1 一
e o s 乡) d e t H + o

( 1 ) ]

一 (
s i n s +

a 、 + l , ,

( 1 一
e o s 日) ) [ ( l 一

a 、 + , , 2 s i n 日) d
e t H + o

( 1) ] }

~ 〔( 一 1 )
N
( 1

一

卜 a 舟
+ , , ;

) d
e t H + o ( l ) ]

s i n o

从而存在 门;

> O 使得

d 。 。夕
:

( 夕) d e :夕
1

( 一夕) < 0
,

若 O< {乡} 蕊 夕: .

( 2 2 )

再利用 ( 3 )式即知 ( 2 2 )式当 。 < 】圳 成 日。

时 也成立
.

由于

( M R 、

( o ) 一 I ) R ,

( 一日) ( A
,

D ) ~ Q
:

(日)
,

我们有当 。 < }叫 〔 日。

时

d e t (对 尺 1

(口) 一 I ) d e t (耐 R ;

(一日) 一 I ) [ d e t ( A , D ) ]
Z
~ d e t Q

:

(乡) d e t Q
I

(一 8 ) < 0
.

注意到 d二 ( 1/
,

z劝 等 。
,

这就对 N ) 2 的情形得到了 ( 4 )式
.

与命题 l 结合就对 N ) 1 的

情形证明了定理 2
.

命题 4
.

若 M * w
o ,

并且 M 一 I 的特征零的代数重数与几何 重数 相 同
,

则 存 在 n,

1毛 , 毛 N
,

使 {寻

d i m k e r
(衬 一 I ) 一 d i m k e r

( M R
。

(日) 一 I ) 一 2 ,

若 8 今 0 m o d Z二
.

( 2 3 )

证
.

设户一 d im k e r
( M 一 I )

,

则 p 为偶数
,

从而 户李 2
.

记 宁 ~ ZN 一 夕
.

设 {
a 、 ,

…
,

。 ,
} 为 ke

r

( M 一 l) 之一旅
.

如我们在命题 3 证明开始时所指出的
,

可以选取向量 {d
l ,

…
,

d ,

}
,

使对 1毛反毛 、 有 ( M 一 I ) d , ` s p a n { d
: ,

…
, d ,

} 并
一

且 {
a : ,

…
, a , , d , ,

…
, d ,

} 构成

R
ZN 之一基

.

对 1毛及毛 q
,

令 叙 ~ ( M 一 l) 人
.

不失一般性可设
a :
一 ( 1

, a Z , : ,

…
, 。 2、 , l

) T ,

a * 一 ( 0
, a Z, * ,

…
, a Z、 ,

* ) r ,
2 镇 友燕 户

,

d* 一 ( O
,

d Z , 、 ,

…
, d Z、 ,

* )
T ,

l 镇 左簇 宁
.

由于对 l毛及城 。 有 e , ~ ( M 一 I ) d、 ` s p a n
{ d 、 ,

…
, d ,

}
,

我们得到
e * 一 ( o , e Z ,

, ,

…
, e Z、 ,

* )
了 , 1 钱 反蕊 ,

.

记 江 一 (
a ; ,

…
, a ,

)
, D 一 ( d , ,

…
, d ,

) 和 E ~ (
。 : ,

…
, 。 ,

)
.

由于 宁毛 r a n cl (环 一 I )
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( 才
, D ) ~ r a n k ( O , E )

,

{
e ` ,

…
, 。 ,

} 线性无关
.

我 们首先证明

断言
: 对 2 成 反成 p ,

勺+1
,
, 不全为零

.

事实上若不然
,

即对所有 2钱友钱 户有
a 、 + 1 ,

, ~ o
,

则可设 {天
2 ,

…
,

及,
} 为 { 2 ,

…
,

N
,

N 十 2 ,

…
, ZN } 之一单增子列使得对 2簇 f 镇 p 成立 。加云

~ 1
.

由此可设

d , i , s 一 a * i , ,
~ o , 2 簇 f ( 户, l 镇 。 成 p

, ￡钾 m 并且 1戈夕钱 :
.

因对 1成少蕊 宁 有
e , ` s p a n

{ d l ,

…
,

d ,

}
,

我们有
e * 、 ,

, ~ 0 , 2 簇 公提 P , l 成 夕《 夕
.

记由 { 2 ,

…
,

ZN } 中删去 {毛
, 二 ,

天,
} 后余下的单增子列为 {凡

,

…
, h ,

}
,

则存在 ￡, 1 城

J簇 宁 ,

使 h ; ~ N + 1
.

记

e 为: , l

…
e “ , 宁

e h叮, z
` ’ . e 无夕 ,宁)

.

2了!lse、、

一一
E

由于 {
e l ,

…
, e ,

} 线性无关
,

我们有 d e t E 。
钾 0

.

由 ( M 一 I ) ( A , D ) ~ ( O , E )
,

类似于 ( 1 3 )式的讨论我们得到
a 不J E 一 o ,

即

(
a 、 + ; , ; ,

…
, a Z、 , : ,

一 l ,

一 a Z , 1 ,

…
,

一 a 、 , l

) E 一 0
.

由于 d et E 。
纷 。 ,

对 1 ( j ( q ,

好 J 的第 衍 个分量必都为零
.

由于 人、
~ N 十 1 ,

这给出

一 l一 0
.

矛盾
.

这就证明了断言
.

由此断言可设 a 、 + , , 2

~ l , a 二 + 1,
* ~ d 、 + , ,

s 一 o
,

因而 e 二 」一

: ,
, 一 O

,

其中 l簇夜簇 户,

夜娜

2 , 1 ( 夕镇 q
.

从而对 口 ` R 有

(材 R l

( 8 ) 一 I ) R :

( 一日) a 天 ~ ( I 一 R l

(一乡) )
a 。 ,

友~ 1 , 2
,

( M R :

(口) 一 I ) R :

(一 o ) a 天 ~ ( M 一 I ) a , 一 o
,

3 毛 夜饭 户
,

(材 R :

(日) 一 I ) R :

(一 o ) d , 一 ( M 一 I ) d , 一 ` , , l 成 及钱 分
.

由于 d e t〔R :

(一日) ( A
,

D ) ] 一 d e t ( A , D ) 铸 o
,

这就给出

d im k e r ( M R
;

(日) 一 I ) ) P 一 2 ,

对任意 日〔 R
.

( 2 4 )

定义 ZN K ( 叮 + 2 ) 阶矩阵 Q
,

(日) 一 ( ( I 一 R ,

(一日) )
a , ,

( I 一 尺 ,

(一日) )
a : , E )

,

则

e Z, 宁

Q
、

(口) ~

1 一 ` 一 了 O

0 0 e z , l

0 0 e N , :

5 1 一 c o

e N
·

宁

0

( 2 ; )

亡对 + 2 , 1
. “ .

e 刀 十 z , ?

e ZN , l

其中
。

~
。 0 5
夕

,

: 一
s三n s

,

1 一
e o s 日

8 〔 R
。

一
s i n s

l 一
e o s

由于 {
e ; ,

…
, e ,

}

e Z孙 , 宁

线性无关
,

而

is n 口

8

) ~ 2 ( 1 一
e o s 日) 铸 。 若 8 铸 0 m o d Z丫

.
/了.龟、、

`̀
e

`

d
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从而 g
,

(的 之列向量当 8 等 0 m od Z二 时线性无关
.

类似于命题 3 第三步的证明
,

这就给出

d im k e r
( M R 、

(日) 一 I ) 城 P 一 2 ,

若 8 铸 0 m o d Z , .

( 2 6 )

与 ( 2 4 )式联立
,

即得 ( 2 3 )式
.

证毕
.

重复应用命题 2 , 3 和 4 即给出定理 1的当 N 妻 2 时的证明
,

再由命题 1即对 N ) 1的

情形证明了定理 1
.

下面我们给出

定理 3 的证明
.

分两步来证
.

第一步 假设 M 一 I 的特征零的代数重数大于其几何重数
.

设 a{
: ,

…
, 。 ,

} 与 { lb
,

…
,

气 } 分别构成 M 一 I 的属于特征零的二相异 盾环子空间的

基
,

使得
(对 一 I ) a , ~

a卜
; ,

(对 一 I ) b , 一 b、 一 , ,

l 成 天簇 P
, c 。

一 0 ,

设 P ) 2 , q ) 1
.

令 、 ~ ZN 一 户一 .q

1 成 及簇 宁, 右。 一 0
.

如我们在命题 3 证明开始时所指出的
,

可以选取向

员 { d : ,

…
, d ,

}
,

使得 ( M 一 I ) d* ` s p a n
{ d , ,

…
, d ,

} 对 1簇反成 m 成立
,

并且 {
a ; ,

…
, a , s

乞
,

…
, b , , d : ,

…
,

d ,
} 构成 RNZ 之一基

.

对 l毛友成 q ,

记 叙 一 ( M 一 I )八
.

不失一 )l受性可设 ( 5 )式中的
。 一 1

.

记
a , ~ (

a , ,
, ,

…
, a Z二 ,

, )
了 〔 开 N .

类似于 ( 9 )
,

( 1 0 )

式
,

并注意到 ( 5) 式
,

如同我们在定理 2 的证明开始时指出的那样
,

可设

a l , l
~ I

, a 万 + : ,

一
0

,

b l , ;
~ 0 , b N + ; , 1

一 1
.

a l ,

, 一 a N + l , 、 一 b l ,
s 一 b万 + x ,

s 一 d l , i 一 d 夕 + 1 , i

~
e z , `

~
e 刃 、 , , i 一 o

,

其中 2成天成 p
,

2 镇 夕攫 q , l 《 i 成 m
.

定义 A 一 ( a l ,

…
, a , )

, B 一 ( b , ,

…
, b ,

)
, D 一 ( d ; ,

…
, d ,

)
, A 。

一 ( o
, a : ,

…
, a , 一 :

)
,

B 。
一 ( 0 , b , ,

…
, b , 一 1

) 和 E ~ (
e l ,

…
, e ,

)
.

类似于 ( 1 2 )式的讨论
,

由 ( M 一 I ) ( A
,

刀 , D )一

( A 。 , B 。 , E )
,

我们得到
a石J A 。

~ 0 , a r J B 。
~ 0 和 a 石J E ~ 0

.

从 }币

习 (
a 、 + ,

, : a ,
,
, 一 a *

, : a 二 + ;
,
, ) 一 。 , 一 ( ,成 , 一 l ,

灸, J

习 (
a 、 + *

, : b ,
,
, 一 a *

, 、 b 、 + *
,
, ) 一 。 , l 《 s 《 , 一 z ,

花= J

习 (
a 、 + *

, ; e ,
,
, 一 a *

, : e 、 + ,
,
, ) 一 。 , 1 成 护( m

.

咬= 2

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 9 )

定义 Q
,

( 6 ) 一 ( M R ,

(日) 一 I ) R ,

(一口) ( A , B , D )
, 口〔 R

.

则类似于 ( 2 5 )式的情形有

d e t Q
l

(日) 一 (一 l )
N + 户2 ( 1 一

。 0 5日) d e t尸 ,

二

咸中 F 为 ( ZN 一 )z x ( 2N 一 2 ) 阶矩阵

.

、、毛、里!11̀IJ夕I

F ~

a Z , 一 ”
`

a Z 护一 l

a 孙 , l
`

二 a 讨 ,

卜
l

` N + z , 一”
’

a N + 2 ,

卜
l

“ z刀 , z
`

” a Z刀 , , 一 l

b Z, -

b泞
, l

… b N , , 一 1

b N + : , z

… b 万 , z ,

一
1

bZ刀 , 1 : 二 bZ万 , ,一

亡 2, -
. “ .

己2 , 阴

亡 N , -
. “ .

心N , 叨

亡 N + 2 , 一
`

二 口N + 2 , , ,

e , ,v , 1 ”
.

亡2汾 , .
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由( 27 )
,

( 2 8 )和 ( 2 9 )式知 d e t F ~ o ,

从而 d e t Q
:
( 8 ) ~ o 对 8 〔 R 成立

.

再由 Q
;

( e ) 的定义

和 d e t R :

(一 8 ) ~ 1 ,
d e t ( A

, B , D ) 钾 0 ,

即得对任意 8 〔 R 有

d e `
( M R :

( 8 ) 一 , ) ~ 0
.

这与 (约式矛盾
.

从而证明了 p ~ 1
.

在上述证明中若 q ~ 1,

则 B 。
~ 。 ,

同时删去 ( 28 )式

和矩阵 F 中关于 气 的块
,

同样的证明仍给出 p ~ 1
.

同理我们得到 q 一 1
.

即 M一 I 的特征

零的代数重数与几何重数相同
.

第二步 第一步的证明已把 M归结为命题 4 的情形
,

其中 p 一 2
.

从而 由 ( 25 )式依那里

的记号
,

得到对 Q
:

( 8 ) ~ ( M R ,

(口) 一 I ) R l

(一 8 ) ( A
, D ) 成立

d e t Q
;

( e ) 一 (一 1)
y Z ( l 一 e o s s ) d

e t石。 ,

O ( R ,

其中 E 。 为由矩阵 E 中删去第 1 行和第 N + l 行后所余的 ( ZN 一 )z X ( ZN 一 2 ) 阶矩阵
.

因 r a n k E ~ ZN 一 2 ,

d e t E 。
等 0

.

由于 d e t R I

(一口) ~ l , d e t ( A , D ) 等 o ,

我们得到对任意

口〔 R
,

d e t
(万 R :

(口) 一 I ) ~ (一 l )
N Z ( 1 一 e o s B ) d

e t E 。

/ d
e t ( A

, D )
.

这就给出了 ( 6 )式
.

定理
.

3 得证
.
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