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摘要    基于 Hamilton 函数方法研究了一类非线性微分代数系统的镇定和 H∞控

制问题. 首先结合非线性微分代数系统内在的广义能量平衡特性提出了一种新的

耗散 Hamilton 实现结构. 基于该结构, 对不存在外部扰动的非线性微分代数系统

设计了镇定控制器, 对存在外部扰动的非线性微分代数系统, 证明了其 L2 增益分

析问题可以归结为广义 Hamilton-Jacobi 不等式的求解问题, 并给出了 H∞控制器的

构造方法. 所提出的非线性微分代数系统的镇定和鲁棒控制器设计方法能充分利

用非线性微分代数系统的结构特点, 所设计的控制器形式简单, 易于实现. 

关键词    非线性微分代数系统  Hamilton 函数方法  耗散 Hamilton 实现 
镇定  H∞控制 

很多大型复杂动态系统, 包括电力系统、机器人系统等的完整数学模型需要

表示为下面非线性微分代数(方程)系统[1~4] : 

1 1 1 2 1 2

2 1 2

1 2

( , ) ( , ) ,
0 ( , ),

( , ).

x f x x g x x u
f x x

y h x x

= +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

                  (1)  

其中 1
1 1

nx X∈ ⊂ R 为状态变量, 2
2 2

nx X∈ ⊂ R 为代数变量, mu U∈ ⊂ R 为控制输

入, py Y∈ ⊂ R 为可量测输出变量. 1( )f ⋅ , 2 ( )f ⋅ , ( )g ⋅ , ( )h ⋅ 是适当维数的光滑函数. 
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由于非线性微分代数系统中代数变量的隐动态特性, 在对系统进行分析和综

合时无法直接得到 Lyapunov 函数沿系统轨线的导数. 人们提出了多种方法来解

决该问题, 其中最直接的方法是等效化简法, 即将非线性微分代数系统化为等价

的常微分方程系统[5~7]. 这种方法需要用到矩阵求逆, 对高阶高度非线性微分代

数系统不易使用. 对形如 ( )Ex f x= 的非线性微分代数系统, 文献[8]在 Lyapunov

函数满足 T( ) ( ) ( )V x V x E EV x
x

∂
= =

∂
条件下, 给出了一套分析和设计方法, 但该条

件会增加寻找合适的 Lyapunov 函数的难度. 在电力系统稳定性分析中, 往往采

用奇异摄动系统来近似代替非线性微分代数系统[9,10]. 但奇异摄动的方式和大小

对系统暂态过程都有较大影响, 同时该方法难以用于控制器设计.  
近年来, 基于能量的控制方法—Hamilton 函数方法在非线性系统控制领

域引起了广泛关注, 并在电力系统、机电系统、机器人系统等控制中得到了成

功应用[11~15]. Hamilton 函数方法以能量存储、消耗和转换的观点看待系统, 以能

量重构(energy-shaping)或结构重构(interconnection and damping assignment)的观

点看待控制器设计[11, 12], 在控制器设计过程中能充分运用系统的结构特点, 所设

计的控制器不仅能够使系统镇定, 还可以实现系统综合性能的提高. 
在采用 Hamilton 函数方法对系统进行分析和控制时, 需要首先将系统表示

为耗散 Hamilton 系统, 即完成系统的耗散 Hamilton 实现. Hamilton 系统是通过输

入输出端口与外部进行能量交换的开放系统, 其总能量的变化满足能量平衡方

程或者能量流方程, 该方程在基于能量方法的稳定性分析和控制器设计中起着

关键作用[11,12,16]. 对非线性微分代数系统, 如果将代数方程视为系统中内在的广

义能量平衡约束, 则其引入不影响系统中总能量的变化. 基于这一考虑, 本文对

非线性微分代数系统提出一种耗散 Hamilton 实现结构, 得到了非线性微分代数

系统的能量平衡方程, 并简要分析了完成 Hamilton 实现的条件. 然后基于非线性

微分代数系统的耗散 Hamilton 实现设计了镇定控制律,  对包含外部扰动的非线

性微分代数系统在证明了系统的 L2 增益分析可以归结为广义 Hamilton-Jacobi 不
等式的求解问题的基础上, 给出了 H∞ 控制器构造方法. 本文所提出的控制器设

计方法能够充分运用系统的结构特点, 特别是系统内部的广义能量平衡特性, 所
设计的控制器结构简单, 易于实现. 

1  非线性微分代数系统的 Hamilton 实现 

在采用 Hamilton 函数方法对非线性系统进行分析与综合时, 首先需要将所

研究的系统表示为耗散Hamilton系统, 即完成耗散Hamilton实现. 本节将讨论非

线性微分代数系统的耗散 Hamilton 实现问题. 首先结合系统结构特点提出一种

耗散 Hamilton 实现形式, 然后简要讨论完成 Hamilton 实现的条件.  
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考虑(1)式所示非线性微分代数系统. 由于高指数非线性微分代数系统通过

模型变换[17,18]或者反馈控制[19]可以化为指数 1 情形, 故本文假定非线性微分代

数系统在所考虑的区域 M 内是指数 1 的, 即任意 1 2
1 2( , ) n nx x M∈ ⊂ ×R R , 总有

2 1 2

2

( , )rank f x x
x

∂
∂ 2n= . 同时本文还假定给定的初值均满足一致初始条件 , 即

2 10 20( , ) 0f x x = . 在上述两个假设成立时, 根据隐函数定理, 系统(1)存在无脉冲解. 

定义 1  假设存在连续可微函数 1 2( , )H x x 使得非线性微分代数系统(1)能够

表示为 

( )
1

2

1

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2

1 2

T
1 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

0 ( , ),

( , ) ( , ).

x

x

x

x J x x R x x H x x g x x u

H x x

y g x x H x x

⎧ = − ∇ +
⎪⎪ = ∇⎨
⎪

= ∇⎪⎩

        (2)  

其中 

1
1

T
1 2 1 2

1 2
11 1

( , ) ( , )( , ) , ,x
n

H x x H x xH x x
x x

⎡ ⎤∂ ∂
∇ = ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

2
2

T
1 2 1 2

1 2
21 2

( , ) ( , )( , ) , ,x
n

H x x H x xH x x
x x

⎡ ⎤∂ ∂
∇ = ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

如果 1 2( , )J x x 为反对称矩阵, 1 2( , )R x x 为半正定矩阵, 则系统(2)称为非线性

微分代数系统(1)的耗散 Hamilton 实现. 相应地, 1 2( , )H x x 称为非线性微分代数

系统的 Hamilton 函数.  
根据定义 1, 如果系统(1)存在耗散 Hamilton 实现, 则沿系统轨线 Hamilton 函

数 1 2( , )H x x 对代数变量的偏导数满足 

2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) 0.x H x x f x x∇ = =                   (3) 

上式表明 Hamilton 函数关于代数变量的变化为零. 这并不表示 Hamilton 函数不

依赖于代数变量 2x , 而是由于系统中代数约数方程的存在, 使得该函数沿系统轨

线的变化呈现出这种特殊的性质. 
我们知道 Hamilton 函数往往表示系统中的广义能量, 下面考察非线性微分

代数系统(2)中能量的变化情况. Hamilton 函数 1 2( , )H x x 沿系统轨线的导数为 

( )
1 1 1

1 1

T T
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

T T
1 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) .                                              (4)

x x x

x x

H x x H x x J x x R x x H x x H x x g x x u

H x x R x x H x x y u

= ∇ − ∇ +∇

= −∇ ∇ +

上式右边第一部分表示系统内部的能量耗散, 第二部分表示外部输入的能量, 而
左边表示系统中总能量的变化, 所以上式就是非线性微分代数系统的能量平衡

方程. 如果没有外界能量输入, 则系统最终会运行到能量的最低点处. 如果希望
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加快系统的衰减速度, 则可以通过外部能量注入的方式改变系统阻尼. 进一步, 
如果希望改变系统运行的平衡点, 则需要调整系统的能量函数. 这就是基于能量

的分析和控制方法的基本原理, 本文将基于该原理完成指数 1 非线性微分代数系

统的稳定性分析与控制器设计.  
下面简要讨论非线性微分代数系统耗散 Hamilton 实现的条件. 令结构矩阵

1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )T x x J x x R x x= − . 根据非线性微分代数系统(1)及其 Hamilton 实现结

构形式, 可知下面关系式成立: 

1

2

1 2 1 2 1 1 2

1 2 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ).
x

x

T x x H x x f x x

H x x f x x

∇ =⎧⎪
⎨∇ =⎪⎩

                (5)  

上式可以表示为 

1 2
1 2

1 1 1 21 2 1 2

2 1 21 21 2

2

( , )( , )
( , )( , ) 0 ( , ) .
( , )0 ( , )( , )

H x xT x x
x f x xT x x H x x

f x xI H x xx x
x

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ∂ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

    (6) 

所以非线性微分代数系统(1)能够表示成(2)式所示 Hamilton 实现形式的必要

条件是其代数约束方程满足

T
2 1 2 2 1 2

2 2

( , ) ( , )f x x f x x
x x

⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

. 

如果 1 2( , )T x x 可逆, 那么根据 Poincare 引理, 存在连续函数 1 2( , )H x x 满足(6)

式的充要条件是下面可积性条件成立: 
T

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) ( , ) .
( , ) ( , )

K x x K x x
x x x x

⎡ ⎤∂ ∂
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

                   (7) 

其中
1

1 2 1 1 2
1 2

2 1 2

( , ) ( , )( , )
( , )

T x x f x xK x x
f x x

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

2  非线性微分代数系统的反馈镇定 

在系统稳定性分析和控制器设计中, 往往选择Hamilton函数作为待选Lyapunov
函数. 由于Hamilton函数沿系统轨线的导数往往是半负定的, 所以LaSalle不变集原

理在基于能量方法的非线性系统稳定性分析与设计中起着关键作用 . 在基于

Hamilton 函数方法的非线性微分代数系统控制中, LaSalle 不变集原理也有着重要

作用. 下面首先给出指数 1 非线性微分代数系统的 LaSalle 不变集原理[8].  
引理 1  考虑下面非线性微分代数系统: 

1

2

( , ),
0 ( , ).
x f x z

f x z
=⎧

⎨ =⎩
                          (8) 

其中 1 2,f f 是连续可微函数. 假设原点是系统的一个孤立平衡点. 如果存在连续可
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微函数 ( , ) :V x z D +→ R 满足 ( , ) 0V x z ≤ , 则系统稳定. 进一步, 如果除平衡点外没

有任何完整系统轨线能够停留在 { }( , ) | ( , ) 0S x z D V x z= ∈ = 中, 则系统渐近稳定.  

根据该引理, 对非线性微分代数耗散 Hamilton 系统(2), 可以直接得到下面

结论. 
推论 1  设非线性微分代数系统(8)可以耗散 Hamilton 实现为 

( )
1

2

1 1 2 1 2 1 2

1 2

( , ) ( , ) ( , ),

0 ( , ).
x

x

x J x x R x x H x x

H x x

= − ∇⎧⎪
⎨

= ∇⎪⎩
             (9) 

且对适当的 l >0, ( ){ }1 2 1 2( , ) | ( , )D x x M H x x l= ∈ ≤ 是包含系统平衡点的紧集. 

如果 Hamilton 函数 1 2( , )H x x 在系统平衡点处取得局部严格极小, 则系统稳定. 进

一步, 如果集合 { }1 2 1 2( , ) | ( , ) 0S x x D H x x= ∈ = 除了平衡点外不包括任何完整系

统轨迹, 则系统渐近稳定.  

注 1   由于系统状态在任意时刻均满足 2 1 2( , ) 0f x x = , 所以 { 1 2( , ) |D x x M= ∈  

}1 2( , )H x x l≤ 等价于 { }1 2 1 2 2 1 2( , ) | ( , ) , ( , ) 0D x x M H x x l f x x= ∈ =≤ . 集合 S 亦然.  

下面给出非线性微分代数系统的一个镇定控制律.  
定理 1  设(2)是非线性微分代数系统(1)的耗散 Hamilton 实现, 且下面条件

成立: 

1) ( ){ }1 2 1 2( , ) | ( , )D x x M H x x l= ∈ ≤ 是包含系统平衡点的紧集; 

2) Hamilton 函数在系统平衡点处取得局部严格极小; 
3) 系统零状态可检测,  

则系统(1)的一个镇定控制器为 

1

T
1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ).xu k x x g x x H x x= − ∇                 (10) 

其中 1 2( , )k x x >0 是反馈增益矩阵. 

证  由于 Hamilton 函数在系统平衡点处取得局部严格极小, 选择 Lyapunov
函数 

1 2 1 2 0 1 2( , ) ( , ) ( , ),V x x H x x H x x= −   

其中 0 1 2( , )H x x 是 Hamilton 函数在平衡点处的值, 显然 0V > . Lyapunov 函数沿闭

环系统轨线的导数为 

1 1

1 1

1 2 1 2
T

1 2 1 2 1 2

T T
1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x x

x x

V x x H x x

H x x R x x H x x

H x x g x x k x x g x x H x x

=

=−∇ ∇

−∇ ∇

 

1 1

T T
1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x xH x x g x x k x x g x x H x x−∇ ∇≤ . 
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由 1 2( , ) 0V x x = 可得
1

T
1 1 2 1 2( , ) ( , ) 0xg x x H x x∇ = , 根据零状态可检测条件, 知

{ }1 2 1 2( , ) | ( , ) 0x x D V x x∈ = 仅包含系统平衡点, 从而闭环系统渐近稳定.  

3  非线性微分代数系统的 H∞控制 

3.1  非线性微分代数系统的 L2 增益分析 

首先给出非线性微分代数系统 2L 增益的定义. 

定义 2 考虑下面指数 1 非线性微分代数系统 

1 1 1 2 1 2

2 1 2

1 2

( , ) ( , ) ,
0 ( , ),

( , ).

x f x x g x x
f x x

z h x x

ω= +⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

                (11)  

其中 1
1

nx ∈R , 2
2

nx ∈R , mω ∈R , pz∈R 分别是状态变量、代数变量、输入变量

和输出变量. 1(0,0) 0f = , 2 (0,0) 0f = , (0,0) 0h = . 对给定的 0γ > , 如果输入输

出信号满足 
2 22

20 0
d d , 0, [0, ].

T T
z t t T L Tγ ω ω∀ ∈∫ ∫≤ ≥         (12)  

则称系统(11)(从ω 到 z )的 L2 增益小于等于 γ .  

定理 2 考虑非线性微分代数系统(11). 如果存在连续可微函数 1 2( , )V x x , 使

得对任意 1 2( , )x x M∀ ∈ 均有 1 2( , ) 0V x x ≥ , 
2 1 2 2 1 2( , ) ( , )x V x x f x x∇ = , 同时下面广

义 Hamilton-Jacobi 不等式成立: 

1 1 1

T T T
1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22

T
1 2 1 2

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2
1                                  ( , ) ( , ) 0,
2

x x xV x x f x x V x x g x x g x x V x x

h x x h x x

γ
∇ + ∇ ∇

+ ≤

   (13) 

则系统的 2L 增益小于等于 γ . 

证 如果存在半正定连续可微函数满足
2 1 2 2 1 2( , ) ( , )x V x x f x x∇ = , 且使得

Hamilton-Jacobi 不等式(13)成立, 则有 

{ }

1 1

1 1

1

1

T T
1 2 1 1 2 1 2 1 2

T T T
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22

T 2 T 2 T
1 2 1 2

22
2 22 T

1 2 1 22

   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
22

1 1( , ) ( , )
2 2

1 1 ( , ) ( , ) .
2 2

x x

x x

x

x

V x x f x x V x x g x x

V x x g x x g x x V x x h x x h x x

V x x g x x

z g x x V x x

ω

γ

ω γ ω ω γ ω ω

γγ ω ω
γ

∇ +∇

− ∇ ∇ −

+∇ − +

= − − − ∇

≤
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由于 

1

2
T

1 2 1 22
1 ( , ) ( , ) 0xg x x V x xω
γ

− ∇ ≥ , [ ]2 0,L Tω∀ ∈ , 

故有 

{ }1 1

2 2T T 2
1 2 1 1 2 1 2 1 2

1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2x xV x x f x x V x x g x x zω γ ω∇ +∇ −≤ . 

考虑到
2 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) 0, ( , )x V x x f x x x x M∇ = = ∀ ∈ , 则 

{ }
1 1

2

T T
1 2 1 1 2 1 2 1 2

2 2T 2
1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ) ,
2

x x

x

V x x f x x V x x g x x

V x x f x x z

ω

γ ω

∇ +∇

+∇ −≤
 

其中 1 2( , )f x x 是 2x 应满足的系统动态 , 即 2 1 2( , )x f x x= . 对任意给定的时间

0T > , 将上面不等式两边求 0 到T 的积分, 可得 

( ) ( ) 2 22
1 2 1 2 0 0

1 1( ), ( ) (0), (0) d d
2 2

T T
V x T x T V x x t z tγ ω− −∫ ∫≤ . 

因为 1 2 1 2( , ) 0, ( , )V x x x x M∀ ∈≥ , 上式等价于 

2 22
0 0

1 1d d
2 2

T T
z t tγ ω∫ ∫≤ , [ ]2 0,L Tω∀ ∈ .  

3.2  非线性微分代数系统的 H∞控制 

考虑下面包含外部扰动的非线性微分代数系统: 

1 1 1 2 1 1 2 2 1 2

2 1 2

1 1 2 1 2

2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ,
0 ( , ),

( , ) ( , ) ,
( , ).

x f x x g x x u g x x
f x x

z h x x D x x u
y h x x

ω= + +⎧
⎪ =⎪
⎨ = +⎪
⎪ =⎩

            (14) 

假设系统可以耗散 Hamilton 实现为 

( )
1

2

1

1

1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

1 2 1 1 2 1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

0 ( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

x

x

T
x

T
x

x J x x R x x H x x g x x u g x x

f x x H x x

y g x x H x x

z r x x g x x H x x D x x u

ω= − ∇ + +⎧
⎪

= = ∇⎪⎪
⎨

= ∇⎪
⎪

= ∇ +⎪⎩

   (15) 

其中 1 2
1 2, ,n n mx x u∈ ∈ ∈R R R 分别是状态变量、代数变量和控制输入, sω ∈R 是

干扰信号, py∈R 是系统输出, qz∈R 是评价信号. 1 2( , )r x x 是列满秩的权重矩

阵, 1 2( , )J x x 是反对称矩阵, 1 2( , ) 0R x x ≥ 是对称矩阵. 假设原点是系统的一个孤

立平衡点.  
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非线性微分代数系统的 H∞控制问题的提法是: 对给定的 0γ > , 寻找状态反

馈控制律 1 2( , ), (0,0) 0u x xα α= = 使得闭环系统的 2L 增益小于等于 γ , 且 0ω = 时

闭环系统渐近稳定.  
对能够完成耗散 Hamilton 实现的非线性微分代数系统, 有下面结论: 
定理 3  假设下面条件成立: 

1) 非线性微分代数系统的 Hamilton 函数满足 2
1 2( , )H x x C∈ 且 Hess 

(0,0) 0H > ;  

2) 
1

T T
1 2 1 2 1 1 2( , ) ( , ) 0, ( , )xD x x r x x g H x x M∇ = ∀ ∈ ;  

3) 系统零状态可检测;  

4) T T T
1 1 2 22

1 1 0
82

R g g g g C C
γ

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦ ≥ .  

则系统(15)的一个 H∞控制律为 

1

T T
12

1 1 .
2 m xu r r I g H

γ

⎡ ⎤
= − + ∇⎢ ⎥

⎣ ⎦
                 (16) 

其中 T T
12

1
mC D r r I g

γ

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
. 

证  首先证明假设 1)成立时原点是 Hamilton 函数的一个局部严格极小值点. 
由于非线性微分代数系统的任意状态必须满足约束方程 2 1 2( , ) 0f x x = , 所以该问

题是一个约束极值问题. 根据 Lagrange 乘子法, 它可以化为下面无约束极值问

题: 
T

1 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ).H x x H x x f x xλ= +           (17) 

而 1 2( , )H x x 取得极值的必要条件为 

1 2

1 2

2 1 2

( , ) 0,
( , )
( , ) 0.

H x x
x x

f x x

⎧∂
=⎪ ∂⎨

⎪ =⎩

                       (18) 

上式等价于 
T

2

1 1 1
T

2

2 2 2

,

.

fH H
x x x

fH H
x x x

λ

λ

⎧ ⎛ ⎞∂∂ ∂⎪ = + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ ⎛ ⎞∂∂ ∂

= +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

      (19) 

沿系统轨线有 1 2

2

( , ) 0H x x
x

∂
=

∂
, 同时 2 1 2

2

( , ) 0f x x
x

∂
≠

∂
(根据指数 1 假设), 故有
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0λ = , 从而 1 2( , )H x x 取得极值的必要条件可以化为 

1 2

1

2 1 2

( , ) 0,

( , ) 0.

H x x
x

f x x

∂⎧ =⎪ ∂⎨
⎪ =⎩

           (20) 

(20) 式正是系统平衡点应满足的方程. 再根据假设 1), 可知Hamilton函数在系统

原点处取得局部严格极小.  
下面证明闭环系统的鲁棒性. 在控制律(16)作用下相应的闭环系统为 

( ) ( )

( )

1 1

2

1

1 1

T T
1 1 1 2 1 2 22

2 1 2

T
2

T T T
1 1 1 22

1 1 : , ,
2

0 ( , ) ,

,

1 1 : , .
2

x m x

x

x

x m x

x J R H g r r I g H g f x x g

f x x H

y g H

z rg H D r r I g H h x x

ω ω
γ

γ

⎧ ⎡ ⎤
= − ∇ − + ∇ + = +⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎪ = = ∇⎪
⎨

= ∇⎪
⎪

⎡ ⎤⎪ = ∇ − + ∇ =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

 

由于 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

T T T T
2 22

T TT T T T
1 1 1 1 2 22 2

T T T T
1 1

T T T T T
1 1 2 22

1 1       
22

1 1 1
2 2 2

1 1
2 4

1 1 ,
42

x x x

x x x x

x x

x x

H f H g g H h h

H R g r rg g g H H g g H

H g r rg C C H

H R g r rg g g C C H

γ

γ γ

γ

∇ + ∇ ∇ +

⎛ ⎞
= − ∇ + + ∇ + ∇ ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ∇ + ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
= − ∇ + − − ∇⎢ ⎥

⎣ ⎦

 

根据定理 2, 可知闭环系统的 2L 增益小于等于 γ .  

最后证明 0ω = 时系统的渐近稳定性. 选择 Hamilton 函数作为系统的待选

Lyapunov 函数. 当 0ω = 时, Hamilton 函数沿闭环系统轨线的导数为 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1 1 1 1 1

T T T T
1 1 1 12

T T T T T
1 1 2 22

T T TT T T T
2 2 1 12

1 1
2 2

1 1
82

1 1 1
2 82

x x

x x

x x x x x x

V H J R g r rg g g H

H R g r rg g g C C H

H g g H H g r rg H H C C H

γ

γ

γ

⎛ ⎞
= ∇ − − − ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤

= − ∇ + − − ∇⎢ ⎥
⎣ ⎦

− ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1

T T TT T T T
2 2 1 12

1 1 1 0
2 82 x x x x x xH g g H H g r rg H H C C H

γ
− ∇ ∇ − ∇ ∇ − ∇ ∇≤ ≤ . 
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所以闭环系统轨迹收敛于包含在下面集合中的最大不变集中: 

( ){ }1 1 1 2

T T
1 2 2 1 2 1 2, : 0, 0, 0, ( , ) 0x x x xS x x M y g H rg H C H H f x x= ∈ = ∇ ≡ ∇ ≡ ∇ ≡ ∇ = = . 

因为 1 2( , )r x x 列满秩, 由
1

T
1 0xrg H∇ ≡ 可得

1

T
1 0xg H∇ ≡ . 根据系统零状态可检测

性, 可知 ( ){ }1 2, : 0x x M H∈ = 仅包含系统平衡点, 从而闭环系统渐近稳定. 

4  结论 

本文采用 Hamilton 函数方法研究了一类非线性微分代数系统的反馈控制问

题. 首先结合非线性微分代数系统的结构特点, 提出一种耗散Hamilton 实现结构, 
得到了微分代数系统的能量平衡方程, 同时还简要分析了非线性微分代数系统

完成Hamilton实现的条件. 然后基于所提出的Hamilton实现形式, 给出了一种镇

定控制器设计方法. 最后研究了包含外部扰动的非线性微分代数系统的 H∞控制

问题: 首先证明在一定条件下, 系统的干扰抑制问题可以归结为 Hamilton-Jacobi
不等式的求解问题, 然后对能够 Hamilton 实现的微分代数系统构造了鲁棒控制

器. 本文所提出的镇定和 H∞控制方法能充分利用非线性微分代数系统的结构特

点和内在广义能量平衡特性, 所设计的控制器结构简单, 易于实现, 是 Hamilton
函数方法在非线性微分代数系统中的推广和应用, 具有潜在的应用价值. 
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