
四 Bose子系统低激发态的结构

特征和对称性效应＊

李训贵
①②　鲍诚光②

(①广州师范学院物理系 , 广州 510400;②中山大学物理系 , 广州 510275)

摘要　　用四体模型研究了四全同 Bose 子低激发态的能谱结构和波函数在坐标空

间的分布.在此基础上进一步探讨了对称性效应 , 发现各种结构特征均由对称性决

定.
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微观少体系统作为多体和宏观大系统(如团簇 ,大块晶体和非晶材料等)的基础 ,一直是

物理学中的一个重要的和基本的研究领域 , 少体研究涉及到凝聚态物理 , 表面科学 , 材料科

学 ,原子物理 ,原子核物理和粒子物理等多个物理领域.特别是近年来 , 凝聚态物理中出现了

大量的少体系统[ 1 ～ 6] , 为少体研究提供了大量的课题.深入地研究少体系统 , 可在分析研究

少体微观结构的基础上 , 对大系统的宏观性质有更本质的理解.同时 , 这种研究又将促进少

体理论研究方法本身的发展.

本文用少体方法研究了对称性效应对全同四 Bose 子系统低激发态结构的影响.文中提

出了一个全同四 Bose子系统的具有代表性的理论模型.将相应的 Hamilton量 H 对角化后得

到总角动量 L =0和 1 ,宇称 π为正与负的本征态和本征值.发现了能谱和低激发态的基本

特征.这些特征具有普遍性.通过进一步的分析 ,本文表明这些基本特征源于对称性的制约.

1　理论模型和基矢的选择

对于一全同的四 Bose子系统 ,Hamilton量为

H = 1
2m ∑

4

i=1
P

2
i +∑

i>j

V(r ij), (1)

式中第 1项为动能 , m 为 Bose 子的质量 , 第 2项为四 Bose子之间的两体相互作用势能之和.

将四体系统的坐标 r i(i=1 ,2 , 3 , 4)变换为质心坐标 R, 及描写内部运动的 Jacobi坐标 r12=

r2-r1 , r34=r4-r3 , R=(r3+r4-r1-r2)/2 (图 1(a)).经分离质心运动和内部运动后 ,

Hamilton量成为

H =Hcm +HI , (2)
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图 1　四体系统的 Jacobi坐标

Hcm是质心运动能量 , HI 是内部运动能量:
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mω2 r2ij , (3)

μ12=μ34=m /2 , μ12 , 34=m , ω是可调的变分参数.以下考虑相互作用中含有排斥芯与吸引

尾的四 Bose 子模型系统 ,取两体相互作用 V(r ij)为 Ali-Bodmer型[ 7] :

V(rij)= V 0{-exp(-(ri j/2.105)
2)+2exp(-(r ij/1.428)

2)}+C.E., (4)

C.E.为 Coulomb势.为了作一般性的讨论 , 令 V0 为可调的强度参数 , 单位为MeV , r 的单

位为 fm.为将 HI 对角化 ,定义一组基函数

 K(1234)=[ φa(r12)(φb(r34)φc(R))l
0
] Lπ , (5)

式中的坐标如图 1(a)所示.φa 是归一化的谐振子波函数 , a={na , la}, b={nb , lb}, c=

{nc , l c}, K ={a , b , c , l 0 , L
π}. K(1234)称为原始基 , L

π为系统的总角动量和宇称.其中

lb 与 l c耦合成 l 0 , l a再与 l 0耦合成 L .因为我们考虑的是四全同 Bose子系统 ,因此 ,需将基

函数(5)式对称化.为此 ,我们先令

(-1)l
a =(-1)l

b =1 , (6)

以保证粒子 1和 2之间 , 3和 4之间对称化.再定义对称化基

  K = K(1234)+ K(3421)+ K(1324)+ K(2413)+

 K(1423)+ K(2314). (7)

借助于广义的 TM系数[ 8 , 9] ,将(7)式右边的第二项到第六项 5个原始基用第一个原始基表达

出来 ,(7)式的对称化基成为

  K =∑
K′

SKK′ K′(1234), (8)

式中 K′={a′, b′, c′, l′0 , L
π},而系数为

SKK′=4 Tδl
a′
偶δl

b′
偶 +δaa′δbb′δcc′δl

0
l′
0
+(-1)l

0
+l′

0
-L l 0 l′0 W(lblcLla;l 0 l′0)δab′δba′δcc′, (9)

 l 0= 2l 0+1;δaa′=δn
a
n
a′
δl

a
l
a′
等 , T 为从图 1(c)的 Jacobi坐标变换到图 1(a)的 Jacobi坐标的

Talmi-Moshinsky变换括号.

T ≡ 〈
φa′(r12)(φb′(r34)φc′(R))l

0′ L
π φa(r13(φb(r24)φc(R′))l

0 L
π
〉, (9′)
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其中 R′=(r3+r4-r1-r3)/2.

对称化基   K 一般不是互相线性独立的.因此 ,还要用 Schmidt正交化方法[ 10]从{  K}中

挑选出一组对称化的且线性独立的基{  indi }.

系统的总波函数 ψ以{  
ind
i }展开:

ψ=∑
i

Ci{  
i nd
i }. (10)

令

2(na +nb +nc)+la +lb +lc ≤ N0 , (11)

基空间的维数由 N0 决定.例如:当 L
π=0- , N0 =19时 ,原始基  K 共有 3 003个;独立的

{  indi }仅 103个基.这使数值计算工作量大大减小.HI 在以基矢{  
ind
i }展开的 Hilbert空间

中对角化后 ,就得到系统内部运动的本征能量和波函数.

2　低激发态的能谱

首先取 V 0=300 , 暂不考虑 Coulomb势.此时 ,低激发谱如图 2所示.其中 L
π
i 的下标

图 2　低激发态(Lπi , L=0 , 1;i=1 , 2;

π=±1)的能谱

i=1和 2分别标志同一 L
π
i 序列的首态和次低

态.能谱有两个特征:

(i)就首态而言 , 0+1 特别低 , 0
-
1 与 1+1 特

别高.

(ii)L
π
2 与 L

π
1 态的能量差称为能隙.0

+

态的能隙特别大.

为了便于对波函数进行分析 , 定义一个

体轴 i′-j′-k′如图 3(a)所示 ,其中 O′为粒子 1

与 2 的中点 , O 为 3与 4的中点 , k′轴与OO′

重合 , r34在 i′-k′平面上.此时定义在固定轴

上的本征态可展开为

ψ(1234)=∑
Q

D
L
QM(-γ, -β , -α)·

ψQ(1′2′3′4′), (12)

其中(1234)表示粒子相对于固定轴的坐标 ,

(1′2′3′4′)表示粒子相对于体轴的坐标 , M 与

Q 分别为 L 在Z 轴和 k′轴上的投影 , α, β , γ

为体轴的方位角.ψQ 称为 Χ的 Q 成分.在

(10)式中 , DL
QM反映集体转动 , 而 ψQ 反映内

部运动.为了研究内部结构 ,我们将对 ψQ 进行观察(当然 , 当 L =0时 , Χ=ψQ=ψ0).以下

将主要研究首态.

3　低激发态波函数在正四面体构形及其邻域的行为

为了突出 ψQ 的特征 ,需要找到适当的子空间来观察 ψQ的行为.
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(i)在图 3(a)中 , 若令 r12⊥k′, r34⊥k′, r12⊥r34 , 且 r12=r34 ,则称该几何构形为广义

正四面体(GETH).在GETH的子空间内 , ψQ 只是 r 12与 R =OO′的函数 ,相应的 ψQ的等位

线如图 4所示.其中 R=0处对应于一个正方形(SQ), 而 r12/R = 2处即图 4(a)中的OA及

OB线对应于一个正四面体(ETH).

图 3　几种几何构形的直观图

(a)ETH , (b)SQ , (c)TETH , (d)CONE , (e)PARA , (f)TS(CUN)

图 4　GETH 子空间中 ψQ 作为 r 12(纵坐标)和 R(横坐标)的函数的分布

(a)中 ψQ 的最大值为单位 1.等高线从外到内分别为 0.2 , 0.5 , 0.8(三等高线), 或 0.2 , 0.5(两等高线)0.2

(一等高线).ψRQ 表示ψQ的实部 , ψIQ 表示虚部.(b)内的短划线表示动力学节线.实(虚)等高线代表正(负)值
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令 ψQ=ψ
R
Q+iψ

I
Q.其中上标 R 和 I 分别表示实部和虚部.由于 ψ＊Q =π(-1)

L -Qψ Q , 可

知 0+态只有实部 , 即 ψ0=ψ
R
0 , 0

+
1 态的 ψ

R
Q 如图 4(a)所示.发现 ψQ 主要分布在 ETH 的邻

域 ,同时在 SQ 附近亦有所分布 ,注意到在诸规则的几何构形中 ,总位能最小出现在 ETH 处 ,

在SQ 处为一条件极小值.因而上述分布反映了基态波函数愿意在总位能最小值及其邻域进

行分布的事实.相应地 0+1 态的主要特征就是具有 ETH 结构 , 即波函数围绕ETH 进行分布.

以下称这一类态为 ETH态.

0+2 态的 ψ
R
Q如图 4(b)所示.与图 4(a)相比 , 图4(b)中添加了两条节线.一般来说 ,在量

子力学中 ,节线出现意味着特定模式的激发.注意到当 R 减小至零并向负向增加时 , 一个

ETH 会转变成 SQ , 再转变成另一个 ETH.图 4(b)中从谷 A(对应一个 ETH)到峰 B(一个

SQ),再到谷 C(ETH)的演进反映了这种转变 , 可称之为 ETH-SQ-ETH 振动模式 , 由于其间

含有两根节线 , 意味着这一模式已经激发.0+2 态的主要特征就是具有激发的 ETH-SQ-ETH

振动模式 ,相应地其结构是 ETH 与 SQ 的共存.由于含有两根节线 , 意味着很高的激发能 ,

这是 0+态有一个大的能隙的原因.这一能隙也反映了 0+1 态的稳定性.

令人奇怪的是 , 在 GETH 这个子空间内 , 所有 0
-
i , 1

+
i , 1

-
i 的诸ψQ( Q =0或 1)均为

零 ,无论首态还是较高态都是这样 , 这表示它们没有广义正四面体(GETH)的结构.我们将

在下面探讨其根由.由于 GETH 子空间中包括了总位能最低的区域 , 若波函数不在这一空间

分布 , 必将导致总位能的提高 , 因而 , 0-1 , 1
+
1 , 1

-
1 显著高于 0+1 也就不足为怪了.

(ii)在图 3(a)之中 , 令 r12⊥k′, r34⊥k′, r12=r 34 , 又令 φ为r12与 r34之间的夹角.若 φ

恰为 90°(270°), 则对应于一个 GETH;若 φ偏离 90°, 则称为一个扭曲的 GETH , 记为

TETH.又若进一步把 r12和 R 分别固定在其优化值 , 那么 , ψQ 就只是 φ的函数 , 如图 5所

示.在这个特定的子空间内 , 我们发现所有 1+i 与 1-i 的ψQ 恒为零.前已提及 0+态只有实

部 , 而0-态则只有虚部 , 由图 5(b)给出.0-1 态的峰(谷)值在 φ=90°±40°处 , 这表明这个态

的最可几形状是一个 TETH.φ=90°处是一个节点 , 意味着 φ围绕 90°的摇摆 , 是一种激发

了的运动模式 , 可称之为扭摆.0-1 态的主要特征就是存在着激发了的扭摆运动.

(iii)在图 3(a)中令 r12⊥k′, r12⊥r34 , r12 =r 34;又令 θ为 r34与 k′的夹角.若 θ恰为

90°, 则对应于一个 GETH;若 θ偏离 90°, 则称为一个变形的GETH , 记为 DETH (这相当在

图 3(a)中 , r34在 i′-k′平面内绕O 点转动);又若进一步把 r12和 R 分别固定在其优化值 , 那

么 ψQ就只是θ的函数 , 如图 5(c)至 5(f)所示 ,其中实线表示 ψ0 , 而虚线表示 ψ1.所有 0±1 ,

1±1 态的 ψQ(Q=0和 1.由于 ψ Q和ψ
＊
Q 只差一相因子 , 以下只给出 Q ≥0的情况)的实虚部

均由图5给出;若未给出 , 表示该成分在该特定的子空间内恒为零.这一约定对图6 ～ 8亦适

用.图 5(d)～(f)表明 1+1 与 1-1 态的峰值偏离 θ=90°, 表明存在着 DETH 结构.由于在 θ=

90°处存在着节点 , 1+1 与 1-1 态存在着激发的 , 围绕着 GETH 的内部摆动.

(iv)在图 3(a)中令 r12⊥k′, r34⊥k′, r12⊥r34 , , 但 r12可以不等于 r 34 , 此时称之为楔

形(WEDGE).若 R 固定在其优化值 , 则 ψQ 为 r12与 r34的函数 , 如图 6所示.图 6(b)的峰

值在 r12≠r 34处(r12=r34处为一节面), 表明 1-1 态有楔形结构.

(v)从四面体的一个顶点向另外三个顶点组成的平面作垂线 , 记为 h .若一正四面体的

边长为 s , 则有 h=h 0= 2/3 s.若 h 的长度偏离h0 , 则变为正三棱形或锥形(CONE)(见图
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图 5　在 TETH 或 DETH 子空间中 ψRQ(ψ
I
Q)作为扭曲角 φ或θ的函数

纵坐标为 ψRQ或ψ
I
Q ,其单位是任意的.横坐标为 φ或θ.(a)r 12=r 34=2.4 , R=1.7;(b)r 12=r 34=2.6 , R=1.9;

(c) r 12=r 34=2.4 , R=1.7;(d) r 12=r 34=2.2 , R=2.5;(e)r 12=r 34=2.6 , R=1.6

图 6　在楔形(WEDGE)子空间中 ψQ 的分布

(a)中 ψQ 的最大值为单位 1.等高线的意义同图 4.R=1.7 , 短划线代表 ETH;

(b)R=1.5 , 短划线表示 ETH处为内秉节面(INS)

3(d)), 此时 ψQ作为 s或 r12(底边长)和 h 的函数如图 7所示.图 7(b)的峰值不在 h =h0处 ,

表明 1-1 态有锥形结构.

以上我们在 ETH 的邻域 , 选择 5个不同的子空间研究了波函数的分布.考虑到四体问

题有 12个自由度 , 去掉质心平移自由度和集体绕质心转动的自由度(即 Euler 角 α, β , γ)之

后 , 还剩下 6个内部自由度 ,对应于 6个广义的内部坐标.其中的一个可选为超径(hyperra-

第 7 期 李训贵等:四 Bose子系统低激发态的结构特征和对称性效应 649　　



图 7　在锥形(CONE)子空间中 ψQ 的分布

(a)中 ψQ 的最大值为单位 1.等高线的意义与图 4中的相同.在 h=h 0= 2/ 3 r 12处有最大值.

(b)短划线代表内秉节面

图 8　在平行四边形(PARA)子空间中 ψQ 的分布

(a)中 ψR
0 的最大值为单位 1.等高线的意义与图 4中的相同.粒子 3与 4均固定在 X 轴上 , 对称地分列

其左右侧.此时粒子 3与 4的质心 , 1与 2的质心均重合于原点.ψQ 则作为粒子 1的位置的函数画出

dius), 用以描写整个系统的膨胀与收缩 , 称之为呼吸模式.在文献[ 11]中发现了这种模式 ,

但只存在于高激发态中.由于本文主要研究较低激发态的性质 ,可不考虑这种模式.对于描

写余下的 5 个内部自由度的广义坐标 ,可以有不同的选择方式.本文所选择的 5个子空间已

经足以充分地反映波函数在 ETH邻域的行为.发现所涉及的波函数往往在许多子空间中为

零.换言之 , 这些波函数只在特定的很有限的子空间内分布(0+态除外).这是一个很重要的

性质 , 将在以下讨论.

4　低激发态的波函数在正方形构形及其邻域的行为

(i)在图3(a)中令 r34固定 , 令OO′为零(即四个粒子保持在一个平面上), 此时 ψQ为 r12

及 φ(r12与 r34的夹角)的函数(参见图 3(b)).在这个子空间中 ψQ 如图 8所示.图 8(a)的峰

值在正方形(SQ)处.图 8(b)的峰值在不等边的平行四边形(PARA)处(见图 3(e)),表明 1+1

态有 PARA 结构.

(ii)在图 3(b)中令 r12=r34及 r12⊥r34 ,又令 4个粒子保持共面结构 , 但容许 R 在共面

的平面内移动(见图 3(f)).又令 R 与 r12的夹角为 η.当 η为 45°时 , 4个粒子呈梯形 , 当 η
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为 90°或 0°时呈盾形.通过观察 ψQ , 发现 1-1 态含梯形(及盾形)结构.

至此 , 我们已对 0+i , 0
-
i , 1

+
i , 1

-
i 4个系列的首态的结构作了比较充分的探讨.发现 0+

在 ETH , SQ及其邻域进行分布 , 0-态则只在 TETH 形 , 1+态在 DETH 形及 PARA 形 , 1-

态在 DETH , WEDGE , CONE等区域进行分布.1
-
态同时兼含梯形和盾形为特征的共面结

构.归纳如表 1所示.

表 1　几何结构的禁戒a)

a)表中斜线表示相应的结构在相应的 L π态的 ψQ 成分中受禁戒(即 ψQ 在该结构处为零).白方格中

的数字表明ψQ在该处出现峰值.格内第一个数为 ψQ的峰值.其他数值表示峰值所在处的几何

特征.一个空的格表示ψQ在该处不为零 , 但不是峰值.计算时取 V 0=300MeV

　　我们所得的种种“发现”均基于所设定的理论模型.一个很自然的问题是这些“发现” 的

普遍性如何.如果它们仅从属于特定的模型 ,其意义自然不大;反之 ,若不依赖于特定的模型

而具有普遍性 , 就必然反映微观体系的内在规律.值得注意的是在广阔的坐标空间内 , 量子

态的波函数仅分布在局部.一个原因显然是动力学方面的 , 为了使能量降低 , 低激发态波函

数必然围绕总位能最小值及其邻域进行分布 ,0+1 显然属于这种情况.但对于另外一些态 , 我

们在多个子空间内都找不到它们的痕迹 , 其波函数被完全从一些特定的区域内排挤出去(例
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如 0-态被严格局限在 TETH 区域), 这是一个十分引人注目的特征 , 显然不是动力学所能解

释的 , 其原因值得深究.

为了研究可能存在的“普遍性” , 我们对所用模型的动力学参数(相互作用强度 ,力程 ,质

量等)作了大幅度的改动 , 所得的结果在定量上也有了很大的变化 , 但定性上不变.例如 , 我

们将相互作用强度 V0 减半 , 由 300变为150 , 再计算并分析本征波函数的结构特征.发现波

函数在空间分布的局限性(即在某些子空间严格为零)与动力学参数完全无关.我们又对一些

较高态 L
π
i(i>1)进行了探究 , 发现波函数空间分布的局限性只与 L 和 π有关 , 而与下标 i

无关.这说明已发现了一些超脱于动力学的因素 , 因而有必要从更深刻的角度来认识问题.

5　对称性分析

为了揭示决定能谱结构和波函数分布特征的物理原因 ,需要分析微观少体系统本身的对

称性.对于两体相互作用为(4)式的全同四 Bose 子系统 ,总势能 U =∑
i>j

V(r ij)将在某些规

则形状时有极小值(或条件极小值)Umin.显然 ,低激态波函数愿意靠近 Umin分布 ,这导致对

几何对称性的追求.对于四 Bose 子系统 , 有两种重要的规则形状(如图 3所示):正四面体

(ETH)和正方形(SQ).计算得到的 Umin表明
[ 12]
, ETH 是势能最低的形状 , SQ 次之.另一

方面 , 我们将看到 , 系统同时受到量子力学内秉对称性(空间反演 , 旋转 , 粒子交换等)的制

约.对三体系统[ 13～ 17]和二维的四体系统[ 18]的研究表明 , 量子力学内秉的对称性(QMS)对

低激态起决定性作用 , 其作用超越理论模型 , 超越动力学参数的影响 , 它揭示和诠释了决定

微观少体系统内部结构和运动模式的量子力学规律的深刻内涵.

如果四 Bose 子形成了图 3(a)所示的 ETH , 则有

(i)空间反演加上绕 i′轴旋转 180°等价于 1 , 2互换和 3 ,4互换 , 因而有

π(-1)Lψ Q(ETH)=ψQ(ETH)　　　( Q =-Q). (13a)

这表明 ,若 π(-1)L =-1且 Q=0 , 则 ψQ(ETH)=0.于是节面在 ETH组态出现(不管其大

小和方向), 即这种 ψQ 不能有 ETH结构.由于该节面源于内秉对称性 , 称之为内秉节面.

(ii)绕 k′轴旋转 180°等价于 1 ,2互换和 3 ,4互换 , 有

(-1)QψQ(ETH)=ψQ(ETH), (13b)

此式表明 , 若 Q 为奇数 , 则 ψQ(ETH)=0 , 即 Q 为奇数的分量不能有 ETH 结构.

(iii)空间反演后再绕 k′轴旋转 90°等价于粒子的置换 ,

π(-i)QψQ(ETH)=ψQ(ETH). (13c)

　　(iv)绕 i″(平行于 r12和 r34之间的夹角 φ=90°的平分线)旋转 180°等价于 1 , 3互换和 2 ,

4互换 , 有

i
Q
(-1)

L
ψ Q(ETH)=ψQ(ETH). (13d)

从(13a)～ (13d)式可知 , 0- ,1+和 1-态都不能有 ETH 结构.

当四 Bose子形成图 3(b)所示的SQ 结构时 , 有

(i)绕 k′旋转 90°等价于粒子轮换 , 因而

i
QψQ(SQ)=ψQ(SQ). (14a)

　　(ii)空间反演等价于 1 ,2互换和 3 ,4互换 , 因而
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πψQ(SQ)=ψQ(SQ). (14b)

　　(iii)空间反演等价于绕 k′旋转 180°, 因而

πψQ(SQ)=(-1)
QψQ(SQ). (14c)

　　(iv)绕 i′旋转 180°等价于 3 ,4互换 , 因而

(-1)Lψ Q(SQ)=ψQ(SQ). (14d)

从(12)式可知 , 0
-
,1
+
和 1

-
态都不能有 SQ 结构.

当四 Bose子形成 TETH 结构时(此时 r12和 r34之间的夹角 φ≠90°, 如图 3(c)所示),有

(i)绕 k′轴旋转 180°等价于 1 ,2互换和 3 , 4互换 , 有

(-1)QψQ(TETH)=ψQ(TETH). (15a)

这使 Q 为奇数的ψQ 不能有 TETH 结构.

(ii)绕 i″(平行于 r12和 r34之间的夹角 φ的平分线)旋转 180°等价于 1 ,3互换和 2 ,4互

换 ,

e
iφQ
(-1)

L
ψ Q(TETH)=ψQ(TETH). (15b)

这使 L 为奇且 Q=0的 ψQ 不能有 TETH 结构.(13)式表明 1+与 1-态不能有 TETH结构.

而 0-态可有 TETH 结构.

对于 DETH结构 , 它是图 3(a)中的 3 , 4两粒子都向上或下运动 , 但移动的距离不同使

θ≠90°所得到的形状.对DETH 结构 , 空间反演继之以绕 j′轴旋转 180°(k′轴沿OO′方向)等

价于 1 , 2互换 , 因而

πψQ(DETH)=(-1)
L+Q
ψ Q(DETH), (16)

这使得 π(-1)L +Q =-1的 ψ0 不能有 DETH 结构 , 因而 0-态不能有 DETH 结构.当四

Bose 子形成WEDGE结构时 ,有

(i)空间反演等价于绕 i′旋转 180°后再 3 , 4互换 , 因而

πψQ(WEDGE)=(-1)Lψ Q(WEDGE). (17a)

这使得 Q=0且 π(-1)
L
=-1的 ψQ不能有WEDGE结构.

(ii)绕 k′旋转 180°等价于 1 ,2互换和 3 ,4互换 , 因而

(-1)QψQ(WEDGE)=ψQ(WEDGE), (17b)

这使得 Q 为奇数的ψQ 不能有WEDGE结构.(15)式表明 0-与 1+态不能有WEDGE 结构.

当四 Bose子形成 CONE结构(此时体轴的选取如图 3(d)所示),有

(i)绕 k′旋转2π
3
等价于 1 ,2 , 3轮换 , 因而

e
-i2πQ/3

ψQ(CONE)=ψQ(CONE). (18a)

　　(ii)空间反演等价于绕 i′旋转 180°再 1 , 2互换

πψQ(CONE)=(-1)
L
ψ Q(CONE), (18b)

(16)式表明 0-与 1+不能有 CONE结构.

当四 Bose子形成梯形(TS)或盾形(DUN)结构时 , 这两个共面结构都有一个对称轴 , 使

图形绕此轴转动 180°不变.令此对称轴为 i′轴 , 令 k′轴垂直共面结构的平面 , 即有

(i)空间反演等价于绕 k′旋转 180°,
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πψQ(TS)=(-1)
QψQ(TS). (19a)

　　(ii)绕 i′旋转 180°等价于粒子互换 ,

(-1)Lψ Q(TS)=ψQ(TS). (19b)

(17)式表明 0-与 1+没有 TS(DUN)结构.

当四 Bose子形成不等边的 PARA 结构(图 3(e))时 , 有与(14b)和(14c)式相同的对称性.

综上所述 , 可知波函数所具有的内秉对称性制约了波函数结构.具体表现为在特定几何

组态出现内秉节面 , 使得特定的几何结构受到禁戒 , 如表 1所示.

对称性分析揭示了 0
±
,1
±
四个态的能谱结构和波函数分布特征的本质.每个 L

π
态在追

求能量最低结构的同时 , 又受到对称性的限制.从表 1知 , 0+1 态是 ETH 可接受态 , 波函数

光滑分布在大小最优化的 ETH附近 , 没有节面出现.所以0+1 态的能量(包括势能和动能)是

最优化的 ,能量最低 , 特别稳定 , 难于激发 , 能隙特别大.而其余三个 L
π系列都是 ETH 结构

禁戒的态 , 在 ETH处出现的内秉节面 , 增加了动能.当波函数被拒于内秉节面之外 , 势能亦

随之而增加 ,结果总能量增加.0
-
1 态除 TETH结构外 , 没有任何其他的规则几何结构 , 整个

坐标空间内充塞着各种各样的内秉节面 , 因而它是能量最高的态.

6　结论

(1)微观四 Bose 子系统的能谱和内部结构特征由量子力学内秉对称性和几何对称性共

同决定.从动力学来说要求总势能最小 , 使系统具有对称的几何结构.而量子力学对称性作

为更普遍和更深刻的对称性 , 与理论模型和动力学参数无关 , 对微观少体系统起决定性作

用 , 在很大程度上决定了系统的能序和波函数在相空间的分布.因此 , 对任何微观少体系统

(小至粒子物理中的夸克 , 大至凝聚态物理中的团簇), 均可通过研究内秉节面 , 在很大程度

上预言其低激发态的结构特征.

(2)量子力学内秉对称性通过内秉节面(INS)来实现对少体系统的制约.每个 L
π
系列

的第一态都追求最佳几何形状并逃逸内秉节面以使能量最低(因为波函数中所含节面越多 ,

内部运动就越激烈 , 能量就越高).内秉节面对波函数在坐标空间分布的严格限制 , 可能导致

两种相似性.一是同一系统的某些量子态由于有相同的内秉节面结构而互相相似 , 这将导致

转动带的出现.二是不同系统因受到类似的对称性的限制而互相相似 , 这将导致能从同一的

和更基本的观点去理解不同系统的行为.这些方面的探讨将有待于以后的工作.
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