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摘　要　给出带有m- 1项断裂项n+ m 阶T aylor 定理余项中 �的渐近估计,其估计

式为

�=
m + n

n

-
1
m

+ o( x )。

利用该估计式将 Tay lor 定理推广为 f ( x ) = ∑
n- 1

k= 0

f
( k)

( 0)
k !

x
k

+ f
( n)
〔�nx〕x

n

n!
+ R n ,

其中余项

Rn = 〔1 - ( 1 +
n

m + n
) �m〕 f

( m+ n+ 1)
( �)

( m + n + 1) ! x
m+ n+ 1

。

最后举例说明该推广在近似计算中的优越性。
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微分中值定理、T ay lor 定理无论在理论研究上还是在近似计算中都有十分重要的价值, G

A Alfonso
〔1〕对 Tay lor 定理 Lagrange 余项中 �的渐近性作了详细的研究, Bem ard Jaco b-

son
〔2〕、张广梵〔3〕等学者对微分、积分中值定理的渐近性进行了讨论。E I Pof fald

〔4〕、费荣昌〔5〕根

据渐近估计式对 Taylo r 定理进行了推广。本文进一步研究带有 m- 1项断裂项 n+ m 阶 T ay-

lor 定理余项中 �的渐近性, 并利用渐近估计式将 T aylor 定理作进一步的推广,并给出它在近

似计算中的应用。首先指出 m- 1项断裂项是指 T aylor 定理中的展开函数在展开点从 n阶导

数后有连续 m- 1阶导数为零, 而n+ m 阶导数不等于零。

Tay lor 定理叙述如下

设 f ( x )在领域 o( a, �) ( �> 0)内有直到 n阶导数, 对任意 x∈o( a, �)有

f ( x ) = ∑
n- 1

k= 0

f
( k) ( a)
k !

x
k + Rn ( x )

其中R n( x )为 Lag range型余项,即

R n( x ) =
f

( n) ( a + �( x - a) )
n!

( x - a) n , ( 0 < �< 1)



1　Lagrange余项中的渐近性

　　定理1　设函数 f ( x )在领域 o ( a , �)内存在 n 阶导数 , 在 a 点存在 n + 1阶导数 ,

且 f
( n+ 1) ( a ) ≠0, 则对 Taylor 定理中关于 Lag rang e余项中的 �有 �=

1
n + 1

+ o( x - a)

证明　令 F ( x ) = f ( x ) - ∑
n

k= 0

f
(k) ( a)
k!

( x - a) k

显然F ( a) = F′( a) = ⋯ = F
( n) ( a) = 0,且 F

( n) ( x ) = f
( n) ( x ) - f

( n) ( a)

考虑极限 l im
x→a

F( x )
( x - a) n+ 1 ,由 L'Ho spital法则得

l im
x→a

F( x )
( x - a) n+ 1 = lim

x→a

F′( x )
( n + 1) ( x - a) n = ⋯ =

1
( n + 1) !

lim
x→a

F
( n) ( x )
x - a

=

1
( n + 1) !

lim
x→a

f
( n) ( x ) - f

( n) ( a)
x - a

　　 由于 f ( x )在 a点存在 n+ 1阶导数,故有

lim
x→a

F( x )
( x - a) n+ 1 =

1
( n + 1) !

f
( n+ 1) ( a) ( 1)

　　将 T ay lor 定理代入 F ( x )得

lim
x→a

F( x )
( x - a)

n+ 1 = lim
x→a

f
( n)

[ a + �( x - a) ] - f
( n)

( a)
n! ( x - a) =

1
n! lim

x→a

f
( n) [ a + �( x - a) ] - f

( n) ( a)
[ a + �( x - a) ] - a

�� =
1
n! f

( n+ 1)
( a) � lim

x→a
� ( 2)

　　比较( 1)、( 2)得
1

( n + 1) !
f

( n+ 1) ( a) =
1
n!

f
( n+ 1) ( a) �lim

x→a
�, 注意到 f

( n+ 1) ( a) ≠ 0 ,于是有

lim
x→a
�= 1

( n + 1) !
, 即 �= 1

n + 1
+ o( x - a) ,定理1得证。

在很多文献中都有类似定理1的结论, 但都要求 f ( x )在 a点有 n+ 1阶连续导数,而定理1

只要求在 a 点存在 n + 1阶导数 , 因此定理1的应用范围将更广 , 关于这一点将在例2

中说明。

另外应该指出, 定理1中条件 f
( n+ 1)

( a) ≠0是充分条件,当该条件破坏时,其结论可能不成

立。

例1: 在定理1中取 n= 1, 且 f ( x ) = x
2sin x 时, f′( x ) = 2x sin x + x

2cos x , f "( x ) =

2x sin x + 4xcos x - x
2
sin x , 而 由 T ay lor 定 理 的 Lag rang e 余项 可 知 x

2
sin x =

[ 2( �x ) sin( �x ) + ( �x )
2
co s( �x ) ] x , ( 0< �< 1) , 则 3 lim

x→0
�2

= 1 , 即 �= 1/ 3 + o( x ) 。显然

与定理1的结论 �= 1/ 2 + o( x ) 不相符,其原因是 f "( 0) = 0不满足定理条件。

定理2　设 f ( x )在某个领域 o( a, �) ( �> 0)内有直到 n+ m阶导数,且 f
( n+ j ) ( a) = 0 , ( 1≤

j < m) , f
( n+ m ) ( a) ≠ 0 ,则对 T aylor 定理关于 Lag rang e余项 Rn( x ) 中的 �有

�=
m + n

n

-
1
m

+ o( x - a)

　　证明　令 F ( x ) = f ( x ) - ∑
n

k= 0

1
k!

f
(k) ( a) ( x - a) k , 由于 F

( n+ j ) ( a) = 0 , ( 1≤j < m)易得

F( a) = F′( a) = ⋯ = F
(n)

( a) = ⋯ = F
( n+ m- 1)

( a) = 0 ,且 F
(n+ m- 1)

( x ) = f
( n+ m- 1)

( x )
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考虑极限 l im
x→a

F ( x )
( x - a)

n+ m ,由 L'Hospital法则得

l im
x→a

F ( x )
( x - a) n+ m =

1
( n + m) !

f
( n+ m) ( a) ( 3)

　　又由T aylo r 定理 f ( x ) = ∑
n- 1

k= 0

1
k !

f
(k) ( a) ( x - a) k +

1
n!

f
( n) [ a + �( x - a) ] ( x - a) n, ( 0 <

�< 1) 代入F ( x )得 F( x ) =
1
n!

[ f ( n) ( a + �( x - a) ) - f
( n) ( a) ] ( x - a) n,对函数 f

( n) [ a + �( x

- a) ] 运用 Taylo r 定理, 并注意到 F
( n+ j ) ( a) = 0 , ( 1≤j < m ) , 则有 f

( n) [ a + �( x - a) ] =

f
( n) ( a) +

1
( m - 1) !

f
( n+ m- 1) [ a + ���1( x - a) ] �m- 1( x - a) m- 1 ,其中 0 < �1 < 1 ,

所以F ( x ) =
1

n! ( m - 1) !
f

( n+ m- 1)
[ a + ���1 ( x - a) ] �m- 1

( x - a)
n+ m- 1

于是

lim
x→a

F( x )
( x - a) n+ m = lim

x→a

�m- 1
f

( n+ m- 1) [ a + ���1 ( x - a) ]
n! ( m - 1) ! ( x - a)

=

1
n! ( m - 1) !

lim
x→a

f
( n+ m- 1) [ a + ���1( x - a) ] - f

( n+ m- 1) ( a)
[ a + ���1( x - a) ] - a

��m ��1 =

1
n! ( m - 1) !

f
( n+ m) ( a) lim

x→a
�m � lim

x→a
�1 ( 4)

由定理1知 lim
x→a
�1 =

1
m

,代入( 4)得

lim
x→a

F( x )
( x - a)

n+ m =
1

n! m!
f

(n+ m )
( a) lim

x→a
� ( 5)

比较( 3)、( 5)及 f
( n+ m)

( a) ≠ 0得 lim
x→a
�=

n! m!
( n + m) ! ,即有 �=

m + n

n

-
1
m

+ o( x - a) 。

推论　设 f ( x )在某区间 I 上, f
( n+ m ) ( x )存在( n≥1、m≥1)且当 x、a∈I 时, f

( n+ m) ( x )在 a

点连续 , f (n+ m ) ( a) ≠0 , f ( n+ j ) ( a) = 0 , ( 1≤j < m ) 则 Tay lor 定理对 Lagrange 型余项 R n

( x )中的 �有�=
m + n

n

-
1
m

+ o( x - a) 。

推论是文献〔1〕中的结论,与定理2相比较只是条件 f
( n+ m ) ( x ) 在 a点处作了改动, 定理2中

只是存在, 而推论中要求连续。显然后者包括前者, 从而定理比推论更广。为了说明这一点, 试

看下例。

　　例2:在定理2及推论中取 m= n= 1, f ( x ) =
x

2
+ x

4
sin

1
x

, x ≠ 0

0 , x = 0

由计算得 f "( x ) =
2 + 12x 2sin

1
x

- 6xcos
1
x

- sin
1
x

, x ≠ 0

0 , x = 0

易见 f ( x ) 在 x = 0某一领域存在二阶导数, 但 f " ( x ) 在 x = 0不连续。用 Tay lor

定理将 f ( x )在 x= 0展开至第一项得 x
2 + x

4sin
1
x

= [ 2( �x ) + 4( �x ) 3sin
1
�x - ( �x ) 2cos

1
�x ] x

,两边同除 x
2
得 1 + x

2
sin

1
x

= 2�+ 4�3x 2
sin

1
�x - �2

xcos
1
�x ,对上式取极限 x→0,注意到
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( 0< �< 1)从而得到 �=
1
2

+ o( x ) 。这里的 �是直接估计出来的,没有用定理2 , 但其结果与

定理2结论完全一致。事实上 f ( x )在 x= 0 某 一领域内满足定理2的所有条件,但 f ( x )的二阶

导数在 x= 0不连续, 故不满足推论的条件, 因此估计该例中的 �如用已得到的结论去求得, 只

能运用定理2,而推论在该例中显得无能为力。

2　Taylor定理的拓广

　　记 �m =
m + n

n

-
1
m

引理1　m、n∈N ,固定n,则有 0 < �m ≤ m
m + n

引理1可用数学归纳法证明。

引理2　设 S( t ) =
x

n ( x -
t
�m) m

( x - t) m+ n , m、n∈N , x> 0, t∈( 0, �mx ) ,则0< S ( t) < 1

证明　显然 S( t) > 0,对 S ( t)两边取对数并求导数得

S′( t ) = ( -
m

�mx - t
+

m + n
x - t

) � S( t ) =
h( t )

( �mx - t ) ( x - t) �S ( t )

　　其中h( t ) = - m( x - t ) + ( m + n) ( �mx - t ) ,易证 h( t )是单调递减函数,

又 h( 0) = x ( m + n) ( -
m

m + n
+ �m) , 由引理1知 h( 0) < 0,因此h( t ) < 0,由此 S ( t)也是单调

递减函数,而 S ( 0) = 1,故有 S( t ) < 1。

定理3　如果 f
( n+ m ) ( t ) 在[ 0, x ] 上连续,并且 f

( n+ j+ 1) ( 0) = 0, ( 1≤ j < m) ,则存在 �∈

( 0, x ) 使得 f ( x ) = �n( x ) + R n( x )

其中 �n( x ) = ∑
n- 1

k= 0

f
( k) ( 0)
k !

x
k + f

( n) ( �mx )
x

n

n!
,

　　R n( x ) = [ 1 - ( 1 +
n

m + 1
) �m]

f
( m+ n+ 1) ( �)

( m + n + 1) !
x

m+ n+ 1

证明　运用 T ay lor 定理将 f ( x ) 在 x = 0点展开,并采用积分余项,注意到 f
( n+ j ) ( 0) = 0,

( 1≤ j < m ) 则有

f
( n) ( �mx ) = f

( n) ( 0) +
1

m !
f

( m+ n) ( 0) ( �mx ) m +
1
m!∫

�
m
x

0
f

( m+ n+ 1) ( t) ( �mx - t ) mdt

将上式及 �m 代入 �n ( x ) ,所以

�n ( x ) = ∑
m+ n

k= 0

f
( k) ( 0)
k!

x
k

+
x

n

( m + n) !∫
�
m
x

0
f

( m+ n+ 1)
( t) ( �mx - t)

m
dt

另外,再对 f ( x )运用 T ay lor 定理可得

f ( x ) = ∑
m+ n

k= 0

f
( k) ( 0)
k !

x
k +

1
( m + n) !∫

x

0
f

( m+ n+ 1) ( t ) ( x - t) m+ ndt

因此　 Rn ( x ) = f ( x ) - �n( x ) =

1
( m + n) !∫

x

0
f

( m+ n+ 1) ( t ) ( x - t ) m+ ndt -
x

n

m! n!∫
�
m
x

0
f

( m+ n+ 1) ( t ) ( �mx - t ) mdt =

1
( m + n) !∫

�
m
x

0
f

( m+ n+ 1)
( t ) ( x - t)

m+ n
[ 1 - S ( t) ] dt +

1
( m + n) !∫

x

�
m
x
f

(m+ n+ 1)
( t ) ( x - t)

m+ n
dt
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由引理2及积分中值定理,一定存在 �1, �2 ∈ ( 0, x ) 使得

Rn ( x ) = [ 1 - ( 1 +
n

m + 1) �m] [ �f ( m+ n+ 1)
( �1 ) + �f ( m+ n+ 1)

( �2 ) ]
1

( m + n + 1) ! x
m+ n+ 1

其中 �+ � = 1, �=
( 1 - �m)

m+ n+ 1

1 - ( 1 +
n

m + 1) �m

根据引理1易证 �> 0, 而据 Bernoulli不等式可证 �< 1,事实上

1
( 1 - �m) m+ n+ 1 = ( 1 +

�m
1 - �m) m+ n+ 1 > 1 +

( m + n + 1) �m
1 - �m

又由引理1可得

1 +
( m + n + 1) �m

1 - �m > 1 +
( m + n + 1) �m

m + 1 - ( m + n + 1) �m = 1

1 - ( 1 +
n

m + 1
) �m

所以0< �< 1。再根据介值定理,一定存在 �∈( 0, x )使得

Rn ( x ) = [ 1 - ( 1 +
n

m + 1) �m]
f

( m+ n+ 1)
( �)

( m + n + 1) ! x
m+ n+ 1

3　定理3的应用

　　记 Qn ( x ) = ∑
n- 1

k= 0

f
( n)

( 0)
k ! x

k
,在近似计算中经常利用 Tay lor 定理的前 n项去近似代替原函

数, 即用 Q n ( x )去近似代替 f ( x ) ,其余项为
f

( n)
( �)

n! x
n

; 而文献〔4〕用 Q ( x ) + f
( n)

(
x

n + 1)
x

n

n!

去近似 f ( x ) ,余项为 n
2( n + 1)

f
( n+ 2)

( �)
( n + 2) !

x
n+ 2 ; 文献〔5〕在有 f

( n+ 1) ( 0) = 0 ,即存在一项断裂项

时,用Q ( x ) + f
( n) 2

( n + 1) ( n + 2)
x

x
n

n!
去近似代替 f ( x ) ,其余项为

1 - (
n
3

+ 1)
2

( n + 1) ( n + 2)

f
(n + 3) ( �)

( n + 3) !
x

n+ 3。

　　如果 f ( x ) 存在 m - 1项断裂项时则可用定理 3的前n + 1次近似 f ( x ) 。当

f " ( 0) = 0, f
( 3) ( 0) = 0时, 在定理3中取n = 1, m= 3, 在文献〔4, 5〕中也取n = 1, 分别得到

f ( x )的展开式

f ( x ) = f ( 0) + f′(
1

3
4
x ) x + ( 1 -

5

4
3

4
)
f

( 5) ( �)
5!

x
5 ( 6)

f ( x ) = f ( 0) + f′(
x
2

) x +
f

( 4) ( �)
4!

x
4 ( 7)

f ( x ) = f ( 0) + f′(
1

3
x ) x + ( 1 -

4

3 3
)
f

( 4) ( �)
4!

x
4

( 8)

而由T aylo r 定理得

f ( x ) = f ( 0) + f ′( 0) x +
f

( 4)
( �)

4! x
4

( 9)

　　例3:设 f ( x ) = x + ln( 1 + x
4
) ,则 f " ( 0) = f

( 3)
( 0) = 0,由( 6～ 9) 分别得 f ( x ) 的近
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似表达式为 f 1 ( x ) = x +
64x 4

64 + x
4 , f 2 ( x ) = x +

8x 4

16 + x
4 , f 3 ( x ) = x +

4 3 x
4

9 + x
4 ,

f 4( x ) = x 。下面将 f ( x ) - x , f i( x ) - x ( i = 1, 2, 3, 4) 在点 x = 0. 1, 0. 2, 0. 3, 0. 4, 0. 5,

0. 6, 0. 7上求数值解,其解分别列表如下.

表1　ln( 1+ x 4)的近似计算表

T able 1　A ppr ox imate calculatio n o f ln( 1+ x 4)

x

0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7

精确值 0. 000 099 0. 001 599 0. 008 067 0. 025 278 0. 060 625 0. 121 864 0. 215 192

( 6)式近似值 0. 000 099 0. 001 599 0. 008 098 0. 025 590 0. 062 439 0. 129 338 0. 239 203

( 7)式近似值 0. 000 499 0. 000 799 0. 004 048 0. 012 779 0. 031 128 0. 064 279 0. 118 275

( 8)式近似值 0. 000 077 0. 001 231 0. 006 229 0. 019 651 0. 047 781 0. 098 349 0. 180 026

( 9)式近似值 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000 0. 000 000

由上表可知( 6)优越( 8) ,而( 8)优于( 7) , ( 7)又优于( 9)。因此在 f ( x )存在断裂项且�x�较
小时定理3比其余三种渐近表达式精度可能更高。
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ASYMPTOTIC CHARACTERISTIC AND

POPULARIZATION OF TAYLOR THEOREM

REMAINDER �

Zhou Weican
( Department of Bas ic Courses, NIM , Nanjing　210044)

Wang Lixia
( Jian gsu University of Science and T echnolog y, Zhen jian g　212013)

Abstract　Asy mptot ic estim ation of Tay lor theo rem remainder � is given through m - 1

breaks in n+ m or der by fo rmula

�=
m + n

n

-
1
m

+ o( x )

based o n w hich Tay lor theorem can be po pularized into

f ( x ) = ∑
n- 1

k= 0

f
( k) ( 0)
k!

x
k

+ f
( n)
〔�nx〕x

n

n!
+ Rn

w here R n is the remainder,

Rn = 〔1 - ( 1 +
n

m + n
) �m〕 f

( m+ n+ 1) ( �)
( m + n + 1) !

x
m+ n+ 1.

Its superiority of extensio n in approx imate com putation is sho w n w ith ex am ples.

Keywords　asymptot ic char acter ist ic, popularization, approx imate com putation
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