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摘要 低维晶格系统中的能量输运和扩散已成为非平衡统计物理输运理论的前沿课题,正在蕴育线性响应
理论之后的近平衡理论的新突破. 本文重点介绍厦门大学课题组在这个方向上的主要进展,阐述基于粒子
间相互作用势函数的对称性所建立的输运和扩散的基本理论框架以及基于系统哈密顿函数求解输运系数

的路线图和相关进展.本文还将揭示能量均分所遵循的普适规律,探讨这些规律和输运行为之间的内在联
系,并报告在耦合输运研究方面发现的新奇效应.
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1 引言

非平衡统计物理研究系统趋向平衡的一般规

律,是物理学主要学科体系中仍然处于发展阶段的
学科.对近平衡系统,也就是偏离平衡态不太远的系
统,相关研究较为成熟,经过一个多世纪的发展已经
建立了若干自成体系的理论和方法,并得到广泛应
用 [1–4]. 然而,这些理论在某种意义上还停留在框架
阶段,还不能脱离实验而从理论上直接定量给出系
统的输运系数. 而远离平衡的系统, 如果存在持续
的能量输入,有可能形成生存时间足够长的亚稳态,
也就是所谓的耗散结构 [5, 6]. 最近二十多年来,多个
可应用于远离平衡系统的涨落理论相继问世 [7–14],

把远离平衡系统的性质和平衡态的性质以等式明确

联系起来,标志着非平衡统计物理进入了一个新的
发展阶段.

本文介绍最近三十多年来近平衡统计物理在低

维晶格系统输运理论研究方面的进展.输运理论源
于1894年提出的Curie定律,

Ji =
∑

Li jX j, (1)

其中Ji和X j分别代表广义流和广义力, Li j称为昂萨

格系数, 也就是输运系数. 这个公式表明系统内部
的各种流是相互耦合的, 一种类型的广义力不仅
能激发同种类的流, 而且还能激发其他种类的流.
1931年, Onsager [15]基于最大熵原理把平衡态附近
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的熵展开到线性项,不仅从统计物理的角度推导得
出了Curie定律,同时还得到了以他的名字命名的昂
萨格关系

Li j = L ji, (2)

深入揭示了流之间的关系,并因此获得了诺贝尔奖.
这一关系对热力学系统施加了很强的限制.例如,对
热电系统,当热电转换效率达到卡诺效率时,由该关
系可知其输出功率必为零,否则输出功率则可大于
零 [16].

1951年, Callen和Welton [17]提出了涨落耗散定

理: 一个热力学系统在外界扰动下引起的对平衡态
的偏离,和系统内部由于涨落导致的对平衡态的偏
离, 遵从同样的规律向平衡态弛豫. 这个理论的关
键是建立了近平衡系统和平衡系统的联系,从而可
在后者成熟的理论框架下对前者进行讨论.在这一
理论的指导下, Kubo [2]于1957年在线性响应假设下
获得了计算昂萨格系数的公式:

Li j = lim
τ→∞

lim
V→∞

1
2

∫ τ

0
Ci j(t)dt, (3)

这里Ci j是流i激发流 j的关联函数. 这当然是统计物
理的又一个里程牌,它把昂萨格系数和流涨落关联
的衰减联系了起来,从而原则上只要系统的微观动
力学方程给定, 就可以计算得到各个输运系数. 这
就是著名的Green-Kubo公式 [1].
然而, 从量子理论和经典动力学理论的角度

看, 理论物理学家的任务还远未完成, 因为给定了
系统的哈密顿函数或运动方程, 实际求解出Green-
Kubo积分从而给出输运系数的显式并不容易,导致
不仅不能一般性地回答某个特定的输运系数的数值

是多少,甚至无法得到这个系数对系统尺寸等因素
的定性依赖关系.在最简单的仅存在温度梯度并仅
激发热流的情况下, Curie定律退化成早在1808年就
已提出的Fourier热传导定律

J = −κdT
dx
. (4)

这个公式表明热流与沿着其传导方向的温度梯度成

正比,比例系数κ就是热传导系数,或热导率. dT/dx
表示沿着热传导方向(设为x方向)的温度梯度,也就

是热力学力,其中负号表示热流从高温区流向低温
区. 这种情况下, Green-Kubo公式为

κ = lim
τ→∞

lim
V→∞

1
kBT 2V

∫ τ

0
C(t)dt, (5)

其中C(t) = ⟨J(t)J(0)⟩为平衡态下的流关联函数,
kB是Boltzmann常数, T和V分别是系统的温度和体
积.

在公式(4)中, κ被认为是一个与系统尺寸无关
的常数. 在固体物理中, 为人熟知的是在单模弛豫
近似下由公式(4)得到的如下表达式:

κ = cvl. (6)

这里c, v, l分别是系统的比热容、声速、声子的平
均自由程,要得到κ,必须通过实验测出这些物理量,
因此这个公式不是第一性的理论公式.

事实上, Fourier热传导定律是一个经验定律,迄
今为止并未得到第一性的解析证明. 虽然对块体材
料,也就是三维系统,针对绝大多数常规材料的实验
都表明它是正确的,但是,对于低维体系,来自实验
的直接验证非常缺乏且不够精准.到目前为止,只有
一些基于一维碳纳米管 [18]和二维石墨烯的实验研

究了热传导系数和尺寸的依赖关系 [19, 20],而理论研
究给出的结论则不明确, κ随尺寸的增大是否发散,
跟高阶声子过程、应力等因素有关 [21, 22]. 这些初步
研究揭示了低维材料的热传导行为可能和体材料有

定性的差别,其热传导系数可能依赖于系统尺寸.
因此, 如何进一步解出Green-Kubo公式, 也就

是在给定系统运动方程的情况下获得流关联函

数随时间弛豫的规律, 进而得到宏观输运系数的
解析表达式, 是发展线性响应理论的核心课题. 完
成这一任务, 我们就能够不依赖于实验测量、完
全从理论上给出输运系数并准确理解不同维度系

统的输运规律. 本文第2节将介绍最近三十多年来
低维晶格模型热传导规律方面的研究进展, 重点
介绍厦门大学课题组的研究成果, 阐述所提出的
求解热传导系数的方案及其进展. 这一节中, 我们
将强调相互作用势函数的对称性在输运问题上的

重要角色,以及同时考虑动理学(Kinetics)和流体力
学(Hydrodynamics)输运过程的必要性. 第3节介绍
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在更基本的层次、也就是在扩散规律的层次上研究

和理解输运问题的成果.第4节还将报告我们对能量
均分假设的解析证明以及对Anderson局域化稳定性
的认识. 第5节介绍我们在耦合输运研究方面的进
展,着重考察能量输运与粒子输运因为相互耦合而
产生的新性质. 本文最后部分是对主要发现的总结
和今后工作的展望.

2 低维晶格热输运

理论上探索低维系统热传导规律的努力很早

就沿着两条途径展开了. 一条始于1967年Rieder,
Lebowitz和Lieb [23]的工作, 他们研究了置于两个无
穷大热源之间的简谐振子链模型,通过解析分析得
到了J为常数的结果.由于dT/dx = (T+ − T−)/N, N是
简谐振子链的长度, 也是链上简谐振子的数目, 这
意味着热传导系数随系统尺寸的增加按κ ∼ N发
散.这是晶格热传导问题第一个也是到目前为止唯
一一个得以严格解析求解的模型. 1970年, 一些学
者分析了质量无序的简谐链,发现热传导系数依赖
于边界条件: 对于固定边界条件κ ∼ N−1/2, 而对于
周期边界条件κ ∼ N1/2 [24]. 因为这些模型没有计
入非线性相互作用,所以所得结果对真实系统不适
用. 直到1984年, Casati等人 [25]研究了一个叫作ding-
a-ling的简单一维模型,发现当这个系统的运动是混
沌的时候,其热传导系数随着系统尺寸的增大很快
饱和成为常数, 因此得出混沌运动是支撑Fourier热
传导定律的微观基础. 当时非线性系统混沌运动
的研究渐入高潮, 人们对基于混沌理解一些统计
物理问题的前景普遍乐观, 因此顺理成章地接受
了这个观点. 1997年, Lepri, Livi和Politi [26]研究了另

一个一维晶格模型, 也就Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou
(FPUT)模型, 发现这个系统的运动虽然是混沌的,
但其热传导系数随系统尺寸增加而发散, 并不满
足Fourier热传导定律, 从而推翻了混沌是Fourier定
律充分条件的观点. 紧接着, 1998年胡斑比, 李保
文和赵鸿 [27, 28]提出系统的动量是否守恒, 或者系
统是否具有平移不变性是其遵循Fourier热传导定
律的关键. 具有在位(On-Site)势的系统, 如Frenkel-
Kontorova模型 [27]和ϕ4模型 [28], 它们的热传导遵

循Fourier定律, 而动量守恒的模型则有可能具有
随系统尺寸增加而发散的热传导系数. 这一观点
引起了一轮研究高潮, 经过几年的争论后被普遍
接受.

在此过程中研究者发现实际上这个问题早

在20世纪60–70年代就在流体输运理论的框架下研
究过,而且对动量守恒的系统得到过相同的定性结
论 [29, 30]. 这条途径的出发点是粒子数守恒、能量守
恒、动量守恒方程:

m
∂

∂t
ρ(r, t) + ∇ · p(r, t) = 0,

∂

∂t
e(r, t) + ∇ · Je(r, t) = 0, (7)

∂

∂t
p(r, t) + ∇ ·Π(r, t) = 0.

此处 ρ(r, t), p(r, t), e(r, t), Je和Π(r, t)分别是粒子密
度、动量密度、能量密度、能量流密度和动量流密

度.这个方程组实际上只要求系统是连续体,对流体
和固体均成立. 对这个方程组进行线性展开后, 可
以求解出声模、热模、黏滞模等流体力学模,并通
过它们的扩散和弛豫行为在一定的假设下推出流

对尺寸的依赖关系. 文献[31]在总结了这些结果后
给出

κ ∼


Lα, 一维;

ln(L), 二维;

常数, 三维.

(8)

这些是线性流体力学框架下的结果, 其中对一维
系统α = 1/2. 自2003年起, 熟悉流体输运理论的统
计力学专家开始回过头来研究这个问题,重点集中
在流关联的长时尾理论, 提出了各种理论方法, 包
括自洽模耦合理论 [32]、声子玻尔兹曼方程 [33, 34]、

流体力学方法 [35, 36]以及非线性涨落流体力学理

论 [37, 38]等. 这些方法的共同目标之一是确定α的值.
声子玻尔兹曼方程和一阶模耦合理论一致给出发

散指数 α = 2/5 [33, 34]. 而自洽模耦合理论 [32]和非线

性涨落流体力学理论 [37, 38]给出一致预言: 对称相互
作用势系统 α = 1/2, 而非对称的势系统 α = 1/3.
这些不同的理论结果也都有相应的数值模拟结果

支持 [39, 40], 到目前为止还没极其明确的结论. 对于

030012-3



赵鸿等. 中国科学: 物理学 力学 天文学 2021年 第 51卷 第 3期

实际材料而言,既有偏离流体力学理论预言的结果,
如对大于100 µm的碳纳米管的热传导实验中得到
α = 0.34 − 0.48 [41],也有接近流体力学预言的结果,
如一维聚合物长链的热导率的理论计算中得到的

α = 0.49 [42]. 如何理解不同理论结果及其和数值结
果之间的差异还有待研究.虽然发散指数的数值还
有争论,但是这些结果都意味着一维动量守恒的晶
格系统的热导率都是发散的.

厦门大学研究组对结论提出了挑战,认为它们
对一般的真实系统并不适用 [43–48]. 我们的基本观点
是流涨落的弛豫过程应当由两部分组成,分别是动
理学和流体力学过程. 流体力学输运理论只考虑了
后者,但前者对热传导系数的贡献反而有可能是决
定性的.

这一想法来自布朗运动的启发. 1905年Einstein
提出随机行走模型对布朗粒子的运动给出了一个

简单的公式, 即⟨r2⟩ = 2dDt, 它表明布朗粒子的均
方位移正比于时间. 这里d是空间维度, D是扩散系
数. 随后, Uhlenbeck等人 [49–51]建立了布朗粒子的动

理学理论,求出了粒子速度自关联函数的表达式

C(t) = C(0) exp
(
−kBT

D
t
)
,

其中C(t) = ⟨v(t) · v(0)⟩/d, v是粒子的速度. 这样, 依
据Green-Kubo公式, 可知扩散系数是与时间无关的
常数. 然而, Alder和Wainwright [52, 53]于1967年通过
数值模拟发现二维硬盘流体模型中速度自关联函

数具有“长时尾”, 即lim
t→∞

C(t) ∼ 1
t
√

ln(t)
, 由此引发了流

体力学效应的研究热潮. 随后, 流体力学输运理论
进一步指出三维硬球流体模型中速度自关联函数

按C(t) ∼ t−3/2发散. “长时尾”表明存在非指数的缓慢
趋衡过程,这对许多假定指数趋衡过程的非平衡统
计理论是一个挑战.对于二维流体,这意味着扩散系
数是时间的函数,随时间按D ∼ ln(t)的规律发散.这
样一来,完整布朗运动实际上是动理学和流体力学
两个过程耦合的结果. 图1(a)给出了二维硬盘模型
中一个粒子速度自关联的模拟结果,可见其弛豫过
程分为两个阶段,快速衰减的动理学阶段和缓慢衰
减的流体力学阶段. 过去一个多世纪以来的研究给
出了流体系统中分别描述这两个过程的解析公式.

最近,一个统一动理学和流体力学的完备描述也已
被提出 [54].

我们研究发现在具有非对称相互作用的一维

晶格模型中热流自关联函数也具有图1(a)的形式.
图1(b)给出了著名的FPUT-α-β模型中热流自关联函
数随关联时间的变化, 可以看到快速衰减的指数
过程和慢速衰减的长时尾部分. 注意到指数衰减
如果能够导致几个数量级的下降, 那么进入幂律
下降阶段时, 流关联函数的幅值就已经非常小了.
根据Green-Kubo公式, 热传导系数可以写成两个
部分:

κ =

∫ τ

0
CK(t)dt +

∫ τc

τ

CH(t)dt, (9)

其中τ是动理学起主导作用的时间尺度, τc为积分

截断时间. 假设 CK(τ) ∼ 10−3CK(0), CH(t) ∼ t−0.5,则
由(9)式可知直到t ∼ 106τ 流体力学效应的贡献才

能接近动理学效应的量级. 这个时间尺度所对应
的空间尺度为l ∼ 106vτ,其中v是声速.这样一来,虽
然在热力学极限下热传导系数会发散,但是在一个
可涵盖宏观尺寸的大尺度范围内,起主导作用的却
是动理学效应,使得通过实际测量所得到的热传导
系数表现为不依赖于系统尺寸的常数,系统仍然遵
循Fourier定律.

上述研究中所涉及的是所谓的低温区,折合为
实际温度相当于室温范围,而在以往的数值研究中,
为使模拟结果快速收敛,所采用的温度往往过高,超

(a) (b)

图图图 1 (网络版彩图)动理学过程与流体输运过程. (a)二维圆
盘模型速度自关联函数曲线; (b)一维FPUT-α-β晶格模型热
流自关联函数

Figure 1 (Color online) Kinetic process and hydrodynamic trans-
port process. (a) Velocity autocorrelation function for two-dimensional
disk models; (b) heat flow autocorrelation function for one-dimensional
FPUT-α-β lattices.
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越了实际材料的熔解温度.这一点可以很容易阐明:
根据能量均分定理, 设x是某个粒子离开平衡位置
的位移, 那么有kBT = m⟨ẋ2⟩ = k⟨x2⟩, 其中m是粒子
的质量, k是两倍的势函数二次项系数. 数值计算
中一般采用无量纲单位, 即kB = m = k = 1, 因此
有T = ⟨x2⟩. 固体物理告诉我们, 如果一个材料中
原子的平均振动幅度超过晶格常数的约10%就会熔
解. 因此, 无量纲的数值模拟中有意义的温度应当
限制在T < 0.01. 而在之前的大多数研究中, 为了
使计算结果快速收敛, 一般使用T ∼ 1的无量纲温
度,有些甚至高达T ∼ 100,故这些研究无法观察到
快速衰减的动理学阶段. 在T ∼ 0.01的温度区, 我
们发现大量具有非对称相互作用势的模型普遍都

有足够长的动理学区域 [44, 46, 47],甚至在有些模型中,
如Lennard-Jones模型, 在数值计算所能达到的关联
时间尺度内都观察不到快速衰减过程向长时尾的转

变 [46, 55, 56]. 在以上认识和发现的基础上, 我们提出
晶格能量输运过程同样由动理学过程和流体力学过

程支配;之前的研究成果主要是发现和刻画了后者,
而如何定量地刻画前者,并且区分两者各自的贡献,
是建立低维晶格完整输运理论的关键.

一维晶格系统的哈密顿函数可一般地写成

H =
N∑
i

[
p2

i

2mi
+ V(xi+1 − xi) + U(xi)

]
, (10)

其中的pi, mi和xi分别表示第i个粒子的动量、质量
和偏离平衡位置的位移, V(x)表示相邻粒子间的相
互作用势. U(xi)是所谓的在位势, 与粒子的位置有
关,相当于外界施加于粒子的作用. 例如,当考察一
条三维空间中的一维原子链时,高维环境的作用在
平均场近似下可以看成是这个在位势;它的存在破
环了系统的动量守恒或平移不变性.

研究晶格热传导比较直接的做法是建立非平衡

稳态,即在晶格的两端分别施加高温热源T+和低温
热源T−,在经过足够长时间系统达到非平衡稳态后
计算流过链的热流. 热流由连续性方程给出, 对于
晶格模型其一般的表达式是

J =
N∑
i

(
ẋi+1
∂H
∂xi

)
. (11)

图2总结了非平衡态一维晶格热传导的典型结
果.其中热传导系数由κ = JL

T+−T−
计算,三角形表示具

有在位势的ϕ4模型[V(x) = x2/2, U(x) = x4/4]的结
果,圆圈表示FPUT-β模型[V(x) = x2/2+ x4/4, U(x) =
0]的结果 [27, 28]. 可见前者由于在位势破坏了动量守
恒, 热传导系数收敛为常数, 不再随系统尺寸变化,
而后者因动量守恒,其热导率随系统尺寸增加以幂
律发散.

非平衡态模拟存在一个缺点: 即便使用温
差小至∆T = T+ − T− ∼ 0.01的热源, 使用大至包
含N = 10000个粒子的模型,也只相当于在一个微米
尺寸的真实系统两端施加高达300 K的温差,严重偏
离实际情况. 平衡态计算, 也就是根据Green-Kubo
公式的计算,则避开了这个问题.因此,热传导数值
研究随后多转为采用平衡态模拟.

平衡态模拟原则上要求系统尺寸要趋于无穷

大,而计算机能模拟的系统总是有限的,因此当选定
一个系统尺寸进行模拟前需要明确有限尺寸效应的

影响是否可被忽略.图3(a)给出了不同尺寸的FPUT-
β模型的流关联函数,可以看到当系统较小时尺寸效
应是很明显的. 那么造成尺寸效应的原因是什么?
为了回答这一问题,我们从总流关联函数推出

⟨J(0)J(t)⟩ = N
N∑
i

⟨ jN/2(0) ji(t)⟩ =
∫ L/2

−L/2
C(x, t)dx, (12)

图图图 2 (网络版彩图)一维动量守恒晶格系统(FPUT-β模型,圆
点)和动量不守恒晶格系统(ϕ4模型,三角)的热导率随系统尺
寸的变化

Figure 2 (Color online) Size dependence of thermal conductivity for
one-dimensional lattices where the momentum is conserved (demon-
strated by the FPUT-β model, dots) and is not conserved (demonstrated
by the ϕ4 model, triangles), respectively.
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(a) (b)

t

图图图 3 (网络版彩图)流关联函数的有限尺寸效应. (a)不同尺
寸的系统的流关联函数; (b)有限系统中局域流关联函数
Figure 3 (Color online) Finite size effect of the correlation function of
heat flow. (a) The correlation function of heat flow for various system
sizes; (b) the correlation function of local heat flow in a finite system.

这里C(x, t) (x = i − N/2)表示在晶格中间的那个粒
子上t = 0时刻的局域热流在t时刻的空间关联. 由此
可以看出总流关联由局域流的空间关联决定. 基于
此,我们提出了分析和理解流关联有限尺寸效应的
方法 [57]. 图3(b)给出了FPUT-β模型局域热流空间关
联随时间的变化,可以看到局域流涨落会激发出相
反的两个方向上的流关联脉冲,它们各自以声速传
播.在无穷大的系统中,总流关联的衰减行为由这两
个流关联脉冲各自的衰减性质决定;而当系统尺寸
有限时,当它们在pL/2 (p = 1, 2, · · · )的位置上相遇
时,就会由于非线性相互作用而“碰撞”,导致关联的
额外损失 [58, 59],造成有限尺寸效应.基于以上理解,
我们得到只有在

t <
L
2v

(13)

的时间区间内的流关联函数才不受有限尺寸效应的

影响.不过,由于流关联随着时间幂律衰减(图3(b)),
随着系统尺寸的增加“碰撞”引起的效应会逐渐
减弱.
通过对具有对称相互作用势的晶格模型施加

应力来改变其对称性,从而观察流关联函数的变化
是揭示对称性和热传导内在联系的有效方法. 这
对应用而言也具有重要意义,它表明通过改变系统
的对称性能调控材料的热传导性质 [47]. 对于对称
的FPUT-β模型,施加应力后将势函数在平衡位置附
近可展开为

V(x) =
1
2

(
1 + 3b2

)
x2 + bx3 +

1
4

x4. (14)

由于采用了无量纲单位, 在无压缩状态下粒子间
的平衡距离为1, 施加应力后粒子间的平衡距离成
为1 + b,其中b为压缩率.可以看出对称性由于系统
被压缩或拉伸而受到破坏,并且非对称系数(三次项
系数)随着压缩或拉伸幅度的增大而增大.图4(a)给
出了固定的拉伸比率(b = 0.5)下流关联函数随系统
温度的改变.可以看到,随着温度的降低指数衰减范
围增大,因此动理学过程对热传导系数的贡献增大.
总结这些发现,我们认识到出现大时间尺度上的动
理学过程需要两个条件:一是相互作用非对称,二是
非线性强度比较弱. 这里非线性强度弱并不一定意
味着非对称度小. 通常非线性强度可度量系统对可
积性的偏离,偏离比较小的情况下动理学过程主导
热传导系数. 这些观点见文献[45, 46, 60]. 对应于关
联函数, 图4(b)给出了利用(9)式所计算的热导率随
积分上限的变化,可见低温下热传导系数会从幂律
增长变为常数. 对一维双原子气体模型的研究也证
明了这一点 [61, 62]. 同时,图4的结果也表明通过施加
应力改变系统热传导的定性性质是调控热传导行为

的一种敏感手段 [47]. 同样的分析可以用于二维材料
石墨烯.不过由于石墨烯在自然状态下的势是非对
称的,而拉伸可以进一步增加其非对称度,从而导致
热传导系数减小 [48]. 这方面的详细研究还在进行之
中.

对称势出现在理想的极限情况下,一般实际系
统中都是非对称势,因此研究具有非对称相互作用

(a) (b)

图图图 4 (网络版彩图)非对称相互作用势导致的流关联的快速
衰减. (a)被拉伸的FPUT-β链流关联随温度的变化; (b)热传
导系数随积分截断时间的变化

Figure 4 (Color online) The rapid decay of the correlation function of
heat flow caused by the asymmetric interaction potential. (a) The cor-
relation function of heat flow of the stretched FPUT-β chain varies with
temperature; (b) thermal conductivity as a function of the integral cutoff
time.
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势的低维晶格对实际应用具有重要意义.经过几十
年的研究积累,我们认识到建立一维晶格热传导完
整理论的关键在于给出动理学区流关联的严格表达

式,这样和非线性流体力学的结果结合,就能最终得
到热传导系数的解析表达式. 这方面已经有了一些
进展, Zhao等人 [62]对双原子气体模型进行了研究,
把气体动理学的思想应用于此模型,获得了流关联
函数动理学区的解析表达式,很好地解释了数值模
拟结果.最近, Lepri, Livi和 Politi [60]对一般非对称模

型提出了一个猜测,据此给出了快速衰减区到流体
力学区转变的时间,从而给出了热传导系数尺寸无
关区的范围.我们预期这一问题不久就能获解.
在发展热传导研究的解析工具方面,特别是在

有效声子理论方面,厦门大学研究组和国内其他研
究组都取得了重要进展.晶格热传导的一个理论困
难是系统存在非线性相互作用而无法严格对角化,
导致无法通过解析计算得到热流或者温度.一个常
用的处理方法是微扰法,但其缺点在于无法处理强
相互作用情况. 近年来, He等人 [63, 64]发展了一套自

适应声子理论, 用以计算强相互作用系统的热流.
其主要思路是引入具有简谐相互作用的试探哈密顿

量

H0 =
∑

k

m
2

ẋ2
k +

fc

2
(xk+1 − xk)2 +

f
2

x2
k , (15)

则其对应的配分函数Z0和自由能F0可解析得到. 进
而根据Feymann-Jensen不等式可自适应地确定试探
哈密顿量(15)式中的待定参数 fc和 f . 在该有效简谐
相互作用系统基础上, 应用Khalatnikov声子输运理
论,可计算弱连接异质结的界面热传导. 据此,发现
了非线性对声子谱匹配的调制作用及其对热整流效

应的影响 [65],同时获得了对负微分热阻微观机制的
深入认识 [66]. 进一步地,结合非平衡格林函数方法,
还解析计算了量子强相互作用系统的热流 [67, 68]. 接
下来我们将发展基于微正则系综的自适应声子理

论,用以研究哈密顿系统的能量均分及弛豫过程,相
关研究已取得了初步进展.

3 低维晶格中的扩散

流体输运理论基于从(7)式解出的流体力学模

式的弛豫行为进而刻画系统的输运. 获得了流体力
学模式后,遵循连续性方程的宏观物理量都可以写
成流体力学模式的线性组合,从而可以得到它们局
部涨落扩散的规律,并进一步推导出相应的输运规
律.因此,研究流体力学模式的弛豫是揭示流体力学
输运行为的关键.我们在这个方向上的主要贡献是
提出了一套针对平衡态系统在实空间中计算流体力

学模式时空动力学的算法,用它来直接检验各种理
论预言 [69]. 这一方法已被普遍采用,在验证Spohn的
非线性流体力学输运理论方面发挥了重要作用 [70].

通过扩散行为的研究揭示热传导规律是深入理

解和刻画热传导问题的基本手段,是研究输运规律
的更基础的层次.对于满足扩散方程的系统,一个经
典的例子是能量扩散方程, 结合热传导的Fourier定
律和能量连续性方程, 可以得到能量扩散方程, 给
出热传导系数等于扩散系数与热容的乘积.对于满
足扩散方程的系统,两个量都是独立于系统尺寸的
常数,这样的系统具有正常热传导和正常扩散行为,
我们用守恒量µ的概率密度分布函数ρµ(x, t)来刻画
其扩散过程, 通常用均方位移的时间依赖关系来
描述:

⟨x2⟩ ∼ t β, (16)

β < 1意味着亚扩散, β = 1意味着正常扩散, β > 1意
味着超扩散, β = 2为弹道扩散. 一维系统发散的
热传导系数对应于能量的超扩散, 但它们之间的
定量联系并不明确. 特别是热传导系数的发散指
数α和扩散指数β之间的关系还有争议, 有学者认
为α = β − 1 [69, 71, 72],但也有人支持α = 2 − 2/β [73].

时空关联函数一般具有时间标度关系

t−γρµ(x/tγ, t), 根据分形布朗运动理论, β = 2γ; 而
根据Levy行走理论, β = 3 − 1/γ. 这两种关系如果分
别利用 α = 2 − 2/β, β = 2γ和α = β − 1, β = 3 − 1/γ
两组关系式,将一致给出 α = 2 − 1/γ,即反常热传导
和反常扩散之间的对应关系.

此外,在流体力学的框架下,物理量的扩散都可
以表示为声模、热模、黏滞模的叠加. 根据目前广
为接受的Spohn的理论, 具有非对称相互作用势的
一维非线性链的声模属于KPZ普适类, γ = 2/3, 而
热模属于Levy行走分布函数, γ = 3/5. 对于对称势
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系统,声模是正常的高斯扩散, γ = 1/2,热模是Levy
分布函数, γ = 2/3.
而要直接验证上述扩散相关的指数却是一个挑

战.我们提出的时空关联函数计算方法 [69], 能高精
度地确定标度指数γ. 设A(x, t)和B(x, t)是两个物理
量的密度,定义A(x, t)的涨落引起B(x, t)涨落的时空
关联为 [69]

C(x, t) =
⟨δA(0, 0)δB(x, t)⟩ − ⟨δA(0, 0)δB(x, 0)⟩

δA(0, 0)δB(0, 0)
, (17)

其中⟨δA(0, 0)δB(0, 0)⟩表示这两个物理量涨落之间
的固有关联或初始关联,取决于具体的模型和计算
中所采用的边界条件 [74]. 根据这些公式所计算出的
几个典型模型的热量、能量、动量、质量密度涨落

在某一时刻的时空关联函数如图5所示. 可以看到,
具有和不具有在位势的系统其物理量的扩散行为是

非常不同的. 在具有在位势的系统中, 能量和热量
的涨落满足γ = 1/2, 属正常扩散行为,而且没有声
模部分的贡献. 动量守恒的非对称势系统, 包括双
原子气体模型,其声模γ = 2/3,其热模γ = 3/5,与理
论一致,验证了非线性涨落流体力学理论 [75, 76].

4 能量均分假设的证明

在更基本和更深层的意义下, 输运行为应当
和能量均分行为以及Anderson局域化具有内在的

联系.能量均分假设的直接检验可以追溯到20世纪
50年代Fermi领导的一个数值实验研究 [77]. Fermi是
能量均分假设的提出者之一, 他对此深信不疑, 然
而, 实验结果却出乎意料: 初始时刻赋予第一个低
频正则模式上的能量随着时间的演化会周期性地

近乎完全地回到第一个正则模式上,而不会进入能
量均分的状态(即所有正则模式均分总能量). 这就
是著名的FPUT回归现象, 而这类问题的研究也被
冠名为FPUT问题. 这个工作激发了很多全新的研
究领域, 如可积性理论 [78]、孤子物理学 [79–82]和确

定性混沌 [83–85]等. 半个多世纪以来, 特别是从20世
纪80年代开始,大量的研究工作重新集中到能量均
分问题,这些研究已经搞清楚了足够大的非线性扰
动能够导致能量均分,但原始意义上的能量均分假
设, 也就是在热力学极限下, 只要存在非线性相互
作用, 那么系统一定能够实现能量均分, 却一直没
有得到严格证明 [86]. 我们提出用与可积系统的“距
离”来定义微扰强度,然后利用一些新的解析分析手
段, 如波湍流理论等, 解析证明了一类具有代表性
的(包括一维到三维)晶格模型其均分时间都与微扰
强度成平方反比律.这一普适规律意味着对任意小
的扰动,都存在一个有限的能达到能量均分的时间
阈值,从而首次在严格意义上证明了经典晶格系统
中能量均分定理成立 [87–91]. 由于这一结论也适用
于质量无序的系统,因此它意味着这类晶格系统中

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

(i) (j) (k) (l)

图图图 5 (网络版彩图)一维系统有限温度下热量、能量、动量、质量密度涨落的时空关联函数. (a)–(d)双原子气体模型; (e)–(h)
FPUT-β模型; (i)–(l) ϕ4模型

Figure 5 (Color online) The space-time correlation function of the fluctuation of heat, energy, momentum, and mass density in one-dimensional
systems at a finite temperature. (a)–(d) Diatomic gas model; (e)–(h) FPUT-β model; (i)–(l) the ϕ4 model.
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的Anderson局域化模并不稳定 [90, 91].
波湍流理论在流体力学领域发展了几十年 [92],

最近被引入能量均分问题研究 [93–95]. 2015年, Ono-
rato等人 [93]利用这一理论研究了FPUT问题,他们假
定系统长时间的动力学行为由精确的多波共振相

互作用主导, 正则模式(格波)之间不可逆的能量交
换由非平庸共振决定; 而非平庸共振集团一旦彼
此连通,能量就可以从任何一个模式扩散到所有模
式. 在这一扩散过程中, 最低阶共振的时间尺度决
定了能量扩散到整个网络上的时间尺度,也就是能
量均分时间. 他们针对FPUT-α模型 [93]和FPUT-β模
型 [94]发现小尺寸系统能量均分时间Teq与非线性强

度之间存在幂律关系.这一工作与之前相关研究最
主要的区别在于其结论是在理论分析的基础上得

到的.
我们把波湍流理论应用到了无穷大的晶格 [87],

并提出以非线性晶格偏离可积系统的程度来度

量非线性扰动的强度 [88, 89]. 具体地, 在U(x) = 0的
情况下, 任意光滑势函数V(x)可以展开成V(x) =∑∞

n=2
θn xn

n . 同时,注意到可积的Toda晶格其势函数

VT (α, x) =
e2αx − 2αx − 1

4α2 (18)

可以展开为

VT (α, x) =
x2

2
+
αx3

3
+

∞∑
n=4

θTn xn

n
, (19)

其中θTn =
(2α)n−2

(n−1)! . 因此,如果做尺度变换x → x/
√
θ2,

并且令θ3θ
−3/2
2 = α,则这类系统可以写为

H = HT +
∑

n

(θn − θTn )xn

n
, n ≥ 4. (20)

这样一来, 可看出这类一维系统对可积的Toda系
统的偏离的最低阶是4. 这一结果对于FPUT-α模型
非常重要, 因为以往一般都把它看成对简谐链模
型的三阶扰动, 但实际上它和Toda链模型更近, 是
对Toda模型施加扰动 V ′ = −∑∞

n=4
θTn xn

n 的结果.
我们将(20)式对应的运动方程在正则模式空间

上展开,并写成复变量ak的运动方程(详细推导可参
阅文献[96])

i
∂ak1

∂t
= ωk1 ak1 + αε

1/2
∑
k2,k3

Φ
k3
k1
δ(k1,3)

3∏
l=2

(akl + a∗kl
)

+

∞∑
n=4

θTn ε
n−2

2

∑
k2,··· ,kn

Φ
kn
k1
δ(k1,n)

n∏
l=2

(akl + a∗kl
)

+
∑
n=4

(θn − θTn )ε
n−2

2

∑
k2,··· ,kn

Φ
kn
k1
δ(k1,n)

n∏
l=2

(akl + a∗kl
),

(21)

其中Φkn
k1
= N(2N)−n/2 (∏n

l=1 ωkl

)1/2 [
sign

(∏n
l=1 kl

)]−1是

作用张量系数, δ(k1,n)表示n波共振对波矢的限制性
条件 [97],即k1 ± k2 ± · · · ± kn = 0. 复变量ak由正则模

式构造如下:

ak =

√
NQk + iωkPk/

√
N

ε1/2
√

2ωk
, (22)

其中ε为系统能量密度, ωk = 2 sin
(

kπ
2N

)
是固定边界条

件下第k个正则模式的频率, Qk和Pk分别是第k个正
则模式的振幅和正则动量 [87].

可以看到, (21)式中前两行为可积Toda模型泰
勒级数展开项的多波耦合形式, 第三行则为引入
非线性微扰项的多波耦合形式. 波湍流理论已经
证明一般的非线性可积系统在其共振流形上所有

的散射矩阵为零, 即系统的多波散射过程全是平
庸散射, 因此系统永远也不能被热化 [93, 98]. 当系
统被扰动后, 在热力学极限以及最低阶的n波共振
能够发生的前提下, 可以很容易证明n波非平庸共
振(n ≥ 4)条件满足且联网条件满足. 这样,以最低阶
扰动项(θn − θTn )ε

n−2
2 = ϵ度量对Toda模型的偏离程度,

我们推导出均分或热化的时间尺度为

Teq ∝ ϵ−2. (23)

这里如果(θ4 − θT4 ) = 0, 则5阶扰动就成为最低阶扰
动,以此类推,但(23)式始终不变.

如果Toda模型中粒子的质量交替改变,其可积
性也会被破坏,这就是双原子Toda模型,它偏离单原
子Toda模型的距离可用ϵ = m2 − m1度量

[89]. 我们发
现双原子Toda模型的均分时间同样满足Teq ∼ ϵ−2.

图6(a)给出了不同尺寸的FPUT-|α|模型[V(x) =
x2 + α|x|3/3, U(x) = 0]的能量均分时间Teq对微扰强

度ϵ的依赖关系. 可见, 当非线性强度比较小时, 它
随着系统尺寸的增加逐渐收敛于平方反比律 [87].
图6(b)给出了不同阶非线性(即(20)式)以及质量扰
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动Toda晶格时Teq与ϵ关系(固定长度为N = 2048),它
们也都已经收敛于平方反比律, 验证了理论预言
的正确性 [88, 89]. 同时还要强调,我们理论预测成立
的前提是足够小的非线性扰动和足够大的系统,从
图6还可以看出如果这个条件不满足,平方反比律并
不一定成立,从而也就不能保证均分一定能够实现.
因此,我们的研究和之前得出的有限系统均分可能
存在阈值的结果并不矛盾.

基于相同的原理,我们还研究了一维质量无序
晶格 [90]以及二维晶格和三维晶格(不同维度都包括
有序和无序两种情况) [91], 解析分析并数值验证了
平方反比律,由此可见平方反比律是具有非线性相
互作用的晶格能量均分的普适规律.无序系统能量
均分意味着在热力学极限下Anderson局域化模是不
稳定的,因为它们会被无穷小的扰动解局域化.

5 耦合输运

与单纯的热输运相比,耦合输运行为更加复杂,
致使人们对其认识相对滞后,制约了相关理论和应
用的发展. 例如, 热电就是涉及耦合输运的一个重
要课题 [99–102]. 利用热电效应构建的发电机或制冷
机(以下统称热机)有其不可替代的优势, 在应用上
可起到独特的重要作用. 通常情况下, 利用热电效
应构建的热机其性能由热电优值ZT决定; 热电优
值ZT越大, 热机的热电转换效率越高, 相同效率下
热机功率也越大.当ZT ≈ 3时在性能上便可媲美传

(a) (b)

图图图 6 (网络版彩图)能量均分普适率. (a)能量均分时间对系
统尺寸的依赖关系; (b)几个典型模型均分时间对非线性强
度的依赖关系

Figure 6 (Color online) Universality of energy equipartition. (a) De-
pendence of the equipartition time on the system size; (b) dependence
of the equipartition time on the nonlinearity strength for several typical
models.

统热机.然而,历经数十年的长期探索,人们始终没
有找到具有高热电优值的材料 [99–101], 令人怀疑在
理论上是否存在热电优值的上限.按照定义 [102],

ZT =
S 2σ

κ
T, (24)

其中S为系统的塞贝克系数, T为系统的温度, σ为系
统的电导率, κ为系统的热导率.后二者分别表征系
统的粒子输运和热输运,充分表明它们之间的耦合
性质是热电转换性能的关键.

从理论上开展研究, 一条自然的思路是借鉴
近年来低维热传导研究, 从微观动力学出发, 找出
影响耦合输运性质的各相关微观动力学要素并搞

清它们的作用机制. 这一思路与传统输运理论不
同,需要建立宏观输运和微观动力学之间的直接联
系, 具有非常大的挑战性. 这方面的一个成功尝试
是Whitney [103, 104]于2014年做出的,他利用非线性散
射理论研究了动力学上最简单的系统,其载流子之
间无相互作用,可在系统中自由运动. Whitney发现,
如果只允许能量处于某一能量窗口内的粒子穿过系

统,那么,可使系统的热电转换性能得到优化,并通
过适当选择能量窗口达到效率与功率的最优匹配.
特别地,在能量窗口趋于关闭的极限下,热电优值发
散, ZT → ∞,热电转换效率会趋于卡诺效率这一热
力学极限 [105–107]. 我们可将这一模型称为非线性散
射模型, 它虽然简单, 但Whitney据之所得结果却很
有启发性,表明存在这样的情况,即除了卡诺效率上
限以外,热电转换效率并无其他限制.

自2008年起, Wang等人 [108]与合作者开展了长

期的耦合输运问题研究,对象是更一般的具有相互
作用的不可积动力系统,并于2013年取得重要进展,
证明了微观动力学具有单一相关守恒量的系统其热

电优值可在热力学极限下发散,相应地,热电转换效
率趋于卡诺效率 [109]; 2018年,进一步证明了满足这
一条件的系统,其热电转换性能要优于非线性散射
模型,即在给定效率下,输出功率更大,揭示了载流
子之间的相互作用以及微观动力学的不可积性对热

电转换性能的重要作用 [110].
2015年, Barato与Seifert [111]提出了非平衡稳态

下流的涨落所必须满足的热力学不确定性关系,
是随机热力学理论的一个重要发现. 基于这一关
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系, 2018年Pietzonka与Seifert [112]进一步指出稳态热

机的性能不像人们长期以来所熟知的那样仅需

在效率和输出功率之间权衡, 还必须同时考虑热
机的稳定运行、即输出功率的涨落尽可能小的需

要. 表征这三方面性能的参数可构成一个品质因
子Q, Pietzonka与Seifert [112]利用随机热力学理论证

明Q ≤ 1/2,是一个普适性结果.近期我们从动力学
角度研究了这个品质因子,发现对非线性散射模型,
在量子和经典两种情况下, Q均小于3/8, 而微观动
力学具有单一相关守恒量的系统其品质因子在热力

学极限下趋于1/2 [113]. 这一结果从一个不同的新角
度进一步揭示了微观相互作用和不可积性对热电转

换性能的重要性,同时它的取得也再次表明从动力
学出发是研究耦合输运性质的一条重要途径. 特别
是,这一途径也为我们近期开展的其他几项研究,如
一维哈密顿系统的非平衡态相变和自组织 [114]、昂

萨格倒易关系成立的微观动力学条件 [115]、耦合输

运中的反向流 [116]等,带来了突破,充分显示了其强
大“威力”.

本节我们主要以稳态热电问题为例,研究能量
与电载流子的耦合输运. 如果粒子不带电, 所得结
果可以直接推广到热扩散问题.

考虑如下模型: 一个长为L的系统,在其左右两
端分别与两个热库接触并与热库进行能量和粒子交

换;当两边热库存在温差和电化学势差时,最终将会
形成稳恒的能流Ju和电流Je. 热库温差和电化学势
差提供了两个热力学力,分别为Fu = (βR − βL)/L和
Fe = (µLβL − µRβR)/L, 其中βL,R=1/(kBTL,R), 而TL,R

和µL,R分别为左右两个热库的温度和化学势, kB为

玻尔兹曼常数. 不失一般性, 在下面的讨论中我们
假定TL ≥ TR, µL ≥ µR.

在线性响应区,即当两个热力学力足够小时,流
对热力学力的依赖呈线性关系,即Ju

Je

 =
Luu Lue

Leu Lee


Fu

Fe

 , (25)

其中昂萨格运动学系数Li j(i, j = u, e)刻画了系统的
输运性质, 系统的电导率σ、热导率κ、塞贝克系
数S ,以及热电优值ZT均可由之给出,即

σ =
e2

T
Lee, κ =

1
T 2

detL
Lee
, S =

1
eT

(
Leu

Lee
− µ

)
,

ZT =
σS 2

κ
T =

(
Leµ − µLee

)2

detL
,

(26)

在上面各式中, e是载流子的电量, L是昂萨格系数
矩阵, T = (TL + TR) /2和µ = (µL + µR) /2 分别是系
统的标称温度和电化学势.

连接系统稳态输运和动力学的“节点”是守恒
量. 最简单的例子是可积动力系统, 其独立守恒量
的数目和系统的自由度数目相同,系统内部运动的
特征是弹道运动, Li j ∼ L, detL ∼ L2, 因此热电优
值是一个有限常数,相应的热电转换效率低于卡诺
效率.

一般地, 若系统有M个独立相关守恒量Qi (i =
1, · · · , M), 它们和流之间的关系由Suzuki公式给
出 [117]:

Ci j(L) ≡ lim
n→∞

1
t

∫ t

0

⟨
Ji(τ)J j(0)

⟩
dτ

=

M∑
n=1

⟨JiQn⟩
⟨
J jQn

⟩⟨
Q2

n
⟩ . (27)

一个守恒量Qi是“相关的”, 是指它与两个流Ju和Je

的平衡态系综平均均不为零, ⟨JuQi⟩ , 0, ⟨JeQi⟩ , 0.
如果热力学极限L → ∞和时间极限t → ∞可以对
易, 那么, 就可以把昂萨格系数Li j的主要部分和

lim
L→∞

Ci j(L)/(2L)联系起来. 如果系统只存在单一相关

守恒量,由Suzuki关系可以立即得到

Cuu(L)Cee(L) −C2
ue = 0,

在此情况下,虽然随着系统尺寸的增长渐近地仍有
Li j ∼ L, 但detL只能以慢于∼ L2的方式增长, 使得κ
只能以κ ∼ Lα(0 ≤ α < 1)的方式增长, 而与此同时
σ ∼ L, S ∼ L0,最终导致热电优值以ZT ∼ L1−α的方

式在热力学极限下发散 [109]. 有趣的是,如果独立守
恒量多于一个,那么一般情况下Cuu(L)Cee(L)−C2

ue不

再为零, 此时渐近地有detL ∼ L2, κ ∼ L, σ ∼ L,
S ∼ L0,最终导致ZT ∼ L0,只能在热力学极限下达
到一个饱和的有限值.相应地,热电转换效率也必须
低于卡诺效率.
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这一结果揭示了微观动力学和宏观耦合输运

之间的一个一般性的联系. 对几个具有代表性的
系统所做的数值模拟, 其结果和理论预言高度一
致 [109, 118, 119]. 图7是对经典一维双组分硬核相互作
用气体所做的数值模拟结果 [109]. 该模型有两个守
恒量,分别是总能量和总动量,但只有总动量是相关
的,原因在于能流和粒子流分别只包含粒子速度的
三次方项和一次方项,与只包含速度平方项的总能
量的乘积中均只包含速度的奇次方项,故其系综平
均必为零.
在线性响应区内,可以证明具有单一相关守恒

量的系统其热电转换效率和功率性能可在热力学极

限下达到线性响应理论所给出的理论上限 [110]. 这
一上限,超越了非线性散射理论所给出的理论上限.
更一般地,非平衡稳态热机性能应由如下品质因子
衡量:

Q ≡ P
η

ηC − η
kBTR

∆P
, (28)

其中P和η分别是系统的长时间平均输出功率和平
均效率, ηC = 1 − TR/TL是卡诺效率, ∆P所表示的是

输出功率的涨落,其定义为

∆P ≡ lim
t→∞

[P(t) − P]2t, (29)

其中P(t)表示在长度为t的时间范围内所测得的平均
输出功率.品质因子Q不仅考虑了效率和功率,同时
考虑了热机工作的稳定性, 其值越大越好. 但根据
随机热力学理论 [112], Q必须满足一个一般性理论上
限: Q ≤ 1

2 . 在线性响应区,根据线性响应理论,也可
从涨落定理出发证明存在这一上限 [120].
这一发现具有重要的理论意义和应用价值,但

其微观动力学基础尚不清楚,为此我们着重研究了
非线性散射模型和具有单一相关守恒量的系统 [113].
对前者,发现在经典和量子两种情况下,品质因子均
存在一个低于1/2的新上限,即Q ≤ 3

8 ,充分表明品质
因子上限依赖于系统的微观动力学.具体地,当系统
的效率趋近于卡诺效率时,保留到一阶近似,品质因
子对效率的依赖关系为

Q = 3
8
− 9

128
TL + TR

TR

(
1 − η
ηC

)
+ O

(1 − η
ηC

)2 . (30)

在图8中,上述理论结果和通过数值模拟所得品质因
子进行了比较,可以看出二者在η → ηC时完全收敛

并逼近上限值3/8.
另一方面, 对存在单一守恒量的系统, 如上所

(a) (b)

(c) (d)

图图图 7 (网络版彩图)只有单一相关守恒量的一维双组分硬核
相互作用气体模型的电导率σ (a)、热导率κ (b)、塞贝克系
数S (c)及热电优值ZT (d)对系统尺寸L的依赖关系. (c)图中
虚线给出的是热力学极限下,塞贝克系数的理论值1.5. 其他
图中的点画线供参考

Figure 7 (Color online) Electrical conductivity σ (a), thermal conduc-
tivity κ (b), Seebeck coefficient S (c), and figure of merit ZT (d) as a
function of the system size for the one-dimensional diatomic gas model
that has only one relevant conserved quantity. The dashed line in panel
(c) indicates the analytic value of the Seebeck coefficient, 1.5, in the ther-
modynamic limit. The dash-dotted lines in other panels are plotted for
reference.

图图图 8 (网络版彩图)非线性散射模型在不同效率下的品质因
子. 虚线为理论上限Q = 3/8
Figure 8 (Color online) Quality Q as a function of the efficiency for the
nonlinear scattering model. The dashed line indicates the theoretic up
bound Q = 3/8.
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述, 在热力学极限下det L̃ → 0, 其中L̃是由Li j/L构
成的矩阵, 因此L̃的核的正交补空间在此极限下
变成了一维, 可确保线性响应理论给出的达到上
限Q = 1/2的条件 [120]; 而对于有限尺寸, 一般情况
下det L̃ > 0, L̃的核的正交补空间为二维,无法保证
达到此上限. 数值模拟结果完全支持这一推断. 仍
以经典一维双组分硬核相互作用气体为例, 图9给
出了不同系统尺寸下系统的品质因子对效率依赖

关系的数值模拟结果,可以看出,随着系统尺寸的增
加,品质因子的确不断接近其上限Q = 1/2.

除上述热电方面的进展外,我们近期还发现了
耦合输运的一系列新性质 [114–116]. 其中一个非常有
趣的发现是反向流, 即或者是热流, 或者是粒子流,
在特定条件下可以沿着与两个热力学力方向均相反

的方向流 [116]. 这一结果令人感到意外,因为日常生
活经验和物理直觉告诉我们热流总是从温度高的

地方往温度低的地方流,粒子流则总是从浓度高的
地方向浓度低的地方流. 的确, 当只有一个热力学
力施加于系统上时,由其引发的流必定不能反向,这
是由热力学第二定律所保证的. 但是, 当作用于系
统上的热力学力不止一个时,热力学第二定律所施
加的限制就不能保证所有流的流向了. 仍以非平衡

图图图 9 (网络版彩图)不同尺寸的一维双组分硬核气体模型的
品质因子. 从左到右四条曲线所对应的尺寸分别为L = 50,
200, 800, 及3200. 点画线所标的Q = 1/2为只有单一相关守
恒量系统在热力学极限下所能达到的理论上限

Figure 9 (Color online) Quality Q as a function of the efficiency of the
one dimensional diatomic gas model with various sizes. From left to
right, the four curves are for L = 50, 200, 800, and 3200, respectively.
The dash-dotted line indicates the theoretic up bound Q = 1/2 for sys-
tems with a single conserved quantity in the thermodynamic limit.

稳态的热电耦合输运为例,热力学第二定律要求熵
产生率大于零,即dS/dt = JuFu + JeFe > 0; 原则上,
即使某个流与两个热力学力均反向,熵产生率仍有
可能为正. 这与仅存在单一热力学力F和单一流J的
情况完全不同; 此时热力学第二定律(即dS/dt =
JF > 0)要求二者必须同向,完全符合我们的经验和
直觉.

我们是在一个一维的双组分软核相互作用

气体模型中通过数值分子动力学模拟发现反向

流的. 一方面, 在线性相应区, 这一结果意味着
昂萨格矩阵非对角元为负, 即Lue = Leu < 0, 是
一个未被发现的新性质, 因此有必要深入研究
其条件和蕴涵. 另一方面, 在线性响应区以外
反向流也仍然存在. 此时其性质和之前在该模
型系统中所发现的非平衡态相变和自组织有着

密切联系 [114]. 这些丰富新颖的现象和性质说
明极有必要将耦合输运研究推广到线性响应区

以外.

6 结论和展望

自然科学已经进入到以低维度、小尺寸系统为

重要研究对象的时代,这不仅为发展远离平衡的非
平衡态理论、建立小系统的热力学与统计物理、探

究统计物理基础等创造了机遇,而且也为推动近平
衡理论的完善提供了条件.一方面,计算机模拟能力
的飞速发展使得数值模拟成为研究输运的一个有效

手段,近年来低维晶格热传导的研究成果大部分得
益于此;另一方面,实际的低维材料不断涌现,结合
测试技术的进步,对低维系统输运行为的直接实验
研究也成为可能,从而可以启发理论研究并检验新
理论的正确性. 同时, 一些解析分析非线性相互作
用多体系统的理论方法,如非线性涨落流体力学理
论和波湍流理论等,被成功应用于晶格输运或扩散
行为的研究,丰富了理论分析手段. 因此,从微观动
力学基础理论出发一般性地求解Green-Kubo公式、
打通线性响应理论应用于实际系统的最后环节的时

机正在成熟.

近三十年来,国内外同行系统研究了一维晶格
热传导和扩散的规律, 获得了大量的知识. 在这方
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面,我们认识到热传导行为与系统内部相互作用势
的对称性之间存在重要联系,发现对称性不仅会影
响流关联函数长时间极限下由流体输运过程主导

的幂律衰减指数,更重要的是还会影响短时间尺度
上由动理学过程主导的快速衰减行为.如果非线性
晶格系统的势函数是非对称的,且比较接近可积系
统(由于实际晶格系统格点的热运动一般都属于小
振动, 其非线性强度比较弱, 因此实际晶格系统一
般是近可积的), 则其热流关联函数会首先经历一
个类指数下降的快速衰减阶段,并在下降几个量级
后才进入幂率衰减阶段,这将导致系统热传导系数
表现为尺寸无关的常数,从而形式上系统仍然符合
Fourier热传导定律; 如果势函数是对称的, 流关联
函数虽然也会在初始阶段经历动理学主导的快速

下降, 但下降的速度低于指数衰减, 系统热传导系
数表现为尺寸依赖. 而具有在位势的系统, 由于动
量守恒被破环, 一般只能观察到指数衰减过程, 相
应地,其热传导系数很快会收敛于尺寸无关的常数.
这些发现使得我们认识到动理学过程不仅在流体

系统中,而且也在晶格系统中扮演着关键角色,对准
确求解输运系数不可或缺. 因此任何完整的理论都
要建立在同时考虑动理学和流体输运理论的基础

之上.
基于对晶格系统中动理学过程重要性的发现,

下一阶段应当选择晶格热传导系数的解析求解作为

完善近平衡输运理论的突破口,在给定系统哈密顿
函数的情况下从微观动力学角度推导出晶格热传导

系数的解析公式, 完成Green-Kubo公式应用于实际
系统的最后环节. 为此, 应当首先发展动理学方法
分析求解出晶格流关联快速下降阶段的表达式,然
后结合流体输运理论推出的流关联衰减公式,适当
耦合两个过程从而获得全时间域上流关联函数的表

达式. 这个方案不只针对一维系统, 也适用于二维
和三维晶格系统,并有可能进一步向耦合输运系统
推广. 同时, 揭示能量均分过程、流体力学模的弛
豫过程、能量热量等的输运过程的内在联系也应当

成为今后研究的重点内容和实现最终研究目标的

手段.
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Energy transport and diffusion in low-dimensional
lattices
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Scientific studies in many disciplines have entered the low-dimensional mesoscopic world. This creates a valuable chance
for not only improving near-equilibrium statistical mechanics, but also investigating the foundations of statistical mechan-
ics, establishing thermodynamics and statistical mechanics for small systems, and developing the theory of nonequilibrium
systems far from the equilibrium state. Predicting transport coefficients, as a main task of the near-equilibrium statistical
mechanics, was formally fulfilled in the 1960-1970s, Green-Kubo formula which bridges the states of equilibrium and
nonequilibrium. The Green-Kubo formula has played a crucial role in understanding nonequilibrium transport processes
though so far only qualitatively, as the exact values of a system’s transport coefficients cannot be worked out explicitly
given the system’s Hamiltonian. A quantitative description of transport behavior, therefore, is still required. Specifically,
the “last mile” problem remains unsolved, and is still the bottleneck of near-equilibrium theory. Encouragingly, though,
achievements in recent years may lead to a breakthrough in the near future. On one hand, the rapid development of com-
puting technology has made it possible to effectively investigate the dynamics of nonlinear lattices, providing an important
method of studying transports; on the other hand, various low-dimensional materials have now been synthesized in labora-
tories. With the help of advanced measurement and testing techniques, it has also become possible to perform experimental
studies of transport in low-dimensional systems; theoretical results can be checked directly, which could in turn stimulate
new ideas for improving theories. In addition, some theoretical approaches, such as nonlinear fluctuation hydrodynamics
and wave turbulence theories, have been successfully applied to transport and diffusion studies—there are more effective
theoretical tools available now than ever before. We therefore anticipate a first-principle formula that gives transport co-
efficients explicitly by solving the Green-Kubo formula based on microscopic dynamics. In the last four decades, thermal
transport and diffusion in one-dimensional lattices has been studied intensively and extensively by researchers all over
the world, and many insights have been obtained. In this work, we review the advances made by the group in Xiamen
University—the most important of which being the discovered relation between heat conduction behavior and symmetry of
internal interaction potential. We find that the latter both affects the exponent of the power-law decaying tail of the thermal
current correlation function (TCCF) that characterizes hydrodynamic transport and dominates rapid decay behavior due to
the kinetic process. When the potential is asymmetric, at certain temperatures and nonlinear interaction strength regions,
the TCCF may decay by several orders due to the kinetic process exclusively, resulting in system size-independent heat
conductivity such that the Fourier heat conduction law is obeyed formally. In contrast, when the potential is symmetric,
though the TCCF still undergoes rapid decay in the kinetic process stage, the rate of decay rate can be much lower than ex-
ponential, leading to a system size-dependent heat conductivity. If, besides internal interactions, the system is also subject
to any on-site potentials, its heat conductivity will converge to a finite constant, as the total momentum is not conserved in
this case, and the TCCF in general only decays exponentially. These findings demonstrate that the kinetic process plays a
crucial role not only in a fluid, but also in a lattice, which must be taken into account for calculating transport coefficients; in
other words, a complete transport theory must be established on the basis of both kinetics and hydrodynamics. In addition,
we review the general laws followed by the energy equipartition process in lattices and their deep connections with the
transport behavior, in addition to several novel effects observed in coupled transport.
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malization
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