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摘 要 隐式曲线与曲面是当前计算机图形学研究的热点之一H通过把IJ神经网络与隐式曲线构造原理相结合:
提出了一种构造隐式曲线的新方法:即首先由约束点构造神经网络的输入与输出:把描述物体边界曲线的隐式函

数转化为显式函数B然后用 IJ神经网络对此显式函数进行逼近B最后由仿真曲面得到物体边界的拟合曲线H该新

方法不同于传统的对显式函数的逼近方法:因为传统方法无法描述封闭的曲线B也不同于基于优化的拟合隐式曲

线方法:因为它无须考虑函数的形式或多项式的次数H实验表明:该新方法有很强的物体边界描述能力和缺损修复

能力:因而在物体边界重建K缺损图像复原等领域有一定的应用前景H
关键词 隐式多项式曲线 拟合 IJ神经网络 物体边界描述
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; 引 言

研究表明:隐式曲线对物体描述非常有效:一个
隐式曲线就可描述不规则的复杂物体形状:且具有
对数据噪音和模型的轻微变形不敏感:能够修复物
体部分缺失的信息等特点<@=@#>H如今用于描述物体
形状的隐式曲线方法已得到广泛应用<>>:目前主要

采用的方法分别为拟合隐式多项式方法<@=O>和插值

隐式函数方法<N=@#>H
二 元 隐 式 多 项 式 的 形 式 为 #qG?:}F@

A
w:.B#:wC.Dq

mw:.?w}.:其零集合EG?:}FF#qG?:}F@#G是

一个二维图形:称为隐式多项式曲线H对一般形式的
函数:其零集合统称为隐式曲线H由于物体边界是封
闭有界的:

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

因而描述物体边界的隐式曲线也应是封
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闭有界的!
用隐式多项式曲线进行物体边界拟合的简单方

法是寻求隐式多项式 "#$%&’(使 )
$%*&’*(+,

"-#$%*&’*(最

小&这里&,表示图像边界点的集合!但是&这种拟合
效果很差&其原因是 "-#$%*&’*(并不是点$%*&’*(到曲
线 "#$%&’(./的距离&文献0-1给出了一种实用的
的最小化方法!
基于插值的隐式函数方法0234/1与基于拟合的

隐式多项式方法的原理相似!不过&隐式函数是通过
求解方程组得到的5另外&隐式函数往往不是多项式
函数!
虽然隐式曲线对物体边界描述非常有效&但也

受到多方面的挑战&如由拟合得到的隐式曲线容易
出现且不易避免无界6自相交和有洞等现象&二次隐
式多项式曲线描述能力有限5高次隐式多项式曲线
虽然描述能力更强&但十分复杂&且难以控制0715插
值隐式函数的线性方程组阶数高&其计算量大&运算
时间长&且易出现奇异现象08&4/1!
本文利用 9:神经网络强大的函数逼近能

力0441&给出一种构造封闭拟合隐式曲线的新方法!
该方法先用神经网络代替文献0-1中的最小化方法
和文献0234/1中的求解线性方程组方法来构造隐
式曲线&然后通过适当的输入输出变换&将表示曲面
的函数关系存储于神经网络的连接权值中&最后就
可由仿真曲面得到物体边界的拟合曲线!由于神经
网络有较强的容错能力6联想能力和非线性逼近能
力&因而本文的方法有很强的修复缺损能力和抗噪
音能力&且具有很高的逼近精度!
本文给出的是基于 9:神经网络构造隐式曲线

的新方法&有关 9:神经网络的内容可参见文献

0441&本文从略!由于径向基神经网络是局部逼近网
络&只有对物体边界等作一系列处理后&径向基神经
网络才能应用于本文的方法中&因此与本文的方法
有较大的差异&笔者将另文介绍!

; 相关术语

定义 < 零集合是指使函数输出为 /的输入点

集0-1&即为=$%&’(>"$%&’(./?!
为了与零集合的概念相区分&本文给出了零曲

线的定义!
定义 ; 零曲线是对已训练的神经网络进行仿

真时&使输出为 /的输入点集合!
为叙述方便&称用于决定零曲线的点为约束点&

并把约束点分为边界点6外部点和内部点 @类!本文
约定这些点位于坐标平面上!
定义 A 物体边界上的点称为边界点&简称为

边点&其对应的函数值为 /5在物体边界之外的点为
外部点&简称为外点&其对应的函数值一般为 45在
物体边界之内的点为内部点&简称为内点&其对应的
函数值一般为B4!
图 4给出的是约束点分布示意图&其中封闭曲

线为物体边界&CDE表示边点&其在物体边界上5
CFE表示内点&其在物体边界内部5CGE表示外点&
其在物体边界外部!边点决定拟合的效果&内外点共
同约束拟合曲线的形状!另外&约束点的选择还有利
于人机交互!

图 4 约束点分布图

内外点可以是多层的&第 -层外点的函数值应
大于第 4层外点的函数值&一般为 -&类似地&第 @
层外点的函数值一般为 @&而对多层内点&取值情形
则相反!

图 - 出现多余曲线

多层内外点能够很好地控制神经网络仿真曲面

的形状&并可使得到的物体边界拟合曲线不仅具有更
高的精度&而且也不会出现多余的曲线!图 -给出的
是单层内外点情形下的物体边界的拟合曲线&其中

C心E形的封闭曲线是物体边界的拟合曲线!当精度非
常高时&坐标原点附近出现了多余的曲线&但加一层
外点后&多余曲线会消失&只剩下C心E形的封闭曲线!
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! 基于 "#神经网络的拟合算法

!$% 神经网络的输入与输出
为叙述方便&设约束点的个数为 ’&其中边点的

个数为(&内点的个数为)&则外点的个数为’*(*)+
为方便起见&不妨设只有一层内外点+约束点及其值
构成了神经网络的输入与输出&其方法如下文所述+
由每个约束点坐标,-.&/.0得到的列向量,-.&

/.01构成输入矢量的第 .列&所有约束点就构成一
个 2行 ’列的输入矢量矩阵 3&即

34
-5&-2&6&-’
/5&/2&6&/7 8’ ,50

其中&前 (列为由边点坐标所得到的列向量&后 ’*
(*)列为由外点坐标所得到的列向量&中间 )列为
由内点坐标所得到的列向量+
各约束点对应的函数值组成一个 5行 ’列的输

出矢量矩阵 9&即

947: 6 : *5 6 *5 5 6 58 ,20
其中&输出矢量矩阵 9的前 (个值为 :&后 ’*(*)
个值为 5&中间 )个值为*5+
内点和外点的选择是必须的&否则&若仅取边

点&则训练后的各神经元连接权值皆为 :&从而得不
到物体边界的拟合曲线+
!$; 算法的数学描述
由于 <=神经网络只能对显式函数进行任意逼

近&因而须先对描述物体边界的隐式函数显式化&然
后才能用 <=神经网络对显式化所得到的显式函数
进行逼近+
设某物体边界曲线 >可描述为 >4?,-&/0@

A,-&/04:B&其中 A,-&/0是隐式函数+现在由隐式
函数 A,-&/0来构造以下显式函数 CD

C4
A,-&/0 ,-&/0E >
* 5 ,-&/0E FG

H

I 5 ,-&/0E J
,K0

其中&>&F&J分别为给定的边点集L内点集和外点
集+
由式,50L式,20及函数 C的定义可得引理 5+
引理 % 输入矢量矩阵 3第 .列所对应的点的

坐标,-.&/.0在函数 C上的函数值为输出矢量矩阵 9
第 .列的值+
由引理 5易得如下引理D
引理 ; 以式,50为输入矢量矩阵&式,20为输

出矢量矩阵&对 <=神经网络进行训练&则训练后的
神经网络就是对函数式,式,K00的逼近+
定理 % 训练后的 <=神经网络的零曲线能对

物体边界曲线?,-&/0@A,-&/04:B进行任意精度的
逼近+
证明 先证明零曲线是对物体边界曲线?,-&

/0@A,-&/04:B的逼近+
由引理 2知&训练后的 <=神经网络是对函数

式,式 K0的逼近M由神经网络零曲线的定义知&零曲
线是对函数式,式 K0中 C4A,-&/0&,-&/0E>的逼
近+又当,-&/0E>时&A,-&/04:&则有零曲线是对
物体边界曲线?,-&/0@A,-&/04:B的逼近+
再证明零曲线能无限逼近物体边界D
由于 <=神经网络可以以任意精度逼近一个具

有有限间断点的非线性函数7558&且内点集和外点集
是有限集合&故在理论上&零曲线可以以任意精度逼
近物体边界&证毕+
!$! 基于 "#神经网络的拟合算法描述
本文的 <=神经网络是具有两个隐含层的三层

神经网络&其隐含层的传递函数为 NOPQRS&输出层的
传递函数为 TUVWXRP&学习算法为引入动量因子的启
发式学习算法+下面给出基于神经网络的拟合算法
步骤+
基于 <=神经网络的拟合算法步骤如下D
,50提取物体图像边界M
,20选取约束点 所选取的边界点应能反映物

体轮廓的特征M内外点应根据物体轮廓的复杂程度&
合理选择层数+对简单图形&一层内外点即可&而对
复杂图形&应选择多层内外点&且内外点数一般少于
边点数M

,K0构造输入矢量矩阵与输出矢量矩阵 输入
矢量矩阵 3与输出矢量矩阵 9分别由式,50与式

,20给出M
,Y0选择神经网络及学习算法 采用 K层 <=

神经网络&各隐含层的神经元数适当选取&隐含层的
传递函数为NOPQRS&输出层的传递函数为TUVWXRPM学
习算法为引入动量因子的启发式学习算法M

,Z0求拟合的物体边界曲线 训练仿真后神经
网络的零曲线即为所求的物体边界拟合曲线+

[ 数值实验及其分析

为了验证本文方法对物体边界的描述能力及其缺
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损修复能力!选择了两个图形进行了实验!实验结果见
图"#图$%图中的&号表示边点%所有的图形都是用
本文的方法在’()*(+,-.上进行实验的结果%
实验 / 五角形轮廓的重建
实验 0是一个较复杂五角形物体%原始图形1见

图 "1(22共有 0,,个边界点%图 "1+2与图 "132是用
本文的方法构造的曲线!图 "132的约束点为图 "1+2
的一半%为了便于进行精度上的比较!在图 "1+2与
图 "132中给出了用&号标识的边点%
图 "132的约束点数是图 "1+2的一半!但图形重

建结果几乎相同%这表明!本文的方法对约束点的数
量不甚敏感%
实验 4 缺损五角形的修复
图 $1(2与图 $1+2分别给出了五角形部分缺损

的情形与及其修复结果%另外!为了便于比较!在图

$1+2中用&号标出了所有的边点%由图 $不难看出!
只要缺损部分不丢失重要信息!而且与缺损相连的
两端能反映图形的走势!那么本文的方法就能很好
地恢复原图%这表明本文的方法具有很强的缺损修
复能力%

1(2五角形 1+2边点 0,,个!内外点各 ..个 132约束点数为图 "1+2的一半

图 " 用不同约束点构造的曲线

1(2缺损情形 1+2缺损的修复结果

图 $ 缺损图形修复

另外!本文方法还适用于自相交的封闭曲线%

5 结 论

102本文提出了一种基于 67神经网络的构造
隐式曲线的新方法!实验证明!该方法在物体边界描
述上十分有效%它不同于传统的对显式函数的逼近

方法!因为传统方法无法描述封闭的曲线8也不同于
基于优化的拟合隐式曲线方法!因为本文方法无须
考虑函数的形式或多项式的次数%

192拟合的隐式多项式曲线对多项式次数敏感%
由于文献:";提出的用于估计多项式次数下限的方
法!只具有一般性的指导意义!因而需要多次尝试才
能找到合适的多项式函数!而由于本文的方法对约

<000 中国图象图形学报 第 =卷

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG      

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG    

JIG     JIG     JIG     JIG     JIG     JIG       



束点数量不敏感!只需边界点能反映图形的特征即
可!因而本文的方法使用起来较为方便"

#$%本文的方法至少还可从以下两个方面深入
研究&#’%本文的内外点的选取!由于缺乏理论依据!
致使计算机无法自动完成!因此如何从理论上给出
一个可行的确定内外点的方法!以实现本文方法的
自动化(#)%能否从权值之间的关系来分析出图形的
性质!如对称性等!以便使本文方法在更多领域应
用"今后将对此深入研究"
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