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摘要 本文主要考虑非稳态电导介质的 Maxwell方程组. 本文考查通过有限组的边界区域观测值决定

关于本构方程中系数 ε, ζ, µ和电导率系数 σ 的反问题,利用 Carleman估计证明该反问题的 Lipschitz

稳定性.
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1 引言

本文考查如下的 Maxwell 方程组初 - 边值问题:

∂tD(x, t)−∇×H(x, t) + σ(x)f(x, t)E(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q,

∂tB(x, t) +∇× E(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q,

∇ ·D(x, t) = ∇ ·B(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q,

D(x, 0) = d(x), B(x, 0) = b(x), x ∈ Ω,

ν(x)× E(x, t) = q(x, t), (x, t) ∈ Σ,

(1.1)

而且 D(x, t), B(x, t), E(x, t) 和 H(x, t) 满足如下的本构关系:D(x, t) = ε(x)E(x, t) + ζ(x)H(x, t), (x, t) ∈ Q,

B(x, t) = ζ(x)E(x, t) + µ(x)H(x, t), (x, t) ∈ Q,
(1.2)

其中 d(x), b(x)和 q(x, t)是给定的向量值函数, ε(x), ζ(x), µ(x)和 σ(x)是实值函数. 在本文中 x = (x1,

x2, x3)∈R3, ∂t=
∂
∂t
, ∂k=

∂
∂k
, k=1, 2, 3, ∇=(∂1, ∂2, ∂3)

T, T 表示向量或矩阵的转置, Q=Ω× (−T, T ), Ω

是 R3 中的有界区域, 并有 C2 边界 ∂Ω, Σ = ∂Ω× (−T, T ), ν(x) = (ν1(x), ν2(x), ν3(x))
T 是 ∂Ω 在 x 处

的单位外法向量. 在 (1.1) 中,

D(x, t) = (D1(x, t), D2(x, t), D3(x, t))
T : 电位移,

B(x, t) = (B1(x, t), B2(x, t), B3(x, t))
T : 磁流密度,
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E(x, t) = (E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t))
T : 电场,

H(x, t) = (H1(x, t),H2(x, t),H3(x, t))
T : 磁场.

下面简单介绍所考查方程组的物理背景 [1]. 由 Maxwell-Ampère 定律知,

∂tD(x, t)−∇×H(x, t) + J(x, t) = 0,

其中 J(x, t) 为传导电流密度. 再由 Ampère 定律知, J(x, t) = σJE(x, t), 其中 σJ 为电导率. 本文假设

所考查的介质的电导率是非稳态和非均匀的, 即假设它具有 σJ = σ(x)f(x, t) 的形式. 对于非均匀双

耦合各向同性介质而言, 它的本构关系为 (1.2), 其中 ε, ζ 和 µ 分别为电容率、耦合率和磁导率. 本文

考虑的介质是非均匀的, 即 ε, ζ 和 µ 是关于 x 的实值函数, 但是假设 ε, ζ 和 µ 不依赖于 t.

本文主要讨论下述反问题: 设 ε(x), ζ(x), µ(x) 和 σ(x) 是未知的 C2(Ω) 函数, f(x, t) 是已知

的 C2(Q) 函数. 令 ω ⊂ Ω 满足 ∂Ω ⊂ ∂ω, T > 0 被适当给定. 本文通过在区域 Qω ≡ ω × (−T, T )

上 D(x, t) 和 B(x, t) 的有限组观测数据来同时决定 ε(x), ζ(x), µ(x), σ(x), x ∈ Ω.

在以往的关于 Maxwell方程组的反问题中,大多数考虑的是电流密度 J = 0情况下在各向同性介

质或非均匀双耦合各向同性介质中, 决定本构关系中物理系数的反问题或反源问题. 如文献 [2–10] 等.

在本文所考虑的反问题中, 我们不仅不假设 Maxwell 方程组中的传导电流密度 J ≡ 0, 而且认为电导

率是非稳态非均匀的, 同时所考虑的介质不是传统的各向同性介质, 而是非均匀双耦合各向同性介质.

通过边界邻域中关于电位移 D 和磁流密度 B 的有限组观测数据, 我们在决定本构关系中物理系数电

容率 ε、耦合率 ζ 和磁导率 µ的同时还决定与传导电流有关的电导率 σJ 中不依赖于 t的部分信息 σ.

为了保证反问题的唯一性, 我们使用两组初值和边界值, Φ(j) = (dj , bj , qj), j = 1, 2. 为了简化问

题, 我们不妨设 dj , bj 和 qj , j = 1, 2 充分光滑并且满足充分的相容性条件, 使得当 ϵ 充分光滑时, 问

题 (1.1) 和 (1.2) 的解, 记为 D[ϵ; Φ(j)](x, t), B[ϵ; Φ(j)](x, t), 满足 D[ϵ; Φ(j)], B[ϵ; Φ(j)] ∈ (W 2,∞(Q))3

(如文献 [10,11]等),其中 ϵ=(ε, ζ, µ, σ)为问题 (1.1)和 (1.2)中的系数,初值和边值条件 (d, b, q)=Φ(j)

= (dj , bj , qj). 记 G 为如下 12× 9 阶矩阵:
0 e1 × d1 e1 × b1 0 e2 × d1 e2 × b1 0 e3 × d1 e3 × b1

e1 × d1 e1 × b1 0 e2 × d1 e2 × b1 0 e3 × d1 e3 × b1 0

0 e1 × d2 e1 × b2 0 e2 × d2 e2 × b2 0 e3 × d2 e3 × b2

e1 × d2 e1 × b2 0 e2 × d2 e2 × b2 0 e3 × d2 e3 × b2 0

 , (1.3)

其中 e1 = (1, 0, 0)T, e2 = (0, 1, 0)T, e3 = (0, 0, 1)T. 记

G1 =


d1

G 0

d2

0

 , G2 =


b1

G 0

b2

0

 .

为了叙述本文的主要定理,我们进一步引入如下记号: ∀W = (w1, w2, . . . , wn)
T, |W |2 =

∑n
k=1 |wk|2.

令 λ = infx∈Ω |x|, Λ = supx∈Ω |x|, 且满足条件

0 < Λ2 < 2λ2. (1.4)
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下面引入未知系数 (ε, ζ, µ, σ), (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) 的容许集合

u = uM,θ0,θ1,θ2,ϵ0

=

{
ϵ(x) = (ε(x), ζ(x), µ(x), σ(x)) ∈ (C2(Ω))4 : (ε, ζ, µ) = ϵ0,在 ∂Ω上;

∥ε∥C2(Ω), ∥ζ∥C2(Ω), ∥µ∥C2(Ω), ∥σ∥C2(Ω), ∥∇(εµ− ζ2)∥(C2(Ω))3 , ∥εµ− ζ2∥(C2(Ω))3 < M ;

ε, µ, εµ− ζ2 > θ1, µ− |ζ| > θ2,在Ω上;
x · ∇(εµ− ζ2)

2(εµ− ζ2)
> −θ0, 在Ω上;

∥D[ϵ; Φ(j)]∥(W 2,∞(Q))3 , ∥B[ϵ; Φ(j)]∥(W 2,∞(Q))3 < M, ∀ j = 1, 2

}
,

其中 M > 0, 0 < θ0 < 1, θ1 > 0, θ2 > 0 是常数, ϵ0 = (ε0, ζ0, µ0) 是 ∂Ω 上的光滑函数. 我们取定正常

数 β, 满足如下条件:

0 < β <
−λ

√
θ1 +

√
λ2θ1 + 4θ21(1− θ0)

2Mθ1
. (1.5)

下面介绍本文的主要定理.

定理 1.1 设 Ω 满足 (1.4), β 满足 (1.5), 且
√
Λ2 − λ2

β
< T (1.6)

成立. 假设存在 θ3 > 0,使得 12× 10阶矩阵 G1 和 G2 能分别在相同的行列取得 10× 10阶子矩阵 G10

和 G20, 满足

|detG10(x)| > θ3 > 0, |detG10(x)| > |detG20(x)|, (1.7)

在 Ω上. 另外假设 f(x, t) ∈ C2(Q),而且存在常数 θ4 > 0,使得在 Ω上,有 f(x, 0) > θ4 > 0成立. 则存在

常数 K = K(Ω, T,Φ(1),Φ(2),M, θ0, θ1, θ2, θ3, θ4, ϵ0, f) > 0, 使得对任意的 ϵ = (ε, ζ, µ, σ) ∈ u , ϵ̃ = (ε̃, ζ̃,

µ̃, σ̃) ∈ u , 有

∥ε̃− ε∥H1(Ω) + ∥ζ̃ − ζ∥H1(Ω) + ∥µ̃− µ∥H1(Ω) + ∥σ̃ − σ∥L2(Ω) 6 KΘ (1.8)

成立, 其中

Θ =
1∑

k=0

2∑
j=1

{∥∂k
t (D[ϵ; Φ(j)]−D[ϵ̃; Φ(j)])∥(H1(Qω))3 + ∥∂k

t (B[ϵ; Φ(j)]−B[ϵ̃; Φ(j)])∥(H1(Qω))3}. (1.9)

Bukhgeim 和 Klibanov [12] 首先提出了利用 Carleman 估计求解反问题的方法. 文献 [6, 13–23] 等

进一步发展完善了该方法. 基于该方法, 关于通过有限组观测的 Maxwell 方程组反问题, 我们可以参

见文献 [6–10] 等. 本文将遵循文献 [9] 中的方法, 利用基于 Carleman 估计的方法和能量守恒定律证

明定理 1.1, 即我们所考查反问题的 Lipschitz 稳定性. 与已知结果 [8–10] 相比, 特别是与文献 [9] 相

比, 非稳态电导介质 Maxwell 方程组 (1.1) 中的新增项 σ(x)f(x, t)E(x, t) 增加了证明反问题稳定性

的难度. 为了克服这一难度, 我们首先在第 2 节中证明了一个与文献 [9] 不同的新的 Carleman 估计;

然后在第 3 节中, 我们在遵循文献 [9] 的证明方法的同时, 利用这一新的 Carleman 估计克服了由方

程 (1.1) 的新增项引起的对证明的影响, 完成了定理 1.1 的证明, 推广了文献 [9] 的结果.

此外, 需要指出的是, Li [9] 利用两组观测数据, 决定了三个未知系数函数. 而本文需要同时决定 4

个未知系数函数. 为了建立稳定性, 我们没有增加观测数据, 而是仍然采用两组观测数据, 即仍然使用
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两组初值和边界值, 但是需要更加小心地选择它们, 我们选取了满足条件 (1.7) 的两组初值. 由行列式

的运算性质易知,条件 (1.7)关于初值 bj 和 dj , j = 1, 2是稳定的,即对满足条件 (1.7)的初值 bj 和 dj ,

j = 1, 2添加小的扰动后仍然满足条件 (1.7). 虽然假设条件 (1.7)有点强,但是它能够保证数据 (d1, b1)

与 (d2, b2) 是相互独立的, 从而使得相应的两组在边界领域的观测值就能保证所讨论的同时决定 4

个未知系数函数的反问题的稳定性. 而满足条件 (1.7) 的初始条件是存在的. 例如, 取 d1(x) = e1,

b1(x) = d2(x) = e2 和 b2(x) = e3, 将矩阵 G1 和 G2 的第 2 和 9 行去掉, 得到的两个 10 × 10 阶矩阵

满足条件 (1.7). 另一方面,类似 (1.7)的关于初值的条件,在利用 Carleman估计求解反问题的方法中,

通常是无法避免的, 可以参见上文中提到的相关文献.

另外, 如果我们采用多组观测值, 则条件 (1.7) 可以被弱化. 下面给出一个推论来说明这一点.

推论 1.2 设 Ω, β 和 T 分别满足 (1.4), (1.5) 和 (1.6), f(x, t) 满足与定理 1.1 相同的条件. 对

问题 (1.1) 和 (1.2), 我们使用 2N 组充分光滑且满足充分的相容性条件的初边值 Φ(j) = (dj , bj , qj),

j = 1, . . . , 2N , 其中 N ∈ {1, 2, . . .}. 记矩阵 Gl = Gl(d2l−1, b2l−1, d2l, b2l) 为如下 12× 9 阶矩阵:

Gl = (Gl,1, Gl,2, Gl,3), l = 1, 2, . . . , N,

其中

Gl,k =


0 ek × d2l−1 ek × b2l−1

ek × d2l−1 ek × b2l−1 0

0 ek × d2l ek × b2l

ek × d2l ek × b2l 0

 , l = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, 3,

并且记

Gl
1 =


d2l−1

Gl 0

d2l

0

 , Gl
2 =


b2l−1

Gl 0

b2l

0

 , l = 1, 2, . . . , N.

假设存在 θ3 > 0, 使得 12× 10 阶矩阵 Gl
1 和 Gl

2, l = 1, 2, . . . , N 能分别在相同的行列取得 10× 10 阶

子矩阵 Gl
10 和 Gl

20 满足如下性质:
N∪
l=1

Ωl = Ω, (1.10)

其中

Ωl = {x ∈ Ω : |detGl
10(x)| > θ3 > 0, |detGl

10(x)| > |detGl
20(x)|}, l = 1, 2, . . . , N. (1.11)

则存在常数 K = K(Ω, T,Φ(1), . . . ,Φ(2N),M, θ0, θ1, θ2, θ3, θ4, ϵ0, f) > 0, 使得对任意 ϵ=(ε, ζ, µ, σ)∈u ,

ϵ̃ = (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) ∈ u , 有 (1.8) 成立, 其中

Θ =
1∑

k=0

2N∑
j=1

{∥∂k
t (D[ϵ; Φ(j)]−D[ϵ̃; Φ(j)])∥(H1(Qω))3 + ∥∂k

t (B[ϵ; Φ(j)]−B[ϵ̃; Φ(j)])∥(H1(Qω))3}.

注 1.3 在定理 1.1 中, 我们需要假设波速 (εµ− ζ2)−(1/2) 在 Ω 上满足一个单调性条件

x · ∇(εµ− ζ2)

2(εµ− ζ2)
> −θ0, 0 < θ0 < 1.
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为了能够在边界层得到观测值, 我们需要确保入射电磁波从边界射入后, 经过在介质内部的传播还可

以从边界射出. 由折射定律 (Snell 定律), 我们知道电磁波在非均匀介质中将发生折射. 波速满足的单

调性条件则是一个可以保证我们在边界层得到观测数据的充分条件. 因此, 此单调性条件可以解释为

一个可以接受的保证所考查反问题的唯一性和稳定性的充分条件.特别地,若波速 (εµ−ζ2)−(1/2) 在 Ω

上是常值函数或 |∇(εµ − ζ2)| 在 Ω 上充分小, 此时单调性条件成立. 另外, 此单调性条件是证明

Carleman 估计时通常被使用的一个充分性条件 (如文献 [6, 9, 10, 14, 17, 19] 等), 而 Carleman 估计是

我们在证明定理 1.1 时使用的主要工具. 此单调性条件也许可以被弱化, 但是很难找到一个保证所需

Carleman 估计成立的充要条件.

注 1.4 在定理 1.1中,我们采用在整个边界层 (即在 Ω中满足 ∂ω ⊃ ∂Ω的子区域 ω)中的关于电

位移 D和磁流密度 B的观测值来同时决定本构关系中未知的物理系数电容率 ε、耦合率 ζ 和磁导率 µ

以及与传导电流有关的电导率 σJ 中不依赖于 t 的部分信息 σ. 在电磁波传播的物体中, 通过在靠近

边界的区域中对电位移和磁流密度的观测值来决定该物体内部的反映电磁性质的物理系数,这样的反

问题有重要的应用背景, 如地球物理学.

本文由 4部分构成. 第 2节给出关于 Maxwell方程组的 Carleman估计;第 3节证明定理 1.1;第 4

节简要地证明推论 1.2.

2 Maxwell 方程组的 Carleman 估计

对于 β 和 λ , 我们定义函数 φ(x, t):

φ(x, t) = eϱ(|x|
2−β2t2−λ2), (2.1)

其中 ϱ > 0 是充分大的正常数. 对于 (ε, ζ, µ, σ) ∈ u , 记

ξ = εµ− ζ2, γ1 =
µ

ξ
, γ2 = −ζ

ξ
, γ3 =

ε

ξ
, (2.2)

在 Ω 上. 在文献 [9] 中, 证明了如下命题.

命题 2.1 令 φ(x, t)如 (2.1)给出,区域 Ω满足 (1.4). 假设 (ε, ζ, µ) ∈ u [9],且 0 < T < λ
β ,其中 β

满足 (1.5). 设 D,B ∈ (H1
0 (Q))3 且在 Q 内满足

∂tD −∇×H = R1, ∂tB +∇× E = R2,

D = εE + ζH, B = ζE + µH,

∇ ·D = r1, ∇ ·B = r2,

则存在 s0 = s0(ϱ) > 0, K1 = K1(s0, β, ϱ,M, θ0, θ1,Ω, T ) > 0, 使得对于 ∀ s > s0, 有

s

∫
Q

(|D|2 + |B|2 + |E|2 + |H|2)e2sφdxdt 6 K1

2∑
k=1

∫
Q

(|Rk|2 + |rk|2)e2sφdxdt

成立, 其中 u [9] 表示文献 [9] 中相应的未知函数 (ε, ζ, µ) 的容许集合, 即

u [8] = u [8]
M,θ0,θ1,ϵ0

=

{
(ε(x), ζ(x), µ(x)) ∈ (C2(Ω))3 : (ε, ζ, µ) = ϵ0,在 ∂Ω上;
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∥ε∥C2(Ω), ∥ζ∥C2(Ω), ∥µ∥C2(Ω), ∥∇(εµ− ζ2)∥(C2(Ω))3 < M ;

ε, µ, εµ− ζ2 > θ1,在Ω上;
x · ∇(εµ− ζ2)

2(εµ− ζ2)
> −θ0, 在Ω上;

∥D[ϵ; Φ(j)]∥(W 2,∞(Q))3 , ∥B[ϵ; Φ(j)]∥(W 2,∞(Q))3 < M, ∀ j = 1, 2

}
,

其中 M > 0, 0 < θ0 < 1, θ1 > 0 是常数, ϵ0 = (ε0, ζ0, µ0) 是 ∂Ω 上的光滑函数.

下面给出如下形式的 Maxwell 方程组的 Carleman 估计, 它主要是用来证明定理 1.1.

命题 2.2 令 φ(x, t)如 (2.1)给出,区域 Ω满足 (1.4). 假设 (ε, ζ, µ, σ) ∈ u ,且 0 < T < λ
β ,其中 β

满足 (1.5), 假设 f(x, t) ∈ C(Q). 设 D,B, T1, T2 ∈ (H1
0 (Q))3, 且在 Q 内满足

∂tD −∇×H + σfE = R1, ∂tB +∇× E = R2, (2.3)

D = εE + ζH + T1, B = ζE + µH + T2, (2.4)

∇ ·D = r1, ∇ ·B = r2, (2.5)

则存在常数 s1 = s1(ϱ) > 0, K2 = K2(s1, β, ϱ,M, θ0, θ1, θ2,Ω, T, f) > 0, 使得对 ∀ s > s1, 有

s

∫
Q

(|D|2 + |B|2 + |E|2 + |H|2)e2sφdxdt

6 K2

2∑
k=1

∫
Q

(|Rk|2 + |rk|2 + |Tk|2 + |∂tTk|2 + |∇Tk|2)e2sφdxdt (2.6)

成立.

证明 令 D̃ = D − T1, B̃ = B − T2, 则由 (2.3)–(2.5) 知, D̃, B̃, E,H 在 Q 内满足

∂tD̃ −∇×H = −σfE +R1 − ∂tT1, ∂tB̃ +∇× E = R2 − ∂tT2,

D̃ = εE + ζH, B̃ = ζE + µH,

∇ · D̃ = r1 −∇ · T1, ∇ · B̃ = r2 −∇ · T2.

易知,由 (ε, ζ, µ, σ) ∈ u ,可得 (ε, ζ, µ) ∈ u [8]. 因此,我们可以利用命题 2.1. 由命题 2.1和 f(x, t) ∈ C(Q)

知, 存在 s2 = s2(ϱ) > 0, k1 = k1(s2, β, ϱ,M, θ0, θ1, θ2,Ω, T, f) > 0, 使得对 ∀ s > s2, 有

s

∫
Q

(|E|2 + |H|2)e2sφdxdt 6 k1

2∑
k=1

∫
Q

[|rk|2 + |∇Tk|2 + |Rk|2 + |∂tTk|2 + |E|2]e2sφdxdt. (2.7)

令 Ẽ = E + µ
ξ T1 − ζ

ξT2, H̃ = H − ζ
ξT1 +

ε
ξT2, 则 D, B, Ẽ 和 H̃ 在 Q 内满足

∂tD −∇× H̃ = R1 − σfE +∇×
(
ζ

ξ
T1 −

ε

ξ
T2

)
,

∂tB +∇× Ẽ = R2 +∇×
(
µ

ξ
T1 −

ζ

ξ
T2

)
,

D = εẼ + ζH̃, B = ζẼ + µH̃,

∇ ·D = r1, ∇ ·B = r2.
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同理, 再由命题 2.1 知, 存在 s3 = s3(ϱ) > 0, k2 = K2(s1, β, ϱ,M, θ0, θ1,Ω, T ) > 0, 使得对 ∀ s > s3, 有

s

∫
Q

(|D|2 + |B|2)e2sφdxdt 6 k2

2∑
k=1

∫
Q

(|Rk|2 + |Tk|2 + |∇Tk|2 + |rk|2 + |E|2)e2sφdxdt. (2.8)

将 (2.7) 和 (2.8) 相加, 并且取 K2 = 2(k1 + k2), s1 = max{s2, s3,K2}, 我们可得对 ∀ s > s1, 有

s

∫
Q

(|D|2 + |B|2 + |E|2 + |H|2)e2sφdxdt 6 K2

2∑
k=1

∫
Q

(|rk|2 + |Rk|2 + |Tk|2 + |∂tTk|2 + |∇Tk|2)e2sφdxdt.

命题 2.2 证毕.

为了证明定理 1.1, 我们再介绍一个一阶微分方程的 Carleman 估计, 证明参见文献 [14].

命题 2.3 [14] φ(x, t) 如 (2.1) 给出, 则存在 K3 > 0, 使得对 ∀ s > K3, 有∫
Ω

s|w|2e2sφ(x,0)dx 6 K3

3∑
j=1

∫
Ω

|∂jw|2e2sφ(x,0)dx, ∀w ∈ C1
0 (Ω) (2.9)

成立.

3 定理 1.1 的证明

下面分 5 步证明定理 1.1.

第 1 步 首先给出如下引理.

引理 3.1 令 φ(x, t)如 (2.1)给出,区域 Ω满足 (1.4). 假设 (ε, ζ, µ, σ) ∈ u ,且 0 < T < λ
β ,其中 β

满足 (1.5), 另外假设 f(x, t) ∈ C2(Q). 设 D,B ∈ (H1(Q))3 满足 (2.3)–(2.5) 且在 Q 内有 T1 = T2 = 0,

在 Σ 上有 D = B = 0, 则下面结论成立:

(1) 存在 s3 = s3(ϱ) > 0, K4 = K4(s3, β, ϱ,M, θ0, θ1, θ2,Ω, T, f) > 0, 使得∫
Ω

[|D(·, 0)|2 + |B(·, 0)|2]e2sφ(x,0)dx 6 K4

2∑
j=1

∫
Q

(|Rk|2 + |rk|2)e2sφdxdt, (3.1)

对任意的 s > s3, D,B ∈ (H1
0 (Q))3 都成立.

(2) 存在 K5 = K5(M, θ0, θ1, θ2,Ω, T, f) > 0, 使得∫
Ω

[|D(·, t2)|2 + |B(·, t2)|2]dx 6 K5

{∫
Ω

[|D(·, t1)|2 + |B(·, t1)|2]dx+

∫
Q∗

(|R1|2 + |R2|2)dxdt
}
, (3.2)

对任意的 −T 6 t1, t2 6 T 都成立, 其中 Q∗ = Ω× (min{t1, t2},max{t1, t2}) ⊆ Q.

证明 当 t1 = t2 时, (3.2) 显然成立. 下面假设 t1 ̸= t2 ∈ [−T, T ]. 令

l =

M0, 当 t1 < t2 时,

−M0, 当 t1 > t2 时,
(3.3)

其中M0 是待定正常数. 由在 Σ上 D=B=0, D,B∈(H1(Q))3 知,在 Σ上 E=H=0, E, H∈(H1(Q))3.

由 (2.3) 点乘 E = γ1D + γ2B, (2.4) 点乘 H = γ2D + γ3B, 再两式相加得

∂tB +∇ · (E ×H) + σ(x)f(x, t)(E · E) = R1 · (γ1D + γ2B) +R2 · (γ2D + γ3B), (3.4)
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在 Q 内, 其中 γ1, γ2, γ3 由 (2.2) 给出,

B =
1

2
[γ1|D|2 + 2γ2(D ·B) + γ3|B|2]. (3.5)

由 (2.2), (3.5) 和 (ε, ζ, µ, σ) ∈ u 知, 存在常数 C1, C2 > 0, 使得

C1(|D|2 + |B|2) 6 B 6 C2(|D|2 + |B|2), (3.6)

在 Q 内. 此处以及下文中 Cj (j = 1, 2, . . .) 表示一般性的可与 Ω, Φ(1), Φ(2), M, θ0, θ1, θ2, θ3, ϵ0, T

和 f 有关但与 s 无关的正常数. 令

Il =

∫ t2

t1

∫
Ω

[∂tB +∇ · (E ×H) + σf(E · E)]e2sφ−ltdxdt,

Ir =

∫ t2

t1

∫
Ω

[R1 · (γ1D + γ2B) +R2 · (γ2D + γ3B)]e2sφ−ltdxdt,

其中 s > 0, 则由 (3.4) 知, Il = Ir. 由于在 Σ 上 E = H = 0 及分部积分, 可得

Il >
∫
Ω

B(·, t2)e2sφ(·,t2)−lt2dx−
∫
Ω

B(·, t1)e2sφ(·,t1)−lt1dx+

∫
Q∗

M0Be2sφ−ltdxdt

− C3e
TM0s

∫
Q∗

(B + |E|2 + |H|2) · e2sφdxdt−
∫
Q∗

|σ(x)f(x, t)||E|2e2sφ−ltdxdt.

由 (3.6) 知, 可以取 M0 充分大, 使得∫
Q∗

(M0B − |σf ||E|2)e2sφ−ltdxdt > C4

∫
Q∗

(|D|2 + |B|2)e2sφ−ltdxdt,

其中 C4 > 0. 则

Il > C1e
−TM0

∫
Ω

[|D(·, t2)|2 + |B(·, t2)|2]e2sφ(·,t2)dx− C2e
TM0

∫
Ω

[|D(·, t1)|2 + |B(·, t1)|2]e2sφ(·,t1)dx

+ C5e
−TM0

∫
Q∗

(|D|2 + |B|2)e2sφdxdt− C6e
TM0s

∫
Q∗

(|D|2 + |H|2 + |B|2 + |E|2)e2sφdxdt, (3.7)

∀ s > 0 都成立. 由不等式 2ab 6 ϑa2 + 1
ϑb

2, ∀ϑ > 0, 得

Ir 6 C7e
TM0

∫
Q∗

[
ϑ(|D|2 + |B|2) + 1

ϑ
(|R1|2 + |R2|2)

]
e2sφdxdt, ∀ϑ > 0, s > 0. (3.8)

因此, 由 (3.7) 和 (3.8) 知, 取 ϑ = C5

C7
e−2TM0 > 0, 得∫

Ω

[|D(·, t2)|2 + |B(·, t2)|2]e2sφ(·,t2)dx

6 C8

{∫
Ω

[|D(·, t1)|2 + |B(·, t1)|2]e2sφ(·,t1)dx+

∫
Q∗

(|R1|2 + |R2|2)e2sφdxdt

+ s

∫
Q∗

(|D|2 + |H|2 + |B|2 + |E|2)e2sφdxdt
}
, ∀ s > 0. (3.9)

在 (3.9)中,取 s = 0,即得 (3.2). 进一步,若D,B ∈ (H1
0 (Q))3,则由命题 2.2知,存在 s3=s3(ρ) > 0,

使得 ∀ s > s3 时, (2.6) 成立. 因此, 在 (3.9) 中再取 t1 = T, t2 = 0, 利用 (2.6) 可以估计 (3.9) 中右端最
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后一项.而且注意到此时 D,B ∈ (H1
0 (Q))3,从而 (3.9)中右端第一项等于 0,从而获得引理 3.1(1)中的

结论.

第 2 步 本节均令 j = 1, 2. 由 (1.2) 知,

E[ϵ; Φ(j)] = γ1D[ϵ; Φ(j)] + γ2B[ϵ; Φ(j)],

H[ϵ; Φ(j)] = γ2D[ϵ; Φ(j)] + γ3B[ϵ; Φ(j)],

E[ϵ̃; Φ(j)] = γ̃1D[ϵ̃; Φ(j)] + γ̃2B[ϵ̃; Φ(j)],

H[ϵ̃; Φ(j)] = γ̃2D[ϵ̃; Φ(j)] + γ̃3B[ϵ̃; Φ(j)],

(3.10)

在 Q 内, 其中

ξ = εµ− ζ2, γ1 =
µ

ξ
, γ2 = −ζ

ξ
, γ3 =

ε

ξ
,

ξ̃ = ε̃µ̃− ζ̃2, γ̃1 =
µ̃

ξ̃
, γ̃2 = − ζ̃

ξ̃
, γ̃3 =

ε̃

ξ̃
,

(3.11)

在 Ω 上. 由 ϵ = (ε, ζ, µ, σ) ∈ u , ϵ̃ = (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) ∈ u 知, γk, γ̃k ∈ C2(Ω), k = 1, 2, 3, 且

γ1γ3 − γ2
2 =

1

ξ
>

1

M
, γ̃1γ̃3 − γ̃2

2 =
1

ξ̃
>

1

M
, (3.12)

在 Ω 上. 令 Y (·; j) = ∂tD[ϵ; Φ(j)]− ∂tD[ϵ̃; Φ(j)],

Z(·; j) = ∂tB[ϵ; Φ(j)]− ∂tB[ϵ̃; Φ(j)], 在Q内,
(3.13)

U(·; j) = γ1Y (·; j) + γ2Z(·; j),

V (·; j) = γ2Y (·; j) + γ3Z(·; j), 在Q内,
(3.14)

R3(·; j) = ∂tD[ϵ̃; Φ(j)], R4(·; j) = ∂tB[ϵ̃; Φ(j)], 在Q内, (3.15)

fk = γ̃k − γk, k = 1, 2, 3, f4 = σ̃ − σ, 在Ω上, (3.16)
Ψ1(·; j) = ∇× [f1R3(·; j) + f2R4(·; j)],

Ψ2(·; j) = ∇× [f2R3(·; j) + f3R4(·; j)],

Ψ3(·; j) = f1R3(·; j) + f2R4(·; j), 在Q内,

(3.17)

则 Y (·; j), Z(·; j), U(·; j), V (·; j), R3(·; j), R4(·; j) ∈ (W 1,∞(Q))3, 在 Q 内满足

∂tY (·; j)−∇× V (·; j) + σ(x)f(x, t)U(·; j)

= f4(x)(∂tf)(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)](·)− σ(x)(∂tf)(x, t){E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}(·)−Ψ2(·; j)

+ f4(x)f(x, t)(γ̃1R3(·; j) + γ̃2R4(·; j)) + σ(x)f(x, t)Ψ3(·; j), (3.18)

∂tZ(·; j) +∇× U(·; j) = Ψ1(·; j), (3.19)

Y (·; j) = εU(·; j) + ζV (·; j), Z(·; j) = ζU(·; j) + µV (·; j), (3.20)

∇ · Y (·; j) = ∇ · Z(·; j) = 0. (3.21)
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事实上, 由 (3.10)–(3.16) 知, 在 Q 内, 有

E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]

= γ1
{
D[ϵ; Φ(j)]−D[ϵ̃; Φ(j)]

}
− f1D[ϵ̃; Φ(j)] + γ2

{
B[ϵ; Φ(j)]−B[ϵ̃; Φ(j)]

}
− f2B[ϵ̃; Φ(j)], (3.22)

H[ϵ; Φ(j)]−H[ϵ̃; Φ(j)]

= γ2
{
D[ϵ; Φ(j)]−D[ϵ̃; Φ(j)]

}
− f2D[ϵ̃; Φ(j)] + γ3

{
B[ϵ; Φ(j)]−B[ϵ̃; Φ(j)]

}
− f3B[ϵ̃; Φ(j)]. (3.23)

分别对 (3.22) 和 (3.23) 两边关于 t 求导, 得

∂t{E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}(·) = U(·; j)− f1R3(·; j)− f2R4(·; j), (3.24)

∂t{H[ϵ; Φ(j)]−H[ϵ̃; Φ(j)]}(·) = V (·; j)− f2R3(·; j)− f3R4(·; j), (3.25)

在 Q 内. 由 (1.1), (3.15) 和 (3.16) 知,

Y (·; j) = ∇× {H[ϵ; Φ(j)]−H[ϵ̃; Φ(j)]}(·)

− σ(x)f(x, t){E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}(·) + f4(x)f(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)](·), (3.26)

Z(·; j) = −∇× {E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}(·), (3.27)

在 Q 内. 分别对 (3.26) 和 (3.27) 两边关于 t 求导, 再利用 (3.10), (3.24) 和 (3.25), 由此得到 (3.18)

和 (3.19). 再由 (3.11), (3.12) 和 (3.14) 可直接推导出 (3.20), 由 (1.1) 和 (3.13) 知, (3.21) 成立.

由于 ϵ, ϵ̃ ∈ u , 有

∥R3(·; j)∥(W 1,∞(Q))3 , ∥R4(·; j)∥(W 1,∞(Q))3 6 M.

由 ϵ, ϵ̃ ∈ u 和 γk, fk, k = 1, 2, 3, 4 的定义知, fk(x) ∈ C1
0 (Ω), k = 1, 2, 3 和 f4(x) ∈ C1(Ω). 因此, 我们

可以对 fk(x), k = 1, 2, 3 运用命题 2.3, 得到

s
3∑

k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(·,0)dx 6 C9

3∑
k=1

∫
Ω

|∇fk|2e2sφ(·,0)dx, (3.28)

对任意充分大的 s > 0 成立.

由 (1.6) 和 (2.1) 知,

φ(x, 0) > 1, 0 < φ(x,−T ) = φ(x, T ) < 1, ∀x ∈ Ω. (3.29)

因此, 对于给定的充分小的 η ∈ (0, 1− supx∈Ω φ(x, T )), 存在充分小的 δ = δ(η) > 0, 使得

φ(x, t) 6 1− η, ∀ (x, t) ∈ Ω× ([−T,−T + 2δ] ∪ [T − 2δ, T ]). (3.30)

为了应用引理 3.1, 我们选取两个截断函数 χ1 和 χ2 满足 χ1 ∈ C∞
0 (Ω), χ2 ∈ C∞

0 (R), 0 6 χ1(x) 6 1,

∀x ∈ Ω; 0 6 χ2(t) 6 1, ∀ t ∈ R; χ1(x) = 1, ∀x ∈ Ω \ ω, 且

χ2(t) =

0, 当 t ∈ ([−T,−T + δ] ∪ [T − δ, T ]) 时,

1, 当 t ∈ [−T + 2δ, T − 2δ] 时.

由 χ1 和 χ2 的定义知,

∇χ1(x) = 0, ∀x ∈ Ω \ ω, (3.31)
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∂tχ2(t) = ∂2
t χ2(t) = 0, ∀ t ∈ [−T,−T + δ] ∪ [−T + 2δ, T − 2δ] ∪ [T − δ, T ]. (3.32)

第 3 步 令

Y1(·; j) = χ1Y (·; j) ∈ (W 1,∞(Q))
3
, Z1(·; j) = χ1Z(·; j) ∈ (W 1,∞(Q))

3
,

U1(·; j) = χ1U(·; j) ∈ (W 1,∞(Q))
3
, V1(·; j) = χ1V (·; j) ∈ (W 1,∞(Q))

3
,

则由 (3.18)–(3.21), 得

∂tY1(·; j)−∇× V1(·; j) + σ(x)f(x, t)U1(·; j)

= −(∇χ1)× V (·; j)− χ1Ψ2(·; j) + χ1σ(x)f(x, t)Ψ3(·; j) + χ1f4(x)f(x, t)(γ̃1R3(·; j)

+ γ̃2R4(·; j))− χ1σ(x)(∂tf)(x, t){E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}+ χ1f4(x)(∂tf)(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)], (3.33)

∂tZ1(·; j) +∇× U1(·; j) = χ1Ψ1(·; j) + (∇χ1)× U(·; j), (3.34)

Y1(·; j) = εU1(·; j) + ζV1(·; j), Z1(·; j) = ζU1(·; j) + µV1(·; j), (3.35)

∇ · Y1(·; j) = (∇χ1) · Y (·; j), ∇ · Z1(·; j) = (∇χ1) · Z(·; j), 在 Q 内, (3.36)

Y1(·; j) = Z1(·; j) = 0, 在 Σ 上. (3.37)

对 Y1(·; j) 和 Z1(·; j) 应用引理 (3.1)(2), 有

w(t2; j) 6 C10

{
w(t1; j) +

∫
Q

[|Ψ1(·; j)|2 + |Ψ2(·; j)|2 + |Ψ3(·; j)|2]dxdt

+

∫
Q

|∇χ1|2[|U(·; j)|2 + |V (·; j)|2]dxdt+
∫
Q

|f4|2dxdt

+

∫
Q

|χ1{E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}|2dxdt
}
, ∀ − T 6 t1, t2 6 T, (3.38)

其中

w(t; j) =

∫
Ω

[|Y1(·, t; j)|2 + |Z1(·, t; j)|2]dx, t ∈ [−T, T ], j = 1, 2. (3.39)

由 (3.15) 和 (3.17) 知,∫
Q

[|Ψ1(·; j)|2 + |Ψ2(·; j)|2 + |Ψ3(·; j)|2]dxdt 6 C11

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx. (3.40)

由 (1.9), (3.13) 和 (3.14) 知,∫
Q

|∇χ1|2[|U(·; j)|2 + |V (·; j)|2]dxdt 6 C12

∫
Qω

[|Y (·; j)|2 + |Z(·; j)|2]dxdt 6 C13Θ
2, (3.41)∫

Q

|f4|2dxdt 6 C14

∫
Ω

|f4|2dx. (3.42)

由 (3.38)–(3.42) 知,

w(t2; j) 6 C15

{
w(t1; j) +

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+

∫
Ω

|f4|2dx+Θ2
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+

∫
Q

|χ1{E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}|2dxdt
}
, ∀ − T 6 t1, t2 6 T. (3.43)

下面分析 (3.43) 中的
∫
Q
|χ1{E[ϵ; Φ(j)]− E[ϵ̃; Φ(j)]}|2dxdt. 由 (1.1) 和 (1.2) 得

∂tD̂(·; j)−∇× Ĥ(·; j) + σ(x)f(x, t)Ê(·; j) = f4(x)f(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)](·),

∂tB̂(·; j) +∇× Ê(·; j) = 0,

D̂(·; j) = εÊ(·; j) + ζĤ(·; j) + T1(·; j), B̂(·; j) = ζÊ(·; j) + µĤ(·; j) + T2(·; j),

∇ · D̂(·; j) = 0, ∇ · B̂(·; j) = 0,

(3.44)

在 Q 内, 其中

D̂(·; j) = D[ϵ; Φ(j)](·)−D[ϵ̃; Φ(j)](·), B̂(·; j) = B[ϵ; Φ(j)](·)−B[ϵ̃; Φ(j)](·),

Ê(·; j) = E[ϵ; Φ(j)](·)− E[ϵ̃; Φ(j)](·), Ĥ(·; j) = H[ϵ; Φ(j)](·)−H[ϵ̃; Φ(j)](·),

T1(·; j) = (ε− ε̃)E[ϵ̃; Φ(j)](·) + (ζ − ζ̃)H[ϵ̃; Φ(j)](·),

T2(·; j) = (ζ − ζ̃)E[ϵ̃; Φ(j)](·) + (µ− µ̃)H[ϵ̃; Φ(j)](·), (3.45)

在 Q 内. 由 (3.11) 和 (3.44) 知,

Ê(·; j) = γ1(D̂(·; j)− T1(·; j)) + γ2(B̂(·; j)− T2(·; j)),

Ĥ(·; j) = γ2(D̂(·; j)− T1(·; j)) + γ3(B̂(·; j)− T2(·; j)), (3.46)

在 Q 内. 由 ϵ = (ε, ζ, µ, σ) ∈ u , ϵ̃ = (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) ∈ u 知, T1(·; j) = T2(·; j) = 0, 在 Σ 上. 令

D̂1(·; j) = χ1D̂(·; j), B̂1(·; j) = χ1B̂(·; j), Ê1(·; j) = χ1Ê(·; j), Ĥ1(·; j) = χ1Ĥ(·; j),

则由 (3.44) 得

∂tD̂1(·; j)−∇× Ĥ1(·; j) + σ(x)f(x, t)Ê1(·; j) = χ1f4(x)f(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)]− (∇χ1)× Ĥ(·; j),

∂tB̂1(·; j) +∇× Ê1(·; j) = (∇χ1)× Ê(·; j),

D̂1(·; j) = εÊ1(·; j) + ζĤ1(·; j) + χ1T1(·; j), B̂1(·; j) = ζÊ1(·; j) + µĤ1(·; j) + χ1T2(·; j),

∇ · D̂1(·; j) = (∇χ1) · D̂(·; j), ∇ · B̂(·; j) = (∇χ1) · B̂(·; j),

在 Q 内, 且

D̂1(·; j) = B̂1(·; j) = 0, χ1T1(·; j) = χ1T2(·; j) = 0,

在 Σ 上. 由引理 3.1(2) 可得, 存在 C16 > 0, 使得∫
Ω

[|(D̂1 − χ1T1)(·, t2; j)|2 + |(B̂1 − χ1T2)(·, t2; j)|2]dx

6 C16

{∫
Q

(|∂tT1(·; j)|2 + |∂tT2(·; j)|2)dxdt+
∫
Ω

|f4|2dx

+

∫
Ω

[|(D̂1 − χ1T1)(·, t1; j)|2 + |(B̂1 − χ1T2)(·, t1; j)|2]dx
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+

∫
Q

|∇χ1|2[|Ê(·; j)|2 + |Ĥ(·; j)|2]dxdt
}
, ∀ t1, t2 ∈ [−T, T ]. (3.47)

由 (3.31), (3.45) 和 (3.46), 有∫
Q

|∇χ1|2[|Ê(·; j)|2 + |Ĥ(·; j)|2]dxdt

6 C17

∫
Qω

[|Ê(·; j)|2 + |Ĥ(·; j)|2]dxdt

6 C18

{
Θ2 +

∫
Qω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)dxdt
}

6 C19

{
Θ2 +

∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)dx
}
. (3.48)

由 (3.45), (3.47) 和 (3.48), 可以推得∫
Ω

[|D̂1(·, t2; j)|2 + |B̂1(·, t2; j)|2]dx

6 C20

{∫
Ω

[|D̂1(·, t1; j)|2 + |B̂1(·, t1; j)|2]dx+

∫
Ω

|f4|2dx+Θ2

+

∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)dx
}
, ∀ t1, t2 ∈ [−T, T ]. (3.49)

在 (3.49) 中, 取 t1 = 0, 则因为 D̂1(·, 0) = B̂1(·, 0) = 0, 得∫
Ω

[|D̂1(·, t2; j)|2 + |B̂1(·, t2; j)|2]dx

6 C21

{∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)dx+

∫
Ω

|f4|2dx+Θ2

}
, ∀ t2 ∈ [−T, T ]. (3.50)

因此, 再利用 (3.46) 和 (3.50), 得∫
Q

|χ1Ê(·; j)|2dxdt =
∫
Q

|χ1[γ1(D̂(·; j)− T1(·; j)) + γ2(B̂(·; j)− T2(·; j))]|2dxdt

6 C22

{∫
Q

[|D̂1(·; j)|2 + |B̂1(·; j)|2]dxdt+
∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)dx
}

6 C23

{∫
Ω

|f4|2dx+Θ2 + ∥ε− ε̃∥2L2(Ω) + ∥ζ − ζ̃∥2L2(Ω) + ∥µ− µ̃∥2L2(Ω)

}
6 C24

{∫
Ω

|f4|2dx+Θ2 + ∥α∥2L2(Ω)

}
, (3.51)

其中

∥α∥2L2(Ω) = ∥ε− ε̃∥2L2(Ω) + ∥ζ − ζ̃∥2L2(Ω) + ∥µ− µ̃∥2L2(Ω). (3.52)

再由 (3.43) 和 (3.51), 并且注意到 Ê(·; j) 的定义, 我们得到

w(t2; j) 6 C25

{
w(t1; j) +

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+Θ2 + ∥α∥2L2(Ω) +

∫
Ω

|f4|2dx
}
, (3.53)

∀ t1, t2 ∈ [−T, T ].
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第 4 步 令

Y2(·; j) = χ2Y1(·; j) ∈ (H1
0 (Q))

3
, Z2(·; j) = χ2Z1(·; j) ∈ (H1

0 (Q))
3
,

U2(·; j) = χ2U1(·; j) ∈ (H1
0 (Q))

3
, V2(·; j) = χ2V1(·; j) ∈ (H1

0 (Q))
3
.

由 (3.33)–(3.37) 知, Y2, Z2, U2 和 V2 满足下列方程组:

∂tY2(·; j)−∇× V2(·; j) + σ(x)f(x, t)U2(·; j)

= (∂tχ2)Y1(·; j)− χ2(∇χ1)× V (·; j)− χ1χ2σ(x)(∂tf)(x, t)Ê(·; j)

−χ1χ2Ψ2(·; j) + χ1χ2σ(x)f(x, t)Ψ3(·; j) + χ1χ2f4(x)∂tf(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)](·)

+χ1χ2f4(x)f(x, t)(γ̃1R3(·; j) + γ̃2R4(·; j)),

∂tZ2(·; j) +∇× U2(·; j) = χ1χ2Ψ1(·; j) + χ2(∇χ1)× U(·; j) + (∂tχ2)Z1(·; j),

Y2(·; j) = εU2(·; j) + ζV2(·; j), Z2(·; j) = ζU2(·; j) + µV2(·; j),

∇ · Y2(·; j) = χ2(∇χ1) · Y (·; j), ∇ · Z2(·; j) = χ2(∇χ1) · Z(·; j),

在 Q 内. 对 Y1(·; j) 和 Z1(·; j) 应用引理 3.1(1), 我们得到∫
Ω

[|Y2(·, 0; j)|2 + |Z2(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

6 C26

{∫
Q

(|Ψ1(·; j)|2 + |Ψ2(·; j)|2 + |Ψ3(·; j)|2)e2sφdxdt+
∫
Q

|f4|2e2sφdxdt

+

∫
Q

|χ1χ2Ê(·; j)|2e2sφdxdt+
∫
Q

|∂tχ2|2[|Y1(·; j)|2 + |Z1(·; j)|2]e2sφdxdt

+

∫
Qω

|∇χ1|2[|U(·; j)|2 + |V (·; j)|2 + |Y (·; j)|2 + |Z(·; j)|2]e2sφdxdt
}
, (3.54)

对任意充分大的 s > 0 成立.

下面逐项估计 (3.54) 右端中的每一项. 由 (2.1) 和 λ 的定义知,

φ(x, t)− φ(x, 0) = eρ(|x|
2−λ2)(e−ρβ2t2 − 1) 6 e−ρβ2t2 − 1 6 0, ∀x ∈ Ω.

因此, ∫
Q

(|Ψ1(·; j)|2 + |Ψ2(·; j)|2 + |Ψ3(·; j)|2)e2sφdxdt

6 C27

3∑
k=1

∫
Q

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφdxdt

6 C28

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)

∫ T

−T

e2s[φ(x,t)−φ(x,0)]dtdx

6 C29κ1(s)
3∑

k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(·,0)dx, ∀ s > 0, (3.55)

其中

κ1(s) =

∫ T

−T

e2s(e
−ρβ2t2−1)dt. (3.56)
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由 (1.9), (3.13) 和 (3.14) 知,∫
Qω

|∇χ1|2[|U(·; j)|2 + |V (·; j)|2 + |Y (·; j)|2 + |Z(·; j)|2]e2sφdxdt 6 C30e
2sΓΘ2, ∀ s > 0, (3.57)

其中

Γ = sup
x∈Q

φ(x, t) > 1.

类似 (3.55), 有 ∫
Q

|f4|2e2sφdxdt 6 C31κ1(s)

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx, ∀ s > 0. (3.58)

由 (3.29), (3.30), (3.39) 和 (3.53) 知,∫
Q

|∂tχ2|2[|Y1(·; j)|2 + |Z1(·; j)|2]e2sφdxdt

6
(∫ −T+2δ

−T+δ

+

∫ T−δ

T−2δ

)∫
Ω

[|Y1(·; j)|2 + |Z1(·; j)|2]e2sφdxdt

6 C32e
2s(1−η)

(∫ −T+2δ

−T+δ

+

∫ T−δ

T−2δ

)
w(t; j)dt

6 2δC33e
2s(1−η)

{
w(0; j) +

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+Θ2 + ∥α∥2L2(Ω) +

∫
Ω

|f4|2dx
}

6 C34δe
−2sη

{∫
Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(x,0)dx+

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx

+

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx

}
+ C35e

2s(1−η)∥α∥2L2(Ω) + C36e
2sΓΘ2, ∀ s > 0. (3.59)

而由于

ε̃− ε = ξ̃f3 + γ3ξξ̃[(γ̃2 + γ2)f2 − γ1f3 − γ̃3f1],

ζ̃ − ζ = −ξ̃f2 − γ2ξξ̃[(γ̃2 + γ2)f2 − γ1f3 − γ̃3f1],

µ̃− µ = ξ̃f1 + γ1ξξ̃[(γ̃2 + γ2)f2 − γ1f3 − γ̃3f1], (3.60)

在 Ω 上, 我们可得

∥α∥2L2(Ω) 6 e−2s

∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)e2sφ(x,0)dx

6 C37e
−2s

3∑
k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(x,0)dx, ∀ s > 0. (3.61)

注意, 我们在 (3.61) 中应用了 (3.29). 从而 (3.59) 进一步可化为∫
Q

|∂tχ2|2[|Y1(·; j)|2 + |Z1(·; j)|2]e2sφdxdt

6 C38e
−2sη

{∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx+
3∑

k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx
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+ δ

∫
Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(x,0)dx

}
+ C39e

2sΓΘ2, ∀ s > 0. (3.62)

最后估计 (3.54) 右端中的
∫
Q
|χ1χ2Ê(·; j)|2e2sφdxdt. 为此, 令

D̂2(·; j) = χ2D̂1(·; j), B̂2(·; j) = χ2B̂1(·; j), Ĥ2(·; j) = χ2Ĥ1(·; j), Ê2(·; j) = χ2Ê1(·; j),

则 D̂2(·; j), B̂2(·; j) ∈ (H2
0 (Q))3, 而且 D̂2(·; j), B̂2(·; j), Ĥ2(·; j) 和 Ê2(·; j) 在 Q 内满足

∂tD̂2(·; j)−∇× Ĥ2(·; j) + σ(x)f(x, t)Ê2(·; j)

= χ1χ2f4(x)f(x, t)E[ϵ̃; Φ(j)](·)− χ2(∇χ1)× Ĥ(·; j) + (∂tχ2)D̂1(·; j),

∂tB̂2(·; j) +∇× Ê2(·; j) = χ2(∇χ1)× Ê(·; j) + (∂tχ2)B̂1(·; j),

D̂2(·; j) = εÊ2(·; j) + ζĤ2(·; j) + χ1χ2T1(·; j),

B̂2(·; j) = ζÊ2(·; j) + µĤ2(·; j) + χ1χ2T2(·; j),

∇ · D̂2(·; j) = χ2(∇χ1) · D̂(·; j), ∇ · B̂2(·; j) = χ2(∇χ1) · B̂(·; j).

且 χ1χ2T1(·; j), χ1χ2T2(·; j) ∈ (H2
0 (Q))3. 由命题 2.2 知, 存在 s4 > 0, C40 > 0, 使得 ∀ s > s4, 有

s

∫
Q

|Ê2(·; j)|2e2sφdxdt

6 C40

{∫
Q

|∂tχ2|2[|D̂1(·; j)|2 + |B̂1(·; j)|2]e2sφdxdt+
∫
Q

|∇χ1|2[|D̂(·; j)|2 + |B̂(·; j)|2

+ |Ê(·; j)|2 + |Ĥ(·; j)|2]e2sφdxdt+
∫
Q

|f4|2e2sφdxdt+
∫
Q

(|∇(ε− ε̃)|2 + |∇(ζ − ζ̃)|2

+ |∇(µ− µ̃)|2)e2sφdxdt+
∫
Q

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)e2sφdxdt
}
. (3.63)

类似 (3.55), 有 ∫
Q

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)e2sφdxdt

6 κ1(s)

∫
Ω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)e2sφ(x,0)dx

6 C41κ1(s)

3∑
k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(x,0)dx, ∀ s > 0. (3.64)

同理, 有 ∫
Q

(|∇(ε− ε̃)|2 + |∇(ζ − ζ̃)|2 + |∇(µ− µ̃)|2)e2sφdxdt

6 κ1(s)

∫
Ω

(|∇(ε− ε̃)|2 + |∇(ζ − ζ̃)|2 + |∇(µ− µ̃)|2)e2sφ(x,0)dx

6 C42κ1(s)
3∑

k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx, ∀ s > 0. (3.65)

由 (3.31), (3.45), (3.46) 和 (3.64), 得∫
Q

|∇χ1|2[|D̂(·; j)|2 + |B̂(·; j)|2 + |Ê(·; j)|2 + |Ĥ(·; j)|2]e2sφdxdt
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6 C43

{
e2sΓΘ2 +

∫
Qω

(|ε− ε̃|2 + |ζ − ζ̃|2 + |µ− µ̃|2)e2sφdxdt
}

6 C44

{
e2sΓΘ2 + κ1(s)

3∑
k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(x,0)dx

}
, ∀ s > 0. (3.66)

由 (3.32), (3.50) 和 (3.61), 得∫
Q

|∂tχ2|2[|D̂1(·; j)|2 + |B̂1(·; j)|2]e2sφdxdt

6 C45e
2s(1−η)

(∫ −T+2δ

−T+δ

+

∫ T−δ

T−2δ

)∫
Ω

[|D̂1(·; j)|2 + |B̂1(·; j)|2]dxdt

6 C46δe
2s(1−η)

{
∥α∥2L2(Ω) +

∫
Ω

|f4|2dx+Θ2

}
6 C47e

−2sη

{ 3∑
k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(x,0)dx+

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx

}
+ C48e

2sΓΘ2, ∀ s > 0. (3.67)

由 (3.58) 和 (3.63)–(3.67) 得

s

∫
Q

|Ê2(·; j)|2e2sφdxdt 6 C49

{
κ2(s)

∫
Q

[
|f4|2 +

3∑
k=1

(|fk|2 + |∇fk|2)
]
e2sφ(x,0)dx+ e2sΓΘ2

}
, (3.68)

∀ s > s4, 其中

κ2(s) = e−2sη + κ1(s). (3.69)

综合上面对于 (3.54)右端各项的估计,即 (3.55), (3.57), (3.58), (3.62)和 (3.68),将它们代到 (3.54)

可得 ∫
Ω

[|Y2(·, 0; j)|2 + |Z2(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

6 C50

{
κ3(s)

[ 3∑
k=1

∫
Q

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx+

∫
Q

|f4|2e2sφ(x,0)dx

]
+ e2sΓΘ2 + δe−2sη

∫
Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

}
, (3.70)

对任意充分大的 s > 0 成立, 其中

κ3(s) = κ2(s) +
κ2(s)

s
. (3.71)

由于 χ2(0) = 1, 所以,∫
Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx =

∫
Ω

[|Y2(·, 0; j)|2 + |Z2(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx,

对任意的 s > 0成立. 取 s5 > 0充分大,使得 ∀ s > s5,有 δe−2sηC50 < 1
2 和 (3.70)同时成立,从而得到∫

Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

6 C51

{
e2sΓΘ2 + κ3(s)

( 3∑
k=1

∫
Q

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx+

∫
Q

|f4|2e2sφ(x,0)dx

)}
, (3.72)
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对任意的 s > s5 成立. 又由于

Y (·, 0; j) = Y1(·, 0; j) + (1− χ1)Y (·, 0; j), Z(·, 0; j) = Z1(·, 0; j) + (1− χ1)Z(·, 0; j),

在 Ω 内, 因此, 再由 1− χ1(x) = 0, ∀x ∈ Ω \ ω, 得∫
Ω

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

6 C52

{∫
Ω

[|Y1(·, 0; j)|2 + |Z1(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

+

∫
ω

|1− χ1|2[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

}
, ∀ s > 0. (3.73)

而由 (1.9) 和 (3.13), 得∫
ω

|1− χ1|2[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx 6 C53e
2sΓ

∫
ω

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]dx

6 C54e
2sΓΘ2, ∀ s > 0. (3.74)

将 (3.72) 和 (3.74) 代入 (3.73), 得

2∑
j=1

∫
Ω

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]e2sφ(·,0)dx

6 C55

{
κ3(s)

[ 3∑
k=1

∫
Q

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx+

∫
Q

|f4|2e2sφ(x,0)dx

]
+ e2sΓΘ2

}
, (3.75)

对任意的 s > s5 成立.

第 5 步 由 (1.1) 知,

D[ϵ; Φ(j)](·, 0) = D[ϵ̃; Φ(j)](·, 0) = dj , B[ϵ; Φ(j)](·, 0) = B[ϵ̃; Φ(j)](·, 0) = bj ,

在 Ω 内. 由 (3.22) 和 (3.23), 得

E[ϵ; Φ(j)](·, 0)− E[ϵ̃; Φ(j)](·, 0) = −f1d
j − f2b

j ,

H[ϵ; Φ(j)](·, 0)−H[ϵ̃; Φ(j)](·, 0) = −f2d
j − f3b

j ,

在 Ω 内. 因此, 由 (3.10), (3.26) 和 (3.27), 得

Y (·, 0; j) = −∇× (f2d
j + f3b

j) + σ(x)f(x, 0)(f1d
j + f2b

j) + f4f(x, 0)(γ̃1d
j + γ̃2b

j)

= − f2(∇× dj)− f3(∇× bj)− (∂1f2)(e1 × dj)− (∂1f3)(e1 × bj)

− (∂2f2)(e2 × dj)− (∂2f3)(e2 × bj)− (∂3f2)(e3 × dj)− (∂3f3)(e3 × bj)

+ f4f(x, 0)(γ̃1d
j + γ̃2b

j) + σ(x)f(x, 0)(f1d
j + f2b

j), (3.76)

Z(·, 0; j) = ∇× (f1d
j + f2b

j)

= f1(∇× dj) + f2(∇× bj) + (∂1f1)(e1 × dj) + (∂1f2)(e1 × bj)

+ (∂2f1)(e2 × dj) + (∂2f2)(e2 × bj) + (∂3f1)(e3 × dj) + (∂3f2)(e3 × bj), (3.77)
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在 Ω 内. 令

G3 =


−f(x, 0)(γ̃1d

1 + γ̃2b
1)

G 0

−f(x, 0)(γ̃1d
2 + γ̃2b

2)

0

 .

由 ϵ̃ = (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) ∈ u , (3.11) 和 (3.12), 有 γ̃1 − |γ̃2| > θ2
M , 在 Ω 上. 因此, 由定理 1.1 的条件知, 可以取

到 G3 的一个 10× 10 阶子矩阵 G30 满足

|detG30| = | − f(x, 0)γ̃1 detG10 − f(x, 0)γ̃2 detG20|

> |f(x, 0)|(γ̃1|detG10| − |γ̃2||detG20|) >
θ2θ3θ4
M

,

在 Ω 内. 从而对于 ∀x ∈ Ω, G30(x) 可逆. 另一方面, 由 G3 的定义知,

G3(x)F (x) =


−Y (x, 0; 1)

Z(x, 0; 1)

−Y (x, 0; 2)

Z(x, 0; 2)

−


−σ(x)f(x, 0)d1(x) −σ(x)f(x, 0)b1(x) +∇× d1(x) ∇× b1(x)

∇× d1(x) ∇× b1(x) 0

−σ(x)f(x, 0)d2(x) −σ(x)f(x, 0)b2(x) +∇× d2(x) ∇× b2(x)

∇× d2(x) ∇× b2(x) 0



×


f1(x)

f2(x)

f3(x)

 , (3.78)

在 Ω 内, 其中 F = (∂1f1, ∂1f2, ∂1f3, ∂2f1, ∂2f2, ∂2f3, ∂3f1, ∂3f2, ∂3f3, f4)
T. 因此, 在 Ω 内, 有

3∑
k=1

|∇fk|2 + |f4|2 6 C56|G3F |2 6 C57

{ 2∑
j=1

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2] +
3∑

k=1

|fk|2
}
. (3.79)

从而由 (3.28) 和 (3.75), 得

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx+

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx

6 C58

{ 2∑
j=1

∫
Ω

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2]e2sφ(x,0)dx+

3∑
k=1

∫
Ω

|fk|2e2sφ(x,0)dx

}

6 C59

{
κ4(s)

3∑
k=1

∫
Ω

|∇fk|2e2sφ(x,0)dx+ κ3(s)

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx+ e2sΓΘ2

}
, (3.80)

对任意的 s > s5 成立, 其中

κ4(s) = κ3(s) +
1

s
. (3.81)

由 κı(s), ı = 1, 2, 3, 4 的定义知, 存在 s6 > s5, 使得 ∀ s > s6, 有 C59κ4(s) <
1
2 , C59κ3(s) <

1
2 和 (3.80)

同时成立. 因此, 由 (3.29) 和 (3.80) 知,

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+

∫
Ω

|f4|2dx 6 e−2s

{ 3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)e2sφ(x,0)dx+

∫
Ω

|f4|2e2sφ(x,0)dx

}
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6 C60e
2s(Γ−1)Θ2, ∀ s > s6. (3.82)

取 s > 0 充分大并固定不变, 则

3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+

∫
Ω

|f4|2dx 6 C61Θ
2. (3.83)

由 (3.60) 和 (3.83), 我们得到

∥ε̃− ε∥2H1(Ω) + ∥ζ̃ − ζ∥2H1(Ω) + ∥µ̃− µ∥2H1(Ω) + ∥σ̃ − σ∥2L2(Ω)

6 C62

{ 3∑
k=1

∫
Ω

(|fk|2 + |∇fk|2)dx+

∫
Ω

|f4|2dx
}

6 C63Θ
2, (3.84)

即

∥ε̃− ε∥H1(Ω) + ∥ζ̃ − ζ∥H1(Ω) + ∥µ̃− µ∥H1(Ω) + ∥σ̃ − σ∥L2(Ω) 6 C64Θ. (3.85)

定理 1.1 证毕.

4 推论 1.2 的证明

下面简要地证明推论 1.2.

证明 在第 1步到第 5步的等式 (3.77)之前, 推论 1.2的证明与定理 1.1的证明基本相同.因此,

我们不再重复. 本节均令 l = 1, 2, . . . , N . 令

Gl
3 =


−f(x, 0)(γ̃1d

2l−1 + γ̃2b
2l−1)

Gl 0

−f(x, 0)(γ̃1d
2l + γ̃2b

2l)

0

 .

由 ϵ̃ = (ε̃, ζ̃, µ̃, σ̃) ∈ u , (3.11) 和 (3.12), 我们有 γ̃1 − |γ̃2| > θ2
M ,在Ω上. 因此, 由推论 1.2 的条件知, 我

们可以取到 Gl
3 的一个 10× 10 阶子矩阵 Gl

30 满足

|detGl
30| = | − f(x, 0)γ̃1 detG

l
10 − f(x, 0)γ̃2 detG

l
20|

> |f(x, 0)|(γ̃1|detGl
10| − |γ̃2||detGl

20|) >
θ2θ3θ4
M

,

在 Ωl 内. 从而对于 ∀x ∈ Ωl, G
l
30(x) 可逆. 另一方面, 由 Gl

3 的定义知, 在 Ωl 内,

Gl
3(x)F (x)

=


−Y (x, 0; 2l − 1)

Z(x, 0; 2l − 1)

−Y (x, 0; 2l)

Z(x, 0; 2l)

−


−σ(x)f(x, 0)d2l−1(x) −σ(x)f(x, 0)b2l−1(x) +∇× d2l−1(x) ∇× b2l−1(x)

∇× d2l−1(x) ∇× b2l−1(x) 0

−σ(x)f(x, 0)d2l(x) −σ(x)f(x, 0)b2l(x) +∇× d2l(x) ∇× b2l(x)

∇× d2l(x) ∇× b2l(x) 0


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×


f1(x)

f2(x)

f3(x)

 , (4.1)

其中

F = (∂1f1, ∂1f2, ∂1f3, ∂2f1, ∂2f2, ∂2f3, ∂3f1, ∂3f2, ∂3f3, f4)
T.

因此, 有

3∑
k=1

|∇fk|2 + |f4|2 6 C65|Gl
3F |2 6 C66

{ 2l∑
j=2l−1

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2] +
3∑

k=1

|fk|2
}

6 C67

{ 2N∑
j=1

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2] +
3∑

k=1

|fk|2
}
,

在 Ωl 内. 再由 (1.10), 我们得到

3∑
k=1

|∇fk|2 + |f4|2 6 C68

{ 2N∑
j=1

[|Y (·, 0; j)|2 + |Z(·, 0; j)|2] +
3∑

k=1

|fk|2
}
, (4.2)

在 Ω 内. 而接下来的证明将与定理 1.1 的证明中的不等式 (3.79) 以后的证明完全类似. 因此, 在此不

再赘述.
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An inverse problem for Maxwell’s equations in non-stationary

conducting media
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Abstract In this paper, we consider Maxwell’s equations in non-stationary conducting media. We discuss an

inverse problem of determining the coefficients ε, ζ, µ in the constitutive relations and the conductivity coefficient

σ from a finite number of interior measurements. We prove a Lipschitz stability estimate for the inverse problem

by applying the argument on the basis of Carleman estimate.
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