
 中国科学 E辑 信息科学 2005, 35(4): 439~448 439 

SCIENCE IN CHINA Ser. E Information Sciences 

任意共形同轴线电容的变分闭式  

梁昌洪  李  龙  史小卫 

(西安电子科技大学天线与微波技术国防重点实验室, 西安 710071) 

摘要    基于连续函数的变分极值理论, 从共形同轴线电容问题中提炼出基本
三角形和任意三角形, 由它们可以叠加成任意共形同轴线, 同时进一步发展了微
分三角形来解决任意曲线方程, 导出了任意共形同轴线电容的变分解析闭式, 从
而比较彻底地解决了任意共形同轴线电容问题. 文中给出了各种共形同轴线的
实例, 讨论了所提出方法的应用和解析闭式的准确性.  

关键词    变分闭式  任意共形同轴线  微分三角形  电容 

1  引言 

长期以来, 各种新型截面同轴线的探索和研究从未间断过[1~8]. 这是由于微
波理论和通讯技术两方面的发展和刺激, 计算机和计算技术的飞速发展似乎可
以把一切问题归结为数值计算. 实际证明, 这种看法存在一定的片面性. 如果问
题存在精度较高的解析闭式, 那么对其性能的分析和优化就会大大加强, 而且更
有助于我们从概念上去理解各种传输线的特性.  

众所周知, TEM模传输线电容 C与特性阻抗 Z0紧密相关, 有 

 0
1Z

vC
= , (1) 

上式中, 是传播速度. 因此我们研究电容 C有着重要的意义.  v
本文将研究任意共形同轴线, 如图 1 所示. 所谓共形是指任何由中心发出的

射线到外导体距离与到内导体距离之比等于一个常数k. 文献[1]已经导出了这类
问题用电位函数Φ表达的变分泛函:  
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图 1  任意共形同轴线 

 

其中, W表示静电场储能, V为内外导体的电位差. 根据能量极小原理, (2)式表示
的变分极值是极小值. 换句话说, (2)式所给出的是电容上界.  

本文首先推证连续函数的变分极值关系, 再从基本三角形和任意三角形的
电容出发讨论任意共形同轴线电容问题. 这不仅由于很多折线图形(例如多边形)
是由三角形叠加而成, 而且我们以此为基础进一步导出了微分三角形理论, 从而
比较彻底地解决了任意共形同轴传输线的电容(也即特性阻抗问题). 值得指出, 
由于变分稳定, 本文所获得的解析闭式具有较高的精度.  

2  连续函数 f (u)的变分极值 

定义变分泛函λ[f (u)]为 
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把积分离散化, 且考虑 n充分大, 可将上式改写成 Rayleigh商式:  
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其中 un = ku1. (4)式也可简写成 
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式中 1 2[ ] [ ( )d , ( )d , , ( )d ]T T
nF f u u f u u f u u= [ ] [1] [1]TA =, 是张量形式, 对于[A]的

约束, Cheng已经证明[9], [ ( )]f uλ 存在, 且唯一存在极大值, 即 

 , (6) 1max [ ( )] [1] [ ] [1]Tf u Bλ −=

而此时所对应的本征矢为 

 , (7) 1[ ] [ ] [1]F B −=

(7)式可具体写出 

 

1
1

2
2

1 d
( )d

1 d( )d

( )d
1 d

n

n

u
u

f u u
uf u u

u

f u u
u

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, (8) 

我们很易得到在变分极值时, 有 
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= , (9) 
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对(10)式结果, 我们还可以进一步推广为 
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且当上式趋于变分极值时, 有 

 1( )
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f u
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= , (12) 

注意 . 这一连续函数的变分极值关系为后面导出共形同轴线电容的解析

闭式奠定了理论基础.  

( ) 0g u >
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3  基本三角形和任意三角形 

我们将从基本三角形出发研究任意共形同轴线. 基本三角形 OAB 如图 2 所
示, 是直角. 采用变分泛函极值研究基本三角形. 根据稳定性, 我们
假定等位线平行于 y 轴, 也即是

90OBA∠ =

x为常数, 同时各个基本三角形之间的电容是并
联关系, 即 
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C= ∆∑ , (13) 

其中, (13)式表示共形同轴线由 n个基本三角形组成, 各为 iC∆ , 而 C是总电容. 

 
图 2  基本三角形 

 
本文假定 ( )xΦ 的梯度为 

 ˆ( ) ( ) xx f x aΦ∇ = , (14) 

把这一假设代入(2)式的变分泛函可知 
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其中, 对于共形同轴线, 有 b ka= . 前面已经证明: 当
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值时, 1( )f x
x

= , 则(15)式成为 

 tan lniC kε β∆ = , (16) 

其中 k b a= .  

作为一个直接的应用例子, 考虑图 3 正 n 边形共形同轴线, 由于对称性, 只

要取
1

2n
作基本三角形, 而由 2n个三角形叠加, nβ π= .  
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作为特例, 当 n = 4, 也即正方形( 2 2a a× )时 

 8
ln

C
k

ε
= , (18) 

而当 , 即圆同轴线n → ∞ 2 lnC kπε= , 这是已知的结果.  

     
图 3  正 n边形共形同轴线                    图 4  任意三角形 OAB 
 
下面, 我们将进一步讨论如图 4 所示的任意三角形. 已知 1OB r= , , 2OA r=

AOB α β∠ = − = ∆ϕ . 注意在定义中, β 可正可负, 于是可包括一切锐、钝角三角

形. 从概念上很容易看出 , 由基本三角形结果(16)式容易
导出, 对于任意三角形, 电容

OAB OAC OBC∆ = ∆ − ∆

iC∆ 有 

 [tan( ) tan ]
lniC

k
ε β ϕ∆ = + ∆ − β , (19) 

根据三角函数关系可进一步写出 
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如果我们采用已知值 r1, r2和夹角 ϕ∆ 来表示, 则又有 
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(20)和(21)式是计算任意三角形的基本公式.  

4  微分三角形 

为了研究由任意曲线构成的共形同轴线. 我们定义微分三角形 OAB∆ , 见图
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5 所示. 比较图 4, 容易看出, 微分三角形是任意三角形夹角 ϕ∆ 趋于无限小 dϕ

的一个结果. 在(20)式的基础上, 可导出 

 2d (1 tan )
ln

C
k

ε dβ ϕ= + , (22) 

      

图 5  微分三角形                    图 6任意曲线时β 角关系 
 

我们略去了 2(d )ϕ 以上的高次项. 如果画出任意曲线构成的共形同轴线如图 6 所

示, 则有 
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可导出β 角关系是 
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代入(22)式, 最后得到 
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(27)式即本文给出的任意曲线构成的共形同轴线电容的变分闭式.  

5  应用实例 

我们分三种情况讨论本文所提出方法的实际应用和解析闭式的准确性.  

5.1  曲线构成的共形同轴线电容 

这里以椭圆共形同轴线为例讨论(27)式之应用, 具体见图 7 所示. 椭圆方程
为 
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很容易导出 
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设 tanu ϕ= , 考虑到对称性, 只取第一象限, 则(27)式可简化为 
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图 7  椭圆共形同轴线                          图 8 留数定理 
 

把变量 u复拓展, 研究如图 8的上半平面闭路积分 
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计及
bz j
a

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
是唯一的二阶极点, 应用留数定理, 有 
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最后可得到 
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于是, 椭圆共形同轴线电容为 

 
lne

a bC
k b a

πε ⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ . (35) 

5.2  折线段构成的多边形共形同轴线电容 

任意多边形是由各种折线段组成的. 这里我们以 2 2a b× 的矩形为例加以说

明. 见图 9所示.  

 
图 9  矩形共形同轴线 

 

十分明显, 若考虑其 1/4对称, 则是由两个基本三角形组成的. 应用(16)式很
易写出 

 1
4 (tan tan )
lnkC

k
ε

2β β= + , (36) 

其中 1tan b
a

β = , 而 2tan a
b

β = . 于是矩形共形同轴线电容为 
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 4
lnk

a bC
k b a
ε ⎛= +⎜

⎝ ⎠
⎞
⎟ , (37) 

我们十分有兴趣的指出, 比较(37)和(35)式可知, 对于同样 a和 b的椭圆共形同轴
线, 它们的电容之比是 4/π. 

5.3  三角形逼近 

任意共形同轴线的另一种分析方法是: 可以采用若干个三角形逼近. 本文将
给出用三个夹角为 30°的任意三角形逼近椭圆率

2 2 1 2k b a b= − = 的椭圆, 具体见图 10所示.  

 
图 10  椭圆的任意三角逼近 

考虑结构的对称性, 我们也只需考虑第一象限. 
因为共形同轴线内外径之比始终是 k, 我们只用内
接三角形, 无须再研究等面积约束. 对于这一问题, 
可采用任意三角形结果(21)式. 数据如表 1所示, 其

相 对 误 差 2.278%,δ = 2 2k b a= − 1 2,b =  

2 3 1.154700538
3

b a= = a . 值得指出 , 如果采用更

多的三角形来逼近椭圆, 计算精度将进一步提高.  
 

表 1  椭圆的任意三角形逼近结果 
 ∆1 ∆2 ∆3 

r1 a 1.03279555 a 1.109400392 a 

r2 1.03279555 a 1.109400392 a 1.154700538 a 

sin(∆ϕ) 0.5 0.5 0.5 
2 2

1 2 1 22 cos( )r r r r ϕ+ − ∆  0.277812284a2 0.312880143 a2 0.345301779 a2 

1 2 sin( )r r ϕ∆  0.516397779 a2 0.572891899 a2 0.640512614 a2 

lniC
k

ε⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 0.537981174 0.546141677 0.53910223 

三角形叠加(eq. 21) 

2 23
1 2 1 2

1 1 2

2 cos( )4 (6.492900324)
ln sin( ) ln

i i i i

i i i

r r r rC
k r r k
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+ − ∆
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解析闭式(eq. 35) 

2 2

(6.348297775)
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k ab k

πε ε⎛ ⎞+
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

相对误差 2.278%e

e

C C
C

δ −
= =  

 
 

通过以上三种情况的分析, 可以比较彻底地解决任意共形同轴线的电容问
题. 
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6  结论 

研究任意共形同轴线的电容问题可以从基本三角形和任意三角形出发, 由
它们可以逼近任意几何图形. 而本文进一步发展的微分三角形更可以解决任意
曲线方程. 在此基础上, 基于变分理论, 本文导出了任意共形同轴线电容的变分
解析闭式, 不仅简洁而且具有较高的精度. 因此, 我们从理论和实践上比较彻底
地解决了共形同轴线电容问题. 值得指出, 本文所提出的基本思想, 还可以进一
步扩展到一般同轴线.  

本文最后, 我们将讨论一个很多学者所关注的问题: 即在计算机和先进数值
分析方法飞速的今天, 是否还有必要研究变分理论和解析闭式? 回答是肯定的. 
这是因为变分作为稳定性的独特形式又给出问题的上限和下限. 显然, 对数值分
析的误差精度有着重要的指导意义. 而另一方面, 数值的长处在于分析, 当面临
优化或系统综合的问题中, 解析闭式对于快速设计和迅速进入优化区域附近, 显
然有着不可替代的作用. 这也是变分理论和解析闭式研究仍不断发展的主要原
因.  
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