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失 效树 分 析 的新 途 径

廖 炯 生

( 北京控制工程研究所)

摘 要

本文提出了布尔代数的不交型运算规则
,

用来从失效树直接写出不交型失效函

数
,

计算失效概率
,

从而提供了失效树分析的新途径
.

它不用枚举最小割集或质蕴涵

集
,

对相干和非相干系统可以统一处理
,

并把枚举程序和失效 函数化不交型的程序简

化为单一计算程序
,

节省了计算量
.

新途径还对失效树进行分解和简约
.

为此提出
“

失效树的重复模块
”

概念
,

和对

逻辑多余项 目尽早简约的原则
,

进一步使计算量大为减少
.

一 已 ! 言、 曰 . . . . 门

失效树分析法 ( F
a ul t T er e A an ly iss ) 是分析复杂系统可靠性和安全性的有效手段

.

系统

越复杂
,

系统失效的后果越严重
,

就越需要采用 F T A
.

F T A 是以系统最不希望发生的事件 (顶事件 )作为分析的 目标
,
找出系统内可能发生的元

件失效
、

环境变化
、

人为失误 以及程序处理等软件因素 (各种底事件 )与系统失效之间的逻辑联

系
,

并用倒立树状图形表示出来
.

由此定性分析各底事件对系统失效发生影响的方式和途径

( 系统故障模式识别 )
,

以及定量计算这种影响的程度
,

由各底事件概率算出系统失效概率
.

为了计算系统失效概率
,

需要求出失效函数
,

并化成不交型积之和的表达式
.

现有的方法

都是在推演成复杂的布尔函数 (失效函数 )之后才作不交性变换
,

因此费时费力
.

如能从失效

树为基本环节 (逻辑门 )人手
,

直接化成不交型
,

那将省事得多
,

而且一劳永逸
.

这样做的关键

在于建立布尔代数的不交型运算规则
.

布尔函数最小化原则通常是使
“

交
” 、 “

并
”
运算总数最少

,

这意味着所使用的门电路总数最

省
,

因而成为开关线路设计和简化的有力工具
.

但我们指出
,

在需要计算 。八 事件发生概率的

场合
,

采用一种新的在不交意义上最小化的原则是更方便的
.

例如一个双输人
“ o R ”

门
,

通

常以 理 U B 为最小
,

但 A U万B 或 B U万A 对于概率计算更方便
.

二者的差别初看很小
,

但最

终计算量可能差别很大
.

就像和事件

xl + 介 十 … 十 升

的概率表达式可包含 2
”

一 l 项
,

而不交和事件
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幻 +乳勺 十 … +斌… 夙
一 ,

·

八

的概率表达式仅有
n 项

.

C ar ga l 最近指出
〔习 , F T A 的要害是太繁

,

采用一种高等代数是取得突破的最可能的途径
.

我们引人 oB ol ean 代数的不交型运算规则而得到成功
.

规则的实质就是 oB ol ae n 函数在不交

意义上的最小化
.

R os en ht al 指出田
,

求任意失效树的失效概率
,

和计算一般网络的可靠度一样
,

都是 N P 困

难问题
.

现在有很强的理论上的和直觉的理由使大多数计算机科学家猜想
: N P 问题在确定

性计算机 (现实计算机 )上只有指数算法
.

因此对失效树进行分解 (模块化 )可能是最有希望的

一条出路 (在可能分解的限度内 )
.

为此
,

我们推广模块概念
,

提出
“
失效树的重复模块

”
概念

,

扩展了可能分解的范围
,

提高了

分解效率
,

并提出对逻辑多余项 目应尽早简约
.

综合以上二方面
,

形成了失效树分析新途径
.

二
、

失效树的分解和简约

在选定顶事件和建造失效树的基础上
,

应首先对失效树进行分解和简约
.

失效树的模块是至少有二个事件的集合
,

它只有一个输出到达失效树的其余部分
,

而且没

有来自其余部分的输人
.

这样的模块
,

可从失效树分割出来单独进行概率计算
,

而在失效树中

用一个
“

准底事件
”
代替它阁

.

模块恒为相干系统
,

但相干系统 (其失效函数是单调的 )未必是

模块
.

我们把模块的概念推广
,

把失效树中的重复模块也分割出来
,

各用相同的
“
准底事件

”

代

替
.

条件是重复模块对失效树其余部分和对其余模块必须没有重复事件
.

本文例 2将对此作

进一步说明
.

同时用割顶点 ( c ut ve ert x) 办法来找出可能的模块
.

失效树的有效大小等于所有模块和重复模块各用
“
准底事件

”
代替后的剩余事件数目

.

这

样就把规模压缩
,

计算量将按指数减少
.

失效树的分解 (或称析因 )
,

当然也是一种简约
.

另外
,

失效树内包含的逻辑多余项 目也应

当予以简约
.

一开始就进行这种简约
,

比问题展开以后再行简约要有效得多
.

人工建造失效

树很繁
,

但能有力地推动分析人员去透彻地了解系统
,

所以现在还多用人工建造失效树
.

在这

情况下
,

人工检查一下是否包含逻辑多余项 目
,

并予以简约是很方便的
.

简约规则是
,

根据失

效树结构
,

检查底事件组合
,

取

x 十 x y

一
x ,

xy + xy 一 xy
,

xx 一
.x

具体参看本文例 2
.

当然
,

失效树中逻辑多余项 目的简约和模块搜索
,

也可以排成统一的程序
,

由计算机来完

成
.

三
、

B oo lea
n 代数的不交型运算规则

我们对比地列出 Boo le an 代数的一般运算规则和不交型运算规则
,

如表 1 所示
.

记输出 B oo l ea n 变量为 : ,

输人变量为 崖
,

B
,

c ,

它们统计独立
,

但不必互斥
.

根据概率加法定理和乘法定理易证
,

二种规则在概率计算方面完全等效
.
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表 1

咬叮下丁一
oB ole al

l

代数运算规则

{
oB ole

a n 代数的不交型运算规则

一一一一 -石上
二

}

—
}

—
A N D

}
“ 一朋 } 一

“ “

_
一二兰 - 一一阵一止上二全址一一

—
卜- 一二二生竺竺二竺兰兰一一

—一竺竺一
~

{一
-

竺之鉴华擎一一州

一
鉴二丫牛之〕奎

一一

一N OR …
“
一 “ + “ 一 “

’

刀** {
“

~
J

竺竺了丫了
一

于 “ 尹
-

—
{

—
卜- -二二竺匕竺二匕兰泣一—、 ) R

}
“ 一 “ “ 十 “ ” _

}
“ 一 “

怪一
“
任

-

~
…一岩黔淤竺一…

一
} 一

“ ” 十 ” `
一

” ` “

}
` 一 才 “ 十

少
C 十 子

“

… {
一 “ C 十 邵

刀 十
创

“

! ! ~ C才 十 C A B 十 汉川了

-
-~ -~ ~ ~ ~ ~ ~ ` ~ ~ ~ -~

* *

—
D。 M

。 r g a n 定理 , *

—
D e

M or ga
n 定理的不交型

.

同理可证
,

不交型表达式虽然不是唯一的
,

但在概率计算上是完全等效的
.

运用 oB ol
o al , 代数的不交型运算规则

,

我们可以从失效树一下子写出不交型失效函数
,

再

展开和吸收归并
,

得到不交型积之和的表达式
.

这样
,

就用不着再找最小割集或质蕴涵集了
.

因而可把枚举程序和化不交型的程序简化为单一计算程序
,

可以节省计算量
.

本文例 1 将进

行对比说明
.

F T A 的最小割集概念限于处理只由 AN D
,

O R 门构成的相干失效树
,

对于带有
“
补

”

事

件和 X O R 门的非相干失效树
,

还要 引人质蕴涵集的概念
.

而我们这里定义了 AN D
,

O R ,

N AN D
,

N o R
,

x o R 及表决门的不交型运算规则
,

因而不管相干非相干可以统一处理各种失

效树
.

不交型失效函数展开后应吸收归并
,

规则如下 (虽然简约时检查了前三项
,

但写成失效函

数展开后应再检查 )
:

l)
刃 + xy 一

二 ,

2 ) xy + xy
一

xy
, 3 ) xx 一

, ,

4 ) xy 十 行一
、 , 5 )

一
.0

符号
“

一
”
表示归并的方向

,

约定不作反推
.

不把 A + A B 再化成 月 十 B
.

这些运算都不包含决策 判断
,

非常简单
.

失效函数经这样处理成不交型积之和的表达式
,

可以始终保持不交性
,

因而可用于最后计算系统失效概率
.

之所以能够始终保持不交性
,

是因为我们从失效树写出失效函数时
,

从每一个逻辑门一直

写到底事件或
“
准底事件

”
都是采用不交型运算规则

.

即使事件有重复 (相交 )
,

也可以保证结

果的不交性
.

然后的展开和吸收归并显然不 引人相交的因素
,

所以最后结果为不交型
.

不交性定理
〔
咐旨出

,

如交集 丁 ;

中至少有一
“

字母
”

(事件 ) A 以
“
补

”
的形式出现在 T Z

中
,

则

lT
, T Z

代表不交群
.

据此易直观检查最后结果的不交性
.

不交型运算规则可用来简化网络可

靠度计算
.

对此将另文讨论
.
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四
、

从不交型失效函数反求最小割集

如上所述
,

新途径不用枚举最小割集
,

顶事件

但是最小割集在定性说明相干失效树底事件或
“

准

底事件
”
对系统失交乞发生影响的方式和途径

方面
,

还很有用
.

所以我们提出反求最小割

集的方法
.

由于用不交型运算规则
,

从 失效

树的所有逻辑门直到所有底事件
,

写出不交

型失效函数
,

所以它包含了所有的最小割集

的信息在内
.

反求最小割集十分简便
.

对于只由 A N D , O R 门组成的 相 干 失

效树
,

输入中没有
“

补
” ,

失效 函数中所有
“
补

”

事件都是为了不交性而添人的
,

所以
:

i) 从不交型失效函数所有 各 项 取 消所

有
“

补
”

事件即得到各个割集
.

ii) 再按
x + x

一
x , 二 十 xy 一

x 的规

则吸收归并
,

即可得到所有的最小割集
.

在失效树分解为模块的情况下
,

求得的是
“

模块最小割集
” ,

它甚至比
“

事件最小割集
”
更

顶事件

lll 」
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为有用
.

后者数量大
,

罗列出来不易抓重点
.

前者是其
“

分组代表
” ,

数量集中
,

便于掌握
.

需

要时 由
“
模块最小割集

” ,

可立即写出
“

事件最小割集
” .

五
、

举 例

例 1
.

我们对比地应用新
、

老途径分析图 1 失效树
,

为此详细列出计算步骤以比较计算

量
.

先按一般途径分析
.

第一步枚举最小割集

G。
~ G , G Z

= A G 3

( B + E + G ;

) 一 左 ( B + H ) [ B + E + D ( c + 尸 ) ]

~ 建 B B + A B E + A B C D 十 A B D F 十 A H B + A H E + A H D C + A H D F

一 A B + A H E + A H D C + A H D F
.

第二步 化不交型

1 ) 对 A B 化

A (B A H E 十 刀 H D c + 月 H D F ) ~ (万 + 万) ( A H E + A H D c + A H D F )

一 B A H E 十 B A H D C + B A H D F
.

2 ) 对 万A H E 化

万才 H E (万才刀刀 c 十 石建H D F ) 一 ( B 十 万 + 万 + 云) (石A H D c 十 万才刀口 F )

一 E B A月D C + E B A H D F
.

3 ) 对 云石A HD c 化

石石A H D c( 万万月 H D )r 一 ( E 十 B 十 万 + 厅 + 万 十 云)云万A H D F

一 C E B才 H D F
.

故 价 一 刀 B 十 石A H五 十 云万才刀刀 c + 云万万才H D F
.

下面按新途径来分析
:

价 一 G。
~ G , ` 2

~ A G 3

( B + 万E 十 万云G .)

一 月 ( B + 万H ) 〔B 十 万E + 万万D ( c + 云F ) ]

一 A B B 十 A B万E + A B万云D C 十 A B万万D 云F + A万H B

+ A万H万E + 理石H万云D C 十 A万H石云D云F

一 A B + A 万H E 十 左万H万D c + A万H云D 乙F
.

结果相同
,

按新途径大大省去计算量
,

而且可用单一程序来完成
.

顶事件

图 3
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新途径再结合采用分解简约办法
,

计算量还将大幅度减少
,

例 3 将综合表明这个效果
.

例 2
.

取自文献 〔5 ]
.

失效树如图 2
.

首先进行简约
.

可以看出
,

除 G ; , G 6

以下子树各自代表三中取二的表决关系外
, G 。 ,

认

以下子树都是逻辑多余的
.

例如 lG
,

比 G:

为多余
,

q
Z

比 G ;

或 G 6

为多余
,

G : 比 G ;

为多余
.

因此我们把图 2 失效树简约成图 3
.

再运 用不交型运算规则
,

即可写出不交型失效函数

D F F ~ G ,

~ G ; + G ; G ; ~ (
x , 二:

+ 牙: x Z二 3
+ 牙: x 3 , 、

)

+ (乳牙
2
十 xl 熟王

3
十 心乳几) (八

, 5
+ 虱介

; 6
十 元介 、 ;

)

~ xl x Z
+ 乳介

二 3
十 元孔万 ,

十 元乳介二 5 十 又几虱介 、 6
十 瓜瓜牙;钻八

十 x l牙2牙3万 ; x , 十 x l牙2牙3牙;刃 5 x 6
+ x ;牙2牙3牙5 x 6丫 ;

+ x Z牙。牙, x 4 x s

+ x Z牙3牙, 牙; x , r 6
十 x Z牙3牙`牙5万。 r 一

例 3
.

失效树如图 4 ,

取 自文献 〔6 ]
.

第一步 分解简约
.

本例特点是重复事件很多 ( 25 种 )
,

存在着重复模块如 lG
。

和 久
6 , ` 8

和 ` 28
.

我们还可用

割顶点办法找出一些重复模块
,

例如从 G S ,

G i ,
割出 G二

,

侧
; ,

各以 xl ; ,

xl 7 ,

幻。 ,

介
;

为输人
,

即

是复重模块
.

这样得到重复模块如表 2
.

表 2

一遭塑三一
一

阵一查塑生竺厦
一 }一竺1 立竺竺一一

}
G , 3 , G 2 6

}
右

}
_

味 认
· _

}
}

G 1 6 , “ 3 3 ,

G 2 3 , “ 3 6

}
d

}
“ `

7 , G 2 4 , G 3 4 , G 3
,

}
`

i
“ , ·

“ 一

}
广

}
“ 1 2 , “ 2 ,

}
{

“ 一 G 1 5

}
人 !

` 王
, G J `

}

这些重复模块各用
“
准底事件

”

代替
,

并计入剩余底事件
x 7 , x 巧 ,

按指数律估计
,

可把计算

量减少

2 25 一 2`8 + 2 ) 一 2 ’ ,
倍

.

如不 用复重模块概念
,

本例是无法分解简约的
.

第二步
.

用不交型运算规则直接写出不交型失效函数
,

并展开和吸收归并
,

得

F ~ h g + 八夏a f (
x l , + 牙1;西e

+ 牙巧 b o c x 7
+ 王巧 b j c 牙7 J ) + 力岔探份

x 7

(
x 巧 + 牙1、 b e

+ 牙巧 b于c
)

+ 八牙a

了J牙
7`
(
二 1: + 牙1 5乡) + 万b

。 g (
x 1 5 + 牙1: a

j + 牙巧 a
种

x : + 云。 a

殉牙
7c

)

十 万b
o g (

“
f 十

。

扮x7 ) 十 万b
。夕口和马

`
+ 石b : ` x呀 (朴

, + 牙, 。` f + 瓦
; “
dj )

十 万b J ` x 7岔(
。
f +

。

殉) + 万b* `牙斌g (丸
, + 乳, 。

) + 万右。
。
马d雪召 ,

其中

~ (
x l、

+ 牙
11 x 2 5

) (
x l。

+ 牙, 0 x 2;

)
, 己

一
二 ;

+ 王5 x 8
+ 牙5牙8二 19 ,

~ x g 十 几x 2 3 ,

f 一
x 6

+ 牙6 : , :
+ 王6牙, 2 、 2。 ,
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声 , 口甲~ 甲一一一
~

.

一一一—一
一一一一一一一一一~ 一一- ~ 一一一一 -一

顶事件

L月gc 一 xl + 虱几
,

d ~ 勺 + 乳和
,

设代气 ) ~
· ·

一

~ r 划

~ X 1 4

+ 牙: s戈 , 6
+ 牙, ;牙, 6万 2: ,

+ 牙z o x ,? + 牙、 、牙1 7 x 、。
+ 万

L4
牙

、 7牙
, a r 22

.

(P 介办 ~ 0
.

02
,

算出
p ( F ) ~ 斗

.

5 6 9 3 1 0 0 6 4 X 10 一 ,
.

文献 【61 用
BI M 3 70 八 58 型计算机解本例

,

占用内存 s o K 字节

四阶及四阶以下最小

率
.

割集 36 个
,

五阶最小割集 1 88 个
,

更高阶未求
,

e P u 时间 6 0 秒
,

求出

也没有计算系统失效概

本文用 IT 一 55 型计算器手工计算
,

全过程中未取任何近似
.

下面我们再从不交型失效函数反求最小割集
.

第一步
,

从 25
项去掉补事件得出

“

模块割

集
”

如下
: 人g

,

人口 f x 巧 ,

h a f b
e , h a

f b c x 7 , h a d x 7b ` ,

b e g x 巧 ,

b e g a

f
, b e

g a d x 7 ,

b c x 7 a d
,

b c d g
x , , ,

b c d g a ,

b e g a d c ,

b e a f
,

舌c J 召
,

共 2 , 个
.

乃。 f右
c
d

,

h a d x 7 x 巧 ,

b e a d x 7 ,

b e a d c , b c x 7 g万 巧
,

加汉x 7b c ,

h a 刁c x , s ,

h o d e 云
,

b c x 7g a f
,

b c x 7g a d , b c x 7 a

f
,

第二步
.

按 x 十 xy
一

x 吸收归并得
“

模块最小割集
”

n 个
. 乃g ( 12 )

, b e g x : 5

( 2 4 )
, h a

fx
: ,

( 3 6 )
, b e 。 f ( 7 2 )

, 。 占c 刁( 32 )
, b c x沼 x 巧

( 16 )
, b c d g x 、 5

( 3 2 )
,

人召以x 7 x 巧
( 2斗)

,

h “ d
c x ; 5

(斗8 )
, 右e a d x 7

(斗8 )
,

b c x 7 a

f (斗 s )
.

这里 人g 为二阶最小割集
, h , g 都是

“

或
”
门

,

各有 斗个和 3 个底事件输人
,

故此

“
模块最小割集

”

写成
“

事件最小割集
”

有 1 2 个

.

b ` gx
l 。 为四阶最小割集包括 24 个

“
事件最小割
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集
”.

从 石。 x j
15 到c bd gx l s

共五个模块最小割集
,

因为
。

是
“
与 ” 门

,

总是代表二个事件
.

所以写

成五阶
“
事件最小割集

” 1 88 个
.

以上和文献 〔61 求得的最小割集数完全一致
.

另外
,

我们还

求得在文献 〔6] 中用大型计算机没有求出的六阶最小割集 1 68 个
,

即
“

模块最小割集
” h ad x7 丸 , ,

乃a d : 朴 , , b o a d x 7 , b` 朴 af 所代表的
.

这样
,

我们求得 11 个
“

模块最小割集
”

实际上包括了全

部
“

事件最小割集
” 3 92 个

.

并且判定
: 没有七阶及七阶以上的最小割集存在

.

所以求得的

p ( F ) 是准确值
.
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附 录

我们利用 v e n n
图对 oB ol ea n

代数的一般运算规则和不交型运算规则作一直观比较
.

l )
“ 交

” 、 “
补 ”运算规则相同

.

2 )
“
并

”
运算规则的形式不同

.

为符号书写方便起见
,

用 十代 U
,

用
·

代 n
,

·

常省略
.

在 oB
o l ea n

代数中
, A 十 B 二 刀 + 刁 相应于附录图 1

.

在不交型 oB ol ae n

代数中
, A 十 万B , B + 石A 分

别相应于附录图 2 , 3
.

而且 A 十 万B ~ B + 石人

比较可见
,
附录图 1一 3 实质上是一致的

.

崖墓墓续室么

~
济
爪 益硼嵘戮“

鬓鬓霸
”

霭瓢少 姗鬓蒙
附录图 附录图 附录图

并 A + B 似乎简单
,

但由于暗含了
“
面积

, ,

(粗浅地说 ) 勺 十 S刀 一 如
。
的关系

,

将给以后的计算带来麻

烦
.

而不交型 A 十 万B 或 B 十 万才
,

从根本上消除了这种麻烦
,

因而可能取得简化的效果
.

以下二条同此讨

论
.

3 ) D e
M

o

哪
n
律和不交型 D

e

M
o r g a n

律的比较
.

汉 B 二 汉 十 B

附录图 4

A B 一 A 十 A B

附录图 ,

月石 一 B 十 B d

附录图 6

比较可见
,

附录图 斗一 6 在实质上是一致的
.

万下了百~ 万月与 A 十 J B 二 万月 ~ B 十 石才 可同理比佼
.

幻 三中取二表决门运算规则的比较

比较可见
,

附录图 7 ,
图 8 实质上是一致的

.
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二 二 A B十 B C十 CA 名
=A B +A B C十 A B C

附录图 7附录图 8

B左 C+ CA B

云才召 +万召 C

可同理比较
)
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