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摘要    采用盘形砂轮范成法磨削加工球齿轮, 由盘形砂轮数学模型得到球齿轮的数学模

型, 进而得到一对球齿轮的啮合模型, 并对其进行了齿面接触分析, 通过解非线性方程组, 
求解出两齿面瞬时接触点的位置. 对球齿轮齿面的接触点轨迹进行了分析研究: 球齿轮上每

个齿的齿形都不相同, 因此两球齿轮在空间啮合的接触轨迹是很复杂和多样的. 结果对进一

步研究球齿轮机构的传动理论和实际应用具有一定的指导意义.  
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球齿轮作为两自由度齿轮传动机构, 最早应用

于Trallfa喷漆机器人柔性手腕机构. Yang等人[1]也对

圆弧齿和环形渐开线齿 [ 2]球齿轮进行过一些原理性

的研究. 由于这些球齿轮的轮齿在齿面上离散分布, 
使加工难度较大, 因此, 对球齿轮的研究仅限于原理

设计阶段. 潘存云 [3]发明的渐开线环形齿球齿轮, 由
渐开线正齿轮绕其轴线旋转而成, 图 1 为球齿轮机构

的形成过程示意图, 其中, 图  1(a)中的渐开线正齿轮

分别绕过齿和齿槽的中轴线旋转形成图  1(b)所示的中

凸齿球齿轮和中凹齿球齿轮, 此中轴线即为球齿轮的

极轴. 由球齿轮的形成过程可知, 在任何过极轴的截

面内, 其齿形与渐开线直齿轮都相同, 在任何垂直于

极轴的截面内, 其齿形为一系列圆环. 图 1(c)为安装好

的球齿轮机构, 由一对相啮合的中凸齿球齿轮和中

凹齿球齿轮组成, 当其中一个球齿轮为主动轮时, 它
可以绕 2 个相互正交的轴转动, 从而将运动和动力传

递给另一个球齿轮, 它的极轴即机构的输出轴可进行

空间运动. 由球齿轮的运动方式可知, 它不仅具有普 

 
图 1  球齿轮机构的形成过程示意图 

 

通齿轮的传动特点, 而且可进行环向运动, 由此而组

成的一对球齿轮副也具有 2 个自由度, 这种设计从根

本上克服了离散齿球齿轮的缺陷.  
经过多年的研究, 对球齿轮的研究已经取得了

较为丰富的研究成果, 但在传动理论和加工制造方

面, 仍有许多难题有待进一步解决. 在粗加工方面, 
是通过展成(或者仿形)车铣加工而成, 加工精度基本

满足设计要求[3]. 但是在实际应用中, 球齿轮的渐开

线环形齿廓曲面作为工作曲面, 由于其粗加工精度
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比较低, 在很多要求传动精度较高的场合, 使得球齿

轮的应用受到很大的限制, 因此本文设计了一种范

成法磨削加工方案, 采用盘形砂轮[4]对球齿轮进行磨

削加工, 以解决球齿轮的精加工问题. 对球齿轮传动

副的齿面接触分析是研究球齿轮机构传动特性的重

要内容之一, 也是提高球齿轮加工质量的一个重要

因素, 因为加工质量主要靠传动中齿面接触区的形

状、位置、大小和运动平稳性来衡量. 文献[5~7]对各

种齿轮 , 例如直齿轮 [5], 螺旋锥齿轮 [5,6], 斜齿轮 [6], 
蜗轮[7]等进行了齿面接触分析. 但是, 球齿轮是作者

的一个发明, 它的啮合运动规律和齿形特征与其他

齿轮都有所区别. 因此, 在总结前人对于传统齿轮齿

面接触分析研究的基础上, 结合球齿轮自身的特点

进行深入研究, 其目的是为球齿轮副的传动特性和

加工制造方面的研究提供理论依据.  

1  盘形砂轮的数学模型 
采用盘形砂轮对球齿轮进行磨削加工, 实际上

是利用球齿轮齿盘啮合的原理[3], 齿盘即为盘形砂轮, 
它的形成过程与齿轮演变成齿条类似, 当球齿轮的

齿数为无穷多时, 其分度球趋于无穷大, 此时球齿轮

就演变成了一个平面齿盘, 于是球齿轮机构就演变

成为球齿轮齿盘机构, 如图  2(a)所示, 在图  2(b)中过

齿盘中心的剖面所得齿形为标准齿条的齿形. 当球

齿轮为主动件作二维转动时, 齿盘作平动; 反之, 当
齿盘为主动件作二维移动时, 球齿轮将作二维转动. 
因此, 球齿轮齿盘机构可实现二维旋转运动与平动

之间的相互转换. 利用球齿轮齿盘之间的这种运动

啮合关系可以对球齿轮进行磨削加工. 采用球齿轮

齿盘啮合原理范成磨削加工球齿轮, 需要 5 个自由度, 
2个平移和 1个转动运动用于产生渐开线齿向齿形; 第
4 个转动自由度由被加工球齿轮绕自身轴线旋转产生, 
用于形成齿面环向齿形; 第  5 个转动自由度由盘形砂 

 
图 2  球齿轮齿盘机构 

 

轮旋转产生, 用于产生磨削速度, 与齿面的形成无关. 

1.1  磨削加工方案设计与坐标变换关系 

根据上述自由度要求, 设计的机床结构如图 3 所

示, 球齿轮绕转台的偏摆运动和盘形砂轮沿 X 向和 Z
向的平移运动形成渐开线齿向齿形的加工, 球齿轮

自旋形成环向齿形, 盘形砂轮自旋产生磨削速度. 按
此方案进行坐标系的设置, 如图 4 所示, 设坐标系

S1(x1, y1, z1)与球齿轮固连, O1 与球心重合, z1 轴与球

齿轮的极轴重合; Sg(xg, yg, zg)与盘形砂轮固连, Og 为

盘形砂轮的中心, zg 轴与盘形砂轮的轴线重合. 为了 
后续研究需要, 设置 I, II 和 III 为参考坐标系. 其中, 
参考系 I与床身固定, 用坐标系 Sf (xf, yf, zf)表示; 参考

系 II 和 III 分别进行 2 个相互垂直的平移运动. 坐标

系 Se (xe, ye, ze)由固定系 Sf 绕 yf 轴转θ 得到, 坐标系 

Sd (xd, yd, zd)由坐标系 Se沿 ze轴平移 ( )dO
ez 得到, 则齿轮

坐标系 S1 可由坐标系 Sd 绕其 zd 转β 得到; 坐标系

Sm(xm, ym, zm)由固定系 S0 沿 xf 轴和 zf 轴分别平移

和 得到, 坐标系 Sn(xn, yn, zn)由坐标系 Sm(xm, 

ym, zm)绕其 xm 轴转 180°得到, 则将坐标系 Sn 绕其 zn

轴转ϕ 就得到了刀具坐标系 Sg. 

( )mO
fx ( )mO

fz

据此, 从刀具坐标系 Sg 到齿轮坐标系 S1 的坐标

变换矩阵可表示为  
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图 3  机床结构设计 

 
图 4  磨削机床坐标系变换关系 

其中, M1d, Mde, Mef, Mfm, Mmn 和 Mng 分别表示从坐标

系 Sd 到 S1, 从 Sf 到 Se, 从 Sm 到 Sf, 从 Sn 到 Sm, 从 Sg

到 Sn 的坐标变换矩阵.  
由机床运动关系可知, 如图 5 所示, 可以在 xf zf

平面内研究问题. 在 xf zf 截面内, 如果球齿轮是绕自

身的球心  O1 转动, 那么球齿轮与盘形砂轮的啮合运

动满足普通齿轮齿条啮合运动关系. 但是在图 3 的设

计方案中, 球齿轮并不是绕球心 O1 转动, 而是安装

在转台上, 转台绕竖直轴 yf 转动, 从而带动球齿轮摆

动, 球心 O1 与摆动中心 Of 有一段距离 D(图 4 中的

). 这种设计的好处是在加工时, 由于球齿轮不 ( )dO
ez

是绕其球心转动, 使得装夹球齿轮方便灵活, 而并没

有增加系统的自由度. 设球齿轮的分度球半径为 r, 
初始位置时球齿轮的极轴和盘形砂轮的轴线重合 , 
并处于啮合状态, 当球齿轮绕摆动中心 Of转过θ 角时, 
球齿轮的球心也绕摆动中心 Of 转过θ 角, 因此要形成

啮合运动, 盘形砂轮在沿 xf 向平移的同时必须沿 zf 向

平移, 按照齿轮齿条啮合运动原理, 下面的等式成立  
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图 5  盘形砂轮范成法磨削加工球齿轮的运动原理 
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1.2  盘形砂轮的数学模型 

一对啮合的球齿轮由中凸球齿轮与中凹球齿轮

组成. 相应的加工它们的刀具分别为中凹盘形砂轮

和中凸盘形砂轮. 设中凸球齿轮齿面和中凹球齿轮

齿面分别用∑1和∑2表示, 中凹盘形砂轮齿面和中凸盘

形砂轮齿面分别用∑v和∑c表示. 在图 3的机床结构中, 
盘形砂轮自旋产生磨削速度, 与球齿轮齿面的形成无

关. 因此, 它的齿面方程可简化为其母线方程表示. 
图 6 为设计的盘形砂轮截面图, 设盘形砂轮齿条

形截面的齿形角为α, 模数为 m, 0il A A= , i=v 和 c, 

表示初始点 A0和移动点 A 之间的距离, 则在截面 xgzg

内, 中凹盘形砂轮的母线方程可表示为  

  (3) ( )
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v
g

v

k m m m l

m l

α α
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⎥

其中, “±”分别表示砂轮的左齿面和右齿面方程, kv=0, 
1, 2, 3, 表示中凸球齿轮的第 0 个齿, 第 1 个齿, 第 2
个齿和第 3 个齿. 进一步得到表面的单位法线为  

  (4) [ T( ) sin 0 cos .v
g α= −∓n       

同样的, 中凹盘形砂轮相同, 则其齿面方程可表

示为  
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图 6  盘形砂轮截面齿形设计 

其中 , “±”也分别表示砂轮的左齿面和右齿面方程, 
kc=0, 1, 2, 表示中凹球齿轮的第 1 个齿, 第 2 个齿和

第 3 个齿. 进一步得到表面的单位法线为  

  (6) [ T( ) sin 0 cos .c
g α= ± −n       ]α

2  球齿轮的数学模型 
在盘形砂轮加工球齿轮的过程中, 球齿轮沿渐

开线方向的齿形是盘形砂轮按照(2)式平移运动包络

形成的, 除轴线重合位置外在任何位置他们之间都

是点接触, 设盘形砂轮在以速度V平移的同时, 被加

工的球齿轮分别以角速度ω转动. 根据齿轮啮合理论
[5], 球齿轮的节球面[3]与盘形砂轮的节平面无滑动的

纯滚动啮合, 而球齿轮环形方向齿形的形成是靠其

旋转运动产生的. 因此, 对于由中凹盘形砂轮加工的

中凸球齿轮, 其齿面方程可表示为  

  (7) ( )
1 1 ,v

g g=R M R

其表面法矢量可表示为  

 ( )
1 1 .v

g g=n L n  (8) 

同样的, 对于中凸盘形砂轮加工的中凹球齿轮, 
其齿面方程和单位法矢量可分别表示为  

  (9) ( )
2 1 ,c

g g=R M R

  (10) ( )
2 1 ,c

g g=n L n

其中, L1g是 M1g的前三阶子矩阵, 表示从坐标系 Sg到

S1 的旋转变换矩阵.  

3  啮合模型 
由于球齿轮的啮合传动是轮齿凸面与马鞍面之

间的接触, 根据齿面接触理论和球齿轮的齿廓曲面

的特点, 可知球齿轮机构的齿面接触属于点接触. 齿
轮 1 和齿轮 2 的位置矢量和单位法矢应该表示在同一

坐标系S0 中, 根据球齿轮机构的安装方式建立的坐标

系如图 7 所示, 两齿面公共接触点在固定坐标系S0 中

应该是同一个点, 而且, 两齿面的单位法矢应该彼此

共线, 啮合时两齿面在接触点处应满足下面的方程[5]:  

 (1) (2)
0 0 0,− =R R  (11) 

 (1) (2)
0 0 0.× =n n  (12) 
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图 7  球齿轮机构坐标系定义 

 
由于 |n0

(1)|=|n0
(2)|=1, 因此方程(11)和(12)实际上

是由 5 个方程组成的非线性方程组, 含有未知量θ1′, 
β1, lv, β2, lc和θ2′. 因此, 给定中凸球齿轮 1 的输入角θ1, 
可以通过求解非线性方程组解出其他几个未知量 , 
从而确定两齿面的一个接触点.  

4  球齿轮接触点轨迹 
对于传统齿轮, 无论是直齿轮、斜齿轮或螺旋锥

齿轮等, 它们的每个轮齿形状都相同, 因此, 齿面无

论是线接触还是点接触, 在每个齿面上接触点轨迹

都是相同的. 但是球齿轮副中每个球齿轮轮齿的形

状各不相同[3], 并且具有  2 个转动自由度, 因此, 根据

球齿轮机构的运动特性, 理论上主动球齿轮 1 可以绕

过其球心并垂直于两球心连线的平面内的任意轴(简
称偏摆轴[3])转动, 即此偏摆轴位于图 7中的阴影区域

(x0y0 平面)内, 将运动和动力传递给被动球齿轮 2. 任
一瞬时, 在垂直于偏摆轴的偏摆平面内, 两球齿轮的

传动都满足直齿轮啮合传动的特点, 随着两球齿轮

空间姿态的变化, 偏摆平面也在改变, 因此, 球齿轮

比直齿轮的传动方式更加复杂和灵活, 体现在微观

领域, 使得球齿轮每个齿面上的接触点轨迹随着偏

摆平面的改变表现出不同的形状特征, 可分 2 种情况

进行讨论. 

4.1  在某一偏摆平面内啮合传动的接触点轨迹 

当主动球齿轮从两极轴重合位置绕某偏摆轴(在
x0y0 平面内)旋转θ1′角时, 两球齿轮在垂直此轴的偏

摆平面内的啮合运动相当于直齿轮的啮合运动. 设
偏摆轴 p(位于 x0y0 平面内)为 y0 轴, 在两球齿轮各个

相啮合的齿面上, 接触点轨迹在此偏摆平面内变化

如图 8 所示.  

 

图 8  中凸球齿轮和中凹球齿轮接触点轨迹 

4.2  偏摆平面变化时的接触点轨迹 

设初始位置时, 两球齿轮极轴不重合, 相当于球

齿轮绕某偏摆轴 p10 转过了θ0′, 接触点位于两球齿轮

相对应的齿面上. 当主动球齿轮从此位置绕另一固

定轴 p1 旋转θ1′时, 随着θ1′的变化, 两球齿轮瞬时啮合

运动的偏摆平面也在改变, 这时两球齿轮上接触点

轨迹不在任何固定的偏摆平面内, 实际上两球齿轮

的啮合运动相当于两节球的纯滚动. 通过计算可以得

到从坐标系 S1到固定系 S0的变换矩阵M01和从坐标系

S2到固定系 S0的变换矩阵 M02. 具体实现如下. 
建立辅助坐标系 S10(x10, y10, z10), 与球齿轮 1 的

初始位置重合. 设 p10 在固定系 S0 中的方向角分别为

α0, β0和γ0, 则主动球齿轮 1 从初始位置(坐标系 S10)到
固定系 S0 的变换矩阵为  

 

010 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( , , , )

cos (1 cos ) cos cos cos (1 cos ) cos sin cos cos (1 cos ) cos sin 0

cos cos (1 cos ) cos sin cos (1 cos ) cos cos cos (1 cos ) cos sin 0

co

α β γ θ

α θ θ α β θ γ θ α γ θ β θ

α γ θ β θ β θ θ β γ θ α θ

′=

′ ′ ′ ′ ′ ′− + − − − +

′ ′ ′ ′ ′− − − + − −
=

M

    
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.
s cos (1 cos ) cos sin cos cos (1 cos ) cos sin cos (1 cos ) cos 0

0 0 0
α γ θ β θ β γ θ α θ γ θ θ

⎤⎡

′

1

⎥⎢
⎥⎢
⎥⎢

′ ′ ′ ′ ′ ′− − − + − + ⎥⎢
⎥⎢

⎣ ⎦

                 
 

(13) 
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当主动球齿轮 1 继续绕另一固定轴 p1 转过θ1′时, 

主动球齿轮的极轴与两轮球心连线确定了瞬时偏摆

平面. 设 p1 在球齿轮初始位置坐标系 S10 中的方向角

为 α1, β和γ1, 即为 p1与 S10各坐标轴的夹角. 这样, 从
坐标系 S1 到球齿轮 1 初始位置坐标系 S10 的变换矩阵

M101 与矩阵 M010 形式相同:  

 101 1 1 1 1( , , , ),α β γ θ ′=M  (14) 

这样, 从坐标系 S1 到固定系 S0 的变换矩阵为  

  (15) 01 010 101.=M M M

两球齿轮在此位置啮合的偏摆平面可由z0 轴与

z0
(1)(z1 轴在固定系S0 中的表示)轴确定, 此位置可看

成是球齿轮 1 从两极轴重合位置绕固定轴n转过θ ′[3], 
n和θ ′的计算公式如下  

(1)
0 0 ,z z= ×n  

(1)
1 0 0

(1)
0 0

cos .
z z

z z
θ −

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

设 n 在固定系 S0 中的方向角分别为αn, βn 和γn, 
即为 n与 S0各坐标轴的夹角. 建立辅助固定系 S20(x20, 
y20, z20), 由固定系 S0 平移到原点 O2 并绕 x0 轴转过

180°得到. 这样, 被动球齿轮 2 也可以看作是从两极

轴重合位置绕固定轴−n 转过θ ′, 轴-n 在固定系 S20

中的方向角分别为 180°-αn, βn 和γn, 则从坐标系 S2到

固定系 S20 的变换矩阵也与矩阵 M010 的形式相同:  

 202 (180 , , , ),n n nα β γ θ ′= −DM  (16) 

从坐标系 S20 到固定系 S0 的变换矩阵为  

  (17) 020

1 0 0 0
0 1 0 0

.
0 0 1 2
0 0 0 1

r

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢=
⎢ −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

           
         

M
         
           

⎥
⎥

由(16)和(17)式, 得到从坐标系 S2 到固定系 S0的变换

矩阵为  

  (18) 02 020 202.=M M M

这样, 中凸球齿轮的齿面方程和齿面单位法矢

量在坐标系 S0 中表示为  

  (19) (1)
01 10 ,=R M R

  (20) (1)
01 10 ,=n L n

中凹球齿轮的齿面方程和齿面单位法矢量在坐标系

S0 中表示为  

  (21) (2)
02 20 ,=R M R

  (22) (2)
02 20 ,=n L n

把(19)~(22)式代入(11)和(12)式, 通过解非线性方程

组, 就可以得到两球齿轮齿面上接触点的位置.  
举例.  设两球齿轮的齿形参数α1=α2=20°, 模数

为 m1=m2=3 mm, 齿数 z1=z2=17; p10 在固定系 S0 中的

方向角 α0=0, β0=90°和γ0=90°; p1在固定系 S0中的方向

角 α10=90°, β10=0 和γ10=90°. 当θ0′(表示两球齿轮初始

空间啮合姿态)分别取 0, 0.2°, 2°和 20°时, 随着θ1′的
变化, 接触点轨迹在两球齿轮各齿面的分布如图 9 所

示. 其中, 对应于同一个θ0′, 随着θ1′的变化, 同颜色

的曲线表示连续啮合时两球齿轮各相啮合齿面上的

接触迹线. 随着θ0′增大, 逐渐远离θ0′=0 时的接触迹线

(同图 8 中的接触迹线). 

 
图 9 中凸球齿轮和中凹球齿轮接触点轨迹 

 
可以看出, 随着输入条件的不同, 接触点轨迹在

各齿面上的分布形状各不相同. 当θ0′分别取 0.2°和 2°
时, 虽然两球齿轮的啮合运动是连续的, 但在中凸齿

和中凹齿的中部(两球齿轮极轴重合的位置附近)出现

了不连续的接触迹线, 这是因为在两球齿轮极轴重

合的位置理论上是中凹齿环包围中凸齿环线的线接

触(这个位置是两球齿轮唯一出现线接触的位置), 从
此位置沿任何方向一个微小的偏摆, 两球齿轮就变

成了点接触, 因为 p10 轴和 p1轴是 2 个相互垂直的方

向, 在极轴重合位置, 当主动球齿轮绕 p10 轴转过一

个微小的θ0′角, 接触点出现在球齿轮齿面环向 90°或
270°的位置, 当主动球齿轮从此位置开始绕 p1 轴正

向或反向转动时, 接触点分别向齿根或齿顶移动并

向齿面环向 0°(图 9 中的曲线)位置靠近. 假设中凸齿
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从齿根部向齿顶部啮合接触, 则不连续的接触迹线

是因为在越过极轴重合位置附近, 接触点在齿面环

向 90°位置脱离接触而在环向 270°位置开始接触, 因
此出现了不连续的接触迹线. 当θ0′=20°, 中凸齿和中

凹齿几乎已经脱离接触, 当主动球齿轮绕 p1 轴转动

时, 两球齿轮齿面上的接触点轨迹如图 9 中的齿面上

最右侧的曲线所示.  

5  结论 
本文设计了一种采用盘形砂轮范成法磨削加工

球齿轮的机床方案, 这种设计的优点是, 由于加工时

球齿轮不是绕其球心转动, 使得装夹球齿轮方便灵

活, 而并没有增加系统的自由度. 根据球齿轮与盘形

砂轮的啮合运动原理, 在建立盘形砂轮数学模型的

基础上, 得到了球齿轮齿面的数学模型. 采用计算机

辅助工具对球齿轮进行了齿面接触特性分析, 根据

建立的球齿轮啮合模型通过解非线性方程组得到两

球齿轮在某一瞬时啮合时齿面公共接触点的位置 ; 
当两球齿轮在空间连续啮合运动时, 可以得到球齿

轮齿面复杂的接触点轨迹. 结论为进一步对球齿轮

进行磨削加工和真实齿面的接触特性实验提供了一

定的理论依据. 
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