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机构近似综合的统一模型 
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摘要    提出了平面、球面和空间曲线拟合的自适应方法, 将空间直纹面分解为
球面像曲线和空间腰曲线进行特征描述, 并把机构综合问题转化为曲线自适应
拟合问题, 给出了平面近似圆点、球面近似圆点和空间近似定轴线等概念, 建立
了从平面、球面到空间机构综合的统一模型和自适应方法, 为机构优化综合解的
存在性和优化算法的收敛性提供了理论依据.  
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机构综合的本质是在运动刚体上寻找特征点, 其轨迹为特殊曲线, 而特殊曲
线在相对固定坐标系中又恰为连架杆的约束曲线. 以文献[1]为代表的常规机构
近似综合方法是根据连架杆约束这些距离不变或夹角不变而列出非线性约束方

程, 然后又转化为无约束优化问题求解[1~17]. 由于在优化求解过程中不便利用约
束方程的性质, 目标函数值又难以准确体现每个优化参量对解的影响, 使得机构
优化综合的求解往往依赖于初始值, 即使连杆点在固定坐标系中的轨迹是圆, 如
果没有给定准确的圆心坐标, 同样不满足约束方程, 而且在目标函数值上并不能
判别是连杆点还是圆心点不当造成的结果. 在另一方面, 由于目前对空间机构优
化综合问题的研究较少[1~4], 特别是含有C-C连架杆直纹约束曲面的空间机构近
似综合问题, 仍然没有突破传统的结构误差与约束方程的综合方法[1,2], 使得空
间机构综合理论与方法难以适应机构学的研究与应用的需要. 因此, 仅仅依靠数
学规划算法难以满足复杂的机构优化综合问题的要求, 对于类型多样的从平面
到空间的机构综合问题, 目前还缺少一种统一的数学模型. 而且现行的机构优化
综合模型解的存在性及优化算法收敛性等问题, 目前尚未得到圆满解决. 
                       

2002-11-25收稿, 2003-10-27收修改稿 
* 国家自然科学基金资助项目(批准号: 59675003)  

 



第 3期 王德伦等: 机构近似综合的统一模型与自适应方法 289 

 

 

www.scichina.com 

m
= ,

i i

本文提出曲线曲面不变量的自适应拟合方法以统一标准来准确评价曲线曲

面拟合误差, 并建立统一恰当的目标函数, 能够呈现在优化过程中任意时刻各优
化参量对目标函数值的影响, 为平面和球面机构近似运动综合提供理论基础. 采
用直纹面直母线单位矢量球面像曲线和腰线的性质来描述直纹面性质, 进而将
直纹面拟合问题转变为球面曲线和空间曲线拟合问题, 为空间机构近似运动综
合奠定了理论基础. 从而建立了从平面、球面到空间机构优化综合的统一模型与
求解方法. 

1  刚体运动的表示 

刚体的空间运动可表示为平移和转动的合成, 分别在运动刚体Σm上建立动

坐标系Bmxmymzm和机架上建立固定坐标系ofxfyfzf , 如图 1所示, 运动刚体上一点A
在固定坐标系ofxfyfzf中的第i个位置向量
RAi可表示为 

A B i A+R R R r           (1) 

式中, 为运动刚体Σ
iBR m上基点(动坐标

系Bmxmymzm原点B)在固定坐标系ofxfyfzf

中的第i个位置向量; 
mAr 是运动刚体Σm

上点A在动坐标系Bmxmymzm中的矢径, Ri

为运动刚体Σm第 i位置相对固定坐标系
ofxfyfzf的位移矩阵, 刚体的空间运动可以

用( , R
iBR i)来描述. 运动刚体Σm上过A点

的任意一条直线L(单位方向lm)在固定坐标系ofxfyfzf中的位置可表示为 

 
图 1  刚体空间运动的矢量表示 

 [ ]T
m m m+ ,  sin cos ,sin sin ,cos ,

i iA it λ γ λ γ λ= = l R R l l  (2) 

式中, t为直线参数; λ和γ 为直线lm在坐标系Bmxmymzm中的方向角. 所以, 运动刚

体上直线的空间运动可以用( m,  
iA iR R l )来表示. 

当空间运动退化为平面运动时, 上述平移和旋转运动均为二维运动.  

2  平面机构的自适应近似综合 

平面机构综合的目的是在平面运动刚体上寻找若干特征点, 如圆点、滑点或
束点, 那么, 它们在固定坐标系ofxfyfzf中的轨迹分别是准确的圆、直线或直线的包

络圆. 在平面机构近似优化综合中, 一般要求为近似圆点、近似滑点和近似滑点
[18], 其轨迹非常接近于圆、直线或直线的包络圆, 误差越小越好, 需借助于优化
方法求解, 见文献[18]. 为体现本文理论和方法的系统性, 在此简述之.  

对于平面曲线的自适应圆拟合, 按照定义[18], 首先确定自适应圆, 即 
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定义 2.1  依据被拟合轨迹点集{ }
iAR 的性质并按最大法向拟合误差最小为

原则得到唯一的拟合圆, 称为自适应拟合圆.  
自适应拟合圆不变量误差模型如下: 

 e(x) = min maxfi(x), (3) 

其中, 2 2
0 0( ) ( ) ( )i i if x x y y r= − + − −x 为点集{ }

iAR 中任意离散点
iAR 与自适

应圆的误差, 优化参数为x = (x0, y0, r)T, 通过鞍点规划可得到唯一的自适应圆; 
由此可见, 自适应拟合圆具有如下性质:  

(ⅰ) 唯一性. 由于自适应圆是点集

{ }
iAR 的所有拟合圆中最大法向误差最

小的拟合圆, 再也没有更好的拟合圆使
得拟合的最大误差减小 , 具有唯一性 , 
如图 2所示, 即一次鞍点意义. 所以, 运
动刚体Σm上任意点A(xA, yA)在固定坐标

系ofxfyfzf的轨迹 { }
iAR 都对应于唯一的

自适应圆, 只是最大拟合误差不同而已, 
因而最大拟合误差是运动平面上点的坐标的函数. 

 
图 2  轨迹曲线的拟合圆 

(ⅱ) 可比性. 由于最大误差的度量标准是统一的, 即法向误差, 准确反映与
圆的近似程度, 对于所有平面运动刚体上点的轨迹与自适应圆的最大误差, 都具
有可比性.  

对运动平面上各点轨迹所对应的自适应圆的最大误差进行比较, 则有 
定义 2.2  对于给定的平面运动, 当运动平面上一点在其邻域内相对其他任

意点而言, 该点在固定平面上轨迹的自适应圆的最大法向拟合误差获得极小值, 
称该点为运动平面上的自适应近似圆点, 简称近似圆点.  

运动平面上的近似圆点具有二次鞍点意义, 也是局部最优意义. 一般情况下, 
平面四杆机构的连杆曲线是六次代数曲线, 因而连杆曲线所对应的自适应圆的
最大拟合误差也是连杆点坐标的非线性函数. 同样, 用连杆机构近似复演给定平
面运动, 若给定的平面运动非退化, 则运动平面上各点的轨迹所对应的自适应圆
的最大拟合误差也是运动平面上点的位置坐标的非线性函数, 必然存在极小值. 
因此, 由上述性质可得 

定理 1  对于给定的非退化的平面运动, 运动平面上一定存在近似圆点. 

对于近似滑点, 同近似圆点一样, 只是用直线拟合点集{ }
iAR , 把(3)式中的

不变量误差为
2

( ) ,
1

i i
i

y kx b
f

k

− −
=

+
x  k为直线的斜率, b为y轴截距, 优化参数为(k, 

b)T, 可得自适应拟合直线, 其性质与自适应拟合圆具有相同的性质, 即具有唯一
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性和可比性, 从而得到与近似圆点类似
的近似滑点的定义 , 且求解方法相同 . 
同时其存在性同近似圆点一样, 有 

定理 2  对于给定的非退化的平面
运动, 运动平面上一定存在近似滑点.  

对于平面运动的直线轨迹的包络曲

线其与圆的近似程度的定义、性质及定

理类似, 可得近似束点. 参见文献[18]. 
所以 , 要综合出平面全铰链四杆机构 , 
只需要在运动刚体上所有点中寻求两个最大误差最小的近似圆点, 而要综合出
曲柄滑块机构, 需要寻求一个近似圆点和一个近似滑点(曲柄条件另外附加约束). 
对于函数综合和轨迹综合可以转化为位置综合问题, 在此不赘述. 

 
图 3  轨迹曲线的拟合直线 

3  球面机构的自适应综合 

若刚体的空间运动为定点转动, 则为球面运动, 即(1) 式的 为常矢量. 

球面机构综合也就是在运动刚体上寻找若干圆点, 那么, 它在固定坐标系o
iBR

fxfyfzf

中的轨迹必须准确是球面上的圆, 即与球心准确构成圆锥体. 而在球面机构近似
优化综合中, 一般要求为近似圆点1), 即其轨迹与球心近似构成圆锥体, 如图 4所
示, 误差越小越好, 需借助于优化方法求解. 同平面机构近似综合一样, 首先给
出自适应拟合圆锥的定义: 

 
图 4  球面曲线的圆锥拟合 

 
                       

1) 王德伦, 王淑芬, 张保印. 球面四杆机构函数综合方法研究. 机械工程学报(待发表) 
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定义 3.1  对于给定一组离散点的坐标Ai(xi, yi, zi), i = 1, 2, ⋯, N, 依据点集

{ }
iAR 按最大法向拟合误差最小为原则得到惟一的拟合圆锥, 称为自适应拟合圆

锥.  
根据王德伦文1), 设一组离散点的坐标Ai(xi, yi, zi), i = 1, 2, ⋯, N, 拟合圆锥

的轴线为a = [sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ]T, θ 和φ 是拟合圆锥轴线a与固定坐标轴的
夹角, δ 为拟合圆锥的半顶角, δi为球面曲线上的离散点Ai与拟合圆锥轴线a的夹角, 
所讨论的球面皆指单位球面, 则 
 cosδ = oAi·a = sinθ cosϕxi+sinθ sinϕyi+cosθzi. (4) 
圆锥拟合的球面角法向误差为 
 ∆δ  i = δ i − δ  = arccos(sinθ cosϕ xi + sinθ sinϕ yi + cosθ zi)−δ. (5) 
从而得到球面曲线自适应圆锥拟合的数学模型如下: 
 e(x) = min maxfi(x), (6) 
式中, fi(x) = |∆δ i|, fi(x)为离散点拟合圆锥的法向误差, 优化参数x = (θ, ϕ, δ )T是拟

合圆锥的不变量. 
由此可见 , 球面机构近似综合的自适应拟合圆锥是依据被拟合轨迹点集

{ }
iAR 的性质并按最大法向拟合误差最小为原则得到唯一的拟合圆锥, 同平面机

构近似综合中的自适应拟合圆的定义一样, 自适应拟合圆锥具有唯一性和可比
性, 即在所有拟合圆锥中, 自适应圆锥的最大拟合误差是最小的、唯一的, 球面

运动刚体Σm上任意点A(xA, yA, zA)的轨迹{ }
iAR 都对应于唯一的自适应圆锥, 且最

大拟合误差是球面运动刚体上点的坐标的函数. 最大误差的度量标准是统一的
法向误差, 对于所有自适应圆锥的最大误差, 具有可比性. 比较球面运动刚体上
各点轨迹所对应的自适应圆锥的最大拟合误差总可以得到若干连杆点, 且有 

定义 3.2  对于给定的球面运动, 当运动刚体上一点在相对其邻域内其他任
意连杆点而言, 该点在固定坐标系中轨迹的自适应圆锥的最大法向拟合误差获
得极小值, 则该点为球面运动刚体上的自适应近似球面圆点, 简称近似球面圆
点.  

近似球面圆点具有二次鞍点意义, 也是局部最优意义. 一般情况下, 球面四
杆机构的连杆曲线是 8次代数曲线[19], 因而球面连杆曲线所对应的自适应圆锥的
最大拟合误差也是连杆点坐标的非线性函数. 同样, 用球面连杆机构近似复演给
定球面运动, 若给定的球面运动非退化, 则运动刚体上各点的轨迹所对应的自适
应圆锥的最大拟合误差也是运动刚体上点的位置坐标的非线性函数, 也必然存
在极小值, 故有  

定理 3  对于给定的非退化的球面运动, 运动刚体上一定存在近似球面圆点.  
 

                       
 1) 见 291页脚注 
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4  空间机构的自适应综合 

空间机构综合的本质同样是在运动刚体上寻求特征点或特征线, 那么, 这些
特征点或线在固定坐标系ofxfyfzf中的轨迹必须准确是约束曲线或约束直纹面. 而
在空间机构近似优化综合中只能近似实现, 误差越小越好, 需借助于优化方法求
解. 对于特征点, 其轨迹是一条空间曲线, 与约束曲线的近似程度, 可以采用与
平面机构综合类似的约束曲线自适应拟合曲线方法实现, 在此不加阐述, 仅讨论
以C副类连接连架杆与连杆、机架的特征直线轨迹的空间机构综合.  

由微分几何学[20]可知, 直纹面由直母线沿准线运动而形成, 如(2)式中的准

线
iAR 和直母线单位方向Rilm, 直纹面的整体几何性质依赖于直母线单位方向变

化和腰线特征, 把准线
iAR 通过

iAR − 2
m m( ) /

iA i i′ ′ ′R l l 转化为腰线ρ, 而Rilm确定直母

线方向的性质, 直纹面参数t仅表示直母线方向上一点的位置而已. 因此, 可由直
母线单位方向和腰线特征来描述直线轨迹的性质. 将直母线单位方向Rilm 的起
点置于一固定单位球的球心, 终点则在单位球的球面上形成一条轨迹曲线, 称为
球面像曲线. 显然, 直纹面直母线球面像曲线是一条球面曲线, 而腰线是一条空
间曲线, 所以, 连杆与连架杆以C副类连接的空间机构综合问题实质是寻找运动
刚体上一直线的轨迹与约束曲面有相近的腰线和球面像曲线, 近似程度越高越
好. 由文献[21]的定理 1和 2可知, 一直纹面成为定斜约束曲面的充要条件是该直
纹面的球面像曲线为圆, 成为定轴直纹面的充要条件是该直纹面的球面像曲线
为圆且腰线为圆柱面曲线. 那么, 对于空间运动刚体上一直线的运动轨迹点集

(
iAR , Rilm), 要判断其与定斜约束曲面或定轴直纹面的接近程度可以分为两部分, 

即直纹面球面像曲线和腰线的近似程度.  

4.1  近似球面像圆点 

显然, 对于一直纹面的球面像曲线, 判断其与圆的近似程度与球面机构综合
中的自适应拟合圆锥的确定完全相同, 即寻求球面像曲线的自适应拟合圆锥, 数
学模型同(6)式, 此时(xi, yi, zi)是Rilm的方向余弦. 球面像曲线的自适应拟合圆锥
的确定可根据下列定义: 

定义 4.1  依据球面像点集{Rilm}的性质并按最大法向拟合误差最小为原则
得到唯一的球面像曲线拟合圆锥, 称为自适应球面像拟合圆锥.  

对于给定球面像曲线, 在所有的拟合圆锥中, 有且仅有自适应球面像拟合圆
使得最大拟合误差最小, 具有球面机构综合自适应拟合圆锥相同的唯一性和可
比性. 刚体空间运动时, 刚体上任意直线方向的球面像都对应于球面运动刚体上
一点的轨迹[21], 那么, 空间运动刚体上的所有直线的球面像点(单位方向矢量)与
球面运动刚体(任意球面)上点一一对应, 所以, 刚体空间运动直线轨迹的近似球
面像圆点与球面运动刚体上近似球面圆点相同, 即 
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定义 4.2  相对其邻域内其他任意直线方向而言, 该直线方向的球面像曲线
的自适应圆锥的最大法向拟合误差获得极小值, 则称该直线方向球面像点为空
间运动刚体上的直线球面像曲线的自适应近似圆点, 简称近似球面像圆点.  

近似球面像圆点与近似球面圆点相同, 因而, 球面机构近似综合的定理 3 可
以推广到空间运动直线方向的近似球面像圆点, 即定理 3的推论:  

推论 4.1  对于给定的非退化的空间运动, 运动刚体上一定存在若干条直线
方向, 其球面像点为近似球面像圆点. 

4.2  近似圆柱腰点 

根据文献[21]的定理 1 可知, 如果刚体上一直线方向为近似球面像圆点, 那
么, 空间运动刚体上所有与之平行的直线在固定坐标系下的轨迹曲面均为定斜
直纹面, 与其腰线形状无关. 由于定斜直纹面所对应的连架杆约束曲面为多自由
度多运动副组合C′-P-C, 形成闭式链的自由度多. 为减少约束曲面所对应的连架
杆的自由度, 应增加对腰线的约束, 即根据文献[21]的定理 2, 不仅要求直纹面的
直母线方向为近似球面像圆点, 而且腰线为圆柱面曲线. 对于直纹约束曲面的腰
线而言, 若要判断腰线与近似圆柱面上曲线的近似程度, 依据定轴直纹面的性质
可知, 定轴直纹面所对应的为二副连架杆C′-C, 且定轴直纹面是定斜直纹面的一
种, 定轴直纹面的轴线方向就是拟合圆锥的轴线方向, 并与直母线夹定角, 而且
腰点一定在轴线与直母线的公垂线上[21]. 所以, 腰线与圆柱面上曲线的近似程度
可以在轴线的法面内评定, 把腰线向轴线的法面内投影得法面内一平面曲线, 评
价腰线投影曲线与圆的近似程度, 即用圆自适应拟合腰线投影曲线, 与平面曲线
自适应拟合相似. 其数学模型为 

e(x) = min maxfi(x)                        (7) 
式中, fi(x)=|(x0−xi)ui+(y0−yi)vi+(z0−zi)wi−r|, ni=(lmi×a)/|lmi×a| = [ui, vi, wi]T为直纹面

直母线lmi与圆柱面轴线a的公垂线方向, 如图 5所示. 由(7)式可知, 给定近似球面
像圆点, 即圆柱面轴线方向a确定的情况下, 对于运动刚体上无穷多条与之平行
的直线, 任意位置点(xi, yi, zi)直线的轨迹曲面便存在一条腰线, 都可以用圆柱面
拟合, 从而有 

定义 4.3  对于给定空间运动刚体上一条直线的方向和位置, 其轨迹曲面的
腰线为一空间曲线, 存在唯一的圆柱面, 使得圆柱面与腰线的最大拟合误差为最
小, 称该圆柱面为自适应拟合圆柱面, 简称自适应拟合圆柱.  

由于描述直线的空间位置参考点可以有无穷多, 在此统一约定以直线与运
动刚体坐标系中的Bmxmym平面交点为描述直线位置参考点, 简称直线位置点. 一
般情况下, 直纹面腰线是一系列腰点组成, 而不是运动刚体上一点的轨迹曲线, 
所以, 腰点并不总是与直线位置点重合; 通过自适应拟合圆柱把腰线近似看成在
自适应拟合圆柱面上曲线; 运动刚体上直线位置点不同, 其腰线形状和位置不同, 
所对应的自适应拟合圆柱的大小和位置也不同, 故有: 
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图 5  腰线的圆柱面拟合 
 

定义 4.4  对于给定空间运动刚体上一直线的方向, 在运动刚体上平行该方
向的所有直线各自对应的自适应拟合圆柱中, 总存在若干条直线, 相对其邻近直
线位置而言, 该直线所对应的自适应拟合圆柱的最大拟合误差取得极小值, 称该
直线的位置点为近似圆柱腰点.  

显而易见, 近似圆柱腰点是指运动刚体上Bmxmym平面内的直线位置点, 通过
该点且平行给定方向的直线在固定坐标系中的轨迹曲面的腰线较好地接近圆柱

面, 具有二次鞍点意义. 由于空间运动刚体上一直线运动轨迹的腰线形状和位置
是直线位置点坐标的非线性函数, 那么, 自适应拟合圆柱的最大拟合误差是直线
位置点坐标的非线性函数, 因而必然存在若干个极值, 即 

定理 4  对于给定非退化空间运动刚体上一直线的方向, 运动刚体上Bmxmym

平面内必然存在若干点为近似圆柱腰点. 
由于含有定轴直纹面约束的空间机构近似综合, 不仅要求直纹面的直母线

方向为近似球面像圆点, 而且腰线为近似圆柱面曲线, 故给出 
定义 4.5  对于给定空间运动刚体上一直线, 其方向的球面像点为球面像圆

点, 其位置为近似圆柱腰点, 则称该直线为近似定轴线. 
依据定义 4.5和定理 4, 并结合推论 4.1, 故有 
推论 4.2  对于给定的非退化的空间运动, 运动刚体上一定存在若干条近似

定轴线. 
由定义 4.1~4.5 描述了空间运动直线轨迹与约束曲面的近似程度并提供了统

一的度量标准, 具有唯一性和可比性, 推论 4.1、定理 4及推论 4.2表明了任意空
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间运动可以由含有定轴直纹面约束的空间机构近似复演, 即近似解的存在性, 其
近似程度取决于空间运动的性质, 为空间机构近似综合提供了理论依据, 并为鞍
点规划有效迭代算法的收敛性提供了保证. 

空间运动刚体上一直线运动轨迹点集 与定轴直纹面的接近程度

可以分为两部分, 即直纹面球面像曲线和腰线的近似程度, 分别为近似球面像圆
点和近似圆柱腰点. 如果要综合一空间五杆机构CPCCC, 需要寻求两个近似球面
像圆点, 并确定一个近似定轴线(近似圆柱腰点). 要综合一空间四杆机构CCCC, 
需要寻求两个近似定轴线(两个近似球面像圆点及近似圆柱腰点). 若综合出空间
四杆机构CCCR, 则要寻求两个近似定轴线(两个近似球面像圆点及近似圆柱腰
点, 其中一个近似圆柱腰点还需要退化为平面圆点), 有关算例见王德伦

m( ,
iA iR R l

1).  

5  结论 

(ⅰ) 提出了平面、球面和空间运动近似综合的统一模型与方法. 基于简单曲
线曲面与机构约束曲线曲面的不变量自适应拟合方法, 建立了平面、球面和空间
运动综合问题的统一数学模型, 给出了近似特征点线的误差评定统一方法, 从而
为机构优化综合的有效迭代算法的收敛性提供了理论依据.  

(ⅱ) 提出了具有二次鞍点意义的近似圆点、近似滑点、近似球面圆点、近
似球面像圆点和近似圆柱腰点、近似定轴线的新概念, 准确表述了其近似性质具
有局部最优意义, 并阐明其存在性. 为平面、球面和空间机构近似运动综合近似
解的存在性及算法收敛性提供了理论基础.  
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