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益层开 口圆柱厚壳的静
、

动态和稳定问题

的精确解
*

范家让 张巨勇
( 合肥工业大学应用数学力学系

,
合肥 2 3 0 0 0 , )

摘 要

抛弃任何有关应力或位移模式的假设
,

在柱坐标系下对正交异性体建立其状态

方程
.

对叠层开 口圆柱厚壳的静
、

动态和稳定问题
,

利用 c ay ley
一

H a m ilt
o n
定理一

次求解全部未知量
.

无论层数多少
,

都只 归结为求解三元一次代数方程组
.

此解满

足所有弹性力学方程
,

并计及 了全部弹性常数
.

可得到任意需要的精度
.

关键词 : 正交异性体
,

盛层开 口回柱厚壳
,

状态方程
,

转移矩阵
,

精确解

一
_

己 l 吉 ,
、 J

二
二】

近代研究指出
,

横向剪切变形对各向异性板
、

壳的解的精度影响远较各向同性的板
、

壳大
。

首先考虑横向剪切变形来分析叠层圆柱壳的是 D on g 等
a , .

继之
,

w hi t n e y 等圆提出一个改

进的理论研究类似的问题
.

自 vi
a so v 3[] 提出初始函数法后

,

H a ydl 41t 用此法讨论了圆柱壳

的对称弯曲
.

aF ar ii 等图又用此法并结合 T ay l o r 级数研究单层各向同性圆柱壳
,

指出随着

级数取项多少而得到不同高阶理论
.

R e d d y「6 ,
提出一种放松的 iK

r
ch h 。 ff

一

L vo
e 假设并引人

剪切修正 因子讨论了叠层中厚度双曲率壳
.

但因 R de d y 假设和 iK
r
比 h 。 ff

一

L vo
e
假设区别甚

微
,

此文或许只适用于薄壳
.

虽然剪切修正 因子的引人可以改善精度
,

但若不能提供一个统一

的因子来适用于各种情况
,

此文将意义不大
.

正因为如此
, R e d d y 等 L7)

于次年又提出一个高阶

剪切变形理论来分析同一课题
。

然而
,

因该理论不够严密且多次采用近似措施
,

结果使该理论

仍然只适用于薄壳
。

上述诸理论都把各力学量表达成某一坐标变量的多项式
.

但我们已证明各力学量的真解

不可能是任何坐标变量的多项式
.

若以多项式的形式参加运算
,

必导致方程之间的互不相容
,

且不能计及全部弹性常数
.

这正是各家理论的误差根源
.

此误差将随板
、

壳厚度加大而剧

增
。

对强厚度板
、

壳而言
,

各家理论全都失效
.

文献 8[ 一 10] 发展了 vi as vo 的初始函数法
,

对任意厚度的单层
、

叠层矩形板和圆板给出

了精确解
.

本文又在此基础上采用分层法和转移矩阵处理变系数微分方程组
,

克服了通常离

本文 1 9 9 0 年 12 月 l 日收到
, l , 91 年 , 月 16 日收到修改稿

.

. 国家自然科学基金资助项目
.
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散法带来的未知量多
、

精度差的缺点
·

对任意厚度的叠层圆柱壳给出能满足任意精度要求的

解
.

文中提供的递推公式
,

使常规分析法中 6P 个未知量 ( p—
层数 )减少到仅有 3 个

.

二
、

柱壳状态方程的建立

图 1 所示为柱坐标系下的壳体单元
.

设 U
,
V

,

平分别表示沿
x , 8 和

r
方向的位移

, p 为材

图 1 柱坐标系中的壳体单元

料密度
,

则壳体的动力学平衡方程为
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鱼立 + 三止二竺旦

O x r

d
Z

牙 /
_

a
Z

w \
一 “ 一

丽 、p `

不` )

巫理 + 上 处
旦 + 旦 , + 丝鱼 d z

V /
_

a
ZV \

~ “
万万铲

·

石丁夕
, ( 1 )

、 二儿 一 。

里旦
. r尸 一 ,

r d t’

/ d
Z
U \

几尸
, 一

二一百 夕
-

、 d 劣
` /

劣口一劣O刁一O

+
e一

加丛韶O r r

巫。 十 生
O r r
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,

则为精确的稳定方程洲
,

其中 p
二

为作用于柱壳两端的均

布压应力
。

将应变
一
位移关系代人正交异性体的应力

一
应变关系

,

得

U2223CCC

( 2 )

O
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、

动态和稳定问题的精确解

现由 (1)
,

( 2 ) 两式消去应力 气
,

ae 和 几 e .

记
a a

。
O

, : _

_ 刁
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.
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.
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由 ( , ,式中的第二式求出 。
,

代人 ( ` ,式中的第一式可求得
豁

,

然后用` , ,式化简后
,

得

弊 一 f梦 + 黝 二 + 导尸 + 鱼
。 u 一 二也 -

O r \ r . / r . r r
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从 ( 2 )式中的第一和第四式分别求出

人化简后
,

有

叮·

和一 代人 ( ` ,式中的第三式可求得

势
,

将 ( , )式代

旦立
呈一`扩 一 矶了 一卯 ,八

u 一 旦巴土丛 、 v 一 鱼
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’

/ r
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.

( 7 )

从 ( l )式中的第二式可求出
势

的表达式
,

其中的 。 和
: : 。
可由 ( 2 )式求得

,

代人后并考虑
O 犷

( 3 )式
,

得

孕
一 `梦一 。

xde 一乓川
。 一 `过卫

丝

训
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从 ( 9 )式可见
,

应力分量 a 二 ,

仰 和
r 二 。 已消去

,

而消去的这三个量现在不难由(z )式求出
,

用 ( 3 )式化简后
,

有
_ _

C , 一
, .

,
, , .

C
: _ , , ,

口召

~ 一 伴 州 r ` 声 U -t
.

一 祥 r 一 七 l
吼

,

r r

C . C
.

内 ~ 丁 牙 十 仇
a U + 丁夕V 一 C ,再

,

. ,

G
二 。 _ _

r 二 , ~ 不不刀U 十 G
二

产 V
-

( 1 1)

对四边简支壳
,

有边界条件 (图 2 ) :

o ,
l

,

W 一 V ~ 口
二

~ 0 ;

0 , 甲 ,

平 ~ U ~ 峋 ~ .0
( 1 2 )
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图 2 四边简支壳
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( 1 3 )

则 由 ( 1 1) 式前二式不难看出
,

边界条件 ( 1 2) 得到满足
.

将 ( 1 3 )式代人 ( 9) 式
,

对每对 m 一 。
得

兽 [二二 (
;
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r
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-
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,
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,

_ 附叮 _
绍万 _

“ 一下
, ” 一 不

, ` 一 , · “

方程 ( 1勺是关于变量
!
的一阶变系数常微分方程组

,

其他变量
x , 8 和 ; 都已消除

.

在控制论

系统中
,

称这样的方程组为时变系统状态方程
“ ” . ’

由 ( 1 4 ) 和 ( l , )式可以证明各力学量不能是坐标变量的多项式 ; 若 U二 (
,
)

,

` .(
,
)

,

习 ,
.(

,
) 是

r 的 ,
次多项式

,

则由 ( 1 4 ) 式的第一
、

三和五式分别可知 牙二 (
,
)

, V ,

.(
,
) 和

x .
式

;
) 必是

! 的 。 + l 次多项式
.

若如此
,

则由同一方程的其余三式分别得知 U
二

,
)

,

。 . 。

(
,
) 和 。二 (

;
) 又必为

r
的

” + 2 次多项式
,

从而与原设矛盾
.

证毕
。

三
、

盈层厚壳的状态方程及其解

图 3 (
a
) 是一由 P层正交异性材料构成的叠层厚壳

,

壳长为 1
.

图 3 ( b ) 是其中第 夕层的放

大图
.

现将第 夕层等分成灸,个薄层
,

薄层厚度均为 价
,

其中径分别用 c , 1 ,
c , 2 ,

…
,

C ,* i

·

街一七
ù

表示
.

对第一薄层建立状态方程
.

因在薄层内
! 变化不大

,

若以中径 自
:
代替矩阵 ( l , ) 中的

变量
!
当不会引起大的误差

.

于是 由 ( 1 4 )式得到其状态方程为

( b )

图 3 叠层厚壳

芳
汇平二 (

· ’ u二 (
,
) V二 (

r
)

a , 一

(
r
) x 二 (

r
) 。 , .

(
,
) ]几

~ 马
:

[W , ,

(
r
) U , ,

(
r
) V . ,

(
r
)

a 二 (
r
) X , ,

(
r
) 。一 (

r
) ]几

,

( 1 6 )

其中下标 护1表示对第 夕层中第一薄层而言
.

D ,: 中各元素为常量
,

它由矩阵 ( 15) 令其中的
, ~ ic

:

而得
.

若叠层壳每层均很薄
,

只需以每层中径代替矩阵 ( 1 5 )中的
r
而不必再行分割

.

如某些层较厚
,

相应的 七取何值应由精度来定
.

通过计算
,

若发现当分割成 七和 七十 l 个薄

层时
,

要求的有效数字几乎不变
,

则可认为分割成 毛个薄层得到的结果是在满足精度要求意

义下的精确解
.

方程 ( 16 )是一阶常系数常微分方程组
,

其解为
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r
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( 1 , )
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其中
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六阶矩阵 G , 1 (
r 一 a , ;

) 称为状态转移矩阵
,

可用 C a y l e y
一
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u 习 :

q
l

(
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(
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式中 I 为六阶单位阵
,

a’ (
, 一 如 )

,

(
; ~ 1

, 2 ,

…
,

6 ) 为变量
! 的一组标量函数

,

确定 :

( 1 8 )

( 1 9 )

( 2 0 )

可用下式

e
xP [又

:

(
r 一 a , : ) ]

e
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z

(
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e
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其中 几: , 1: ,

…
, 几。 为矩阵 执

,

的特征方程 }对 一 及
:

} ~ o 的根
.

当特征根有重根时
,

( 21 )

式具有其他形式圈
.

但对各向异性体
,

出现重根的可能性几乎没有
.

在 ( 1 7 )式中
,

令
, 一 a , 2 ,

注意到
a , : 一 a , : - 一丙

,

于是有

R ,: (
a , 2

) ~ q
;

(一价 )R
,: (

a , : )
.

( 2 2 )

从 ( 1 5) 式不难看出
,

( 22 )式实际上是通过转移矩阵 场
:

(一 dj ) 将第一薄层上
、

下表面的力学量

联系起来了
.

对第二薄层进行类似推导
,

可得

R ,: (
a , , ) ~ 公

2

(一价)R
, 2

(
a , 2 )

.

( 2 3 )

要提醒的是 ( 2 2 )式中的 R , : ( ia2 ) 是第一薄层下表面力学量 ;而 ( 23 )式中的 月i(z 旬
:

) 是第二薄

层上表面力学量 (图 3 ( b ) )
,

该二组量理应相等
。

于是联合考虑 ( 2 2 )和 ( 23 )式
,

得

R , 2

(
a s 3

) ~ q
Z

(一价 )
·

q
;

(一 id )R
, : (

a s: )
.

依次类淮
,

最后可把第七薄层下表面力学量和第一薄层上表面力学量用下式联结 ;

R ,几,
( b , ) ~ G , , ,

(一价 ) G s
, 、 ,一 :

(一价 )… G ,: (一价 )口
、

(一 d s
)R

,、 (
a ,、 )

.

记

妈。 , 一 q , ,
(一价 ) G ,

, 。 ,一 :
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2

(一为)口
:

(一心 )
,

于是有

R ,* ,
( b , ) 一 马。 , R , . (

a , : )
.

( 2 4 )

( 24 )式对图 3 (
a
)中任一层均成立

.

当 i 一 1 , 2时
,

分别有

R
: , : ( b:

) 一 式 。 ,

R
: :

(
a : :

) ;

R
Z。:

( b Z

) 一 式 *
:

R
Z:
(

a : :

)
.

参看图 3 (
a
)

,

第一层上表面半径 al :

一 a ,

第二层上表面半径

位移和应力的连续条件
,

必有

R
: , ,

( b
:

) ~ R
: :

( b :

)
.

将 ( 2 6 )式代人 ( 2 5 )式
,

得

R : 。 ,
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) 一 式 ,
:

lE 。
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。
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.
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逐层类推
,

最后可把第 P 层下表面力学最和第一层上表面力学量通过下式联系起来 :

R
, , ,

( b ) 一 乓。 ,

乓
一 :

,

* , 一 :

…式
。:

式。
尸

: :

(
a
)

一

(京
“ 。 ,

)
“

! !

(
“ ”

式中 n 妈 。 , 仍为六阶矩阵
.

回忆 ( ` ” )式
,

( 2 7 )式可改写为

[ w 一 ( b ) U . ff

( b ) V , 一

( b ) 。 . 。

( b ) X , .

( b ) 。 , 。

( b )

一

(息
` 花,

)
〔平二 `· , U二`· , V二 (

·
, … `· ,

( 2 7 )

]百; ,

X二 (
a
) 日 , 一

(
a
) ]孔

.

( 2 8 )

( 2 8 )式是叠层壳上
、

下表面各力学量之间的关系式
.

通常情况下
,

上
、

下表面的外力是事先给

定的
,

即 `
. ,

X二 和 。 , 。

是已知量
.

所以 ( 2 5) 式实际上是关于壳体上
、

下表面 6个位移分量

的线性代数方程组
.

然而
,

经过适当处理
,

仅需 3 个方程解 3 个未知量
,

则整个壳体各力学量

均可求出
.

下例用来说明这一处理过程
.

设叠层壳上表面受均布法向压应力 q 作用
,

将 q 按 ( 1 3 )式中
,
级数形式展开

,

在此情况

下
,

( 2 8 )式变成

[W
o .

( b ) U一 ( b ) V , 一

( b ) 0 0 0 ]百。
,

一

(众
; 花,

) I
W , ·

(
·

, U二 (
·

, V , ·

(
·
,

器
。 0

( 2 9 )

取 ( 2 9 )式中的第 4
、

, 和 6三个方程组成新的方程组
,

并简写为

H [平二 (
a
) U一 (

a
) V一 (

a
) ]犷一 { .Q

一

}
,

( 3 0 )

式中 H 是从 n 踢。 ,
中划去相应的行和列后得到的三阶方阵

,

右端项 { .Q .} 是和法向荷载
矛. P

相关的三阶列阵
。

通过 ( 3 0) 式可定解 平
. 。

a( )
, U
二

。
) 和 v . 。

(
。
)

.

此三量和上表面三个已知应力分量称

为初始值
.

初始值求出后
,

通过 ( 1 7 )式并令 护一 1 ,

即可求得第一层中第一薄层内各力学量
,

然

后用 ( 1 3 )和 ( 1 1) 式求出所有应力
、

位移分量
.

当第一薄层下表面的力学量求出后
,

又可视为第

二薄层的初始值
,

于是第二薄层内各力学量可求
.

类推下去
,

第一层中各力学量处处可求
。

同

理
,

整个叠层壳各力学量均可求出
。

在进行自然频率分析时
,

仅需在方程 ( 3 0) 中令其右端项为零
,

然后求非平凡解
,

即求方程

IH } 一 。 ( 3 1 )

的根
.

需指出
,

方程 ( 3 1 )不再是通常壳体理论所描述的关于 扩 的多项式
,

而是一个超越方程
.

实际上
,

方程 ( 3 1) 是该叠层壳在满足给定精度要求意义下的精确频率方程
.

它有无穷多个根
,

对应无穷多个频率
,

可利用现有的求任意函数的零点的程序求解这些根
。

可见本文提供的解

法比通常方法求得的频谱要宽得多
.

稳定计算和频谱分析完全类似
.

比较动力学平衡方程和稳定方程可知
,

若在 l( 0) 式中将

梦置换为 几扩
,

即可由 ( 3 1 )式求出无穷多个临界力
.

当然
,

有实际意义的是最小临界力
。

最后着重指出
,

矩阵 ( 1 , )的特征值是
! 的函数

.

当 r 在某一区间变化时
,

以该区间的中值

代替 ( 巧 )式中的
, ,

可求出近似特征值
,

由此而求得的各力学量也是近似的
.

但当
r
变化的区
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间充分小时 (薄层 )
,

引起的误差也是很小的
.

即这种计算中的误差是可控的
.

方程 ( 1 6 ) 正是

基于这种考虑得来的
.

它仍是微分方程
,

不是代数方程
.

这种处理不但可以提高精度
,

且可克

服通常离散法带来的大量未知量的缺点
.

绝对精确的事物是不存在的
,

甚至一个圆
,

也无法计

算出其精确面积
,

但其计算误差是可控的
.

因此
,

重要的间题不是误差
,

而是误差可否控制
.

然而
,

基于各种人为假设的现行诸家板
、

壳理论
,

因只能满足部分基本方程
,

由此而 引起的误差

是理论误差
,

此类误差是不可控制的
.

正是这类误差
,

使这些理论在求解问题的厚度方面带来

极大的限制
.

四
、

数 值 结 果

本节给出的算例
,

旨在说明本文方法的精度
、

分层法的收敛速度以及文献【6] 和 〔7] 的适用

*** :
.

}}}}}
*

」」

范围
.

全部数值结果均是用双精度在 sI E M E
-

N S / 7 , 7 0 C 计算机上实现的
。

数表中的 I ; , 1 2 ,

I ,

和 I ;

分别表示第一
、

二
、

三和四层 内被分割的

薄层数
.

例 1
.

三层厚壳 (图 4 )
,

顶面受法向拉应力
q 一 q 。 ` 。 鲤

s i n 竺 作用
.

上
、

下两层材料相
甲 l

同
,

每层均有如下的弹性常数 :

图 弓 三层厚壳

立 一 0
.

2 3 3 1 9 0

C
x l

五 ~ 0
.

0 9 5 2 7 6

C xl

几 ~ 0
.

15 9 9 2、

C l x

,

音
一 。

·

0 ` 0 , ’ ` ’

,

瓮
一 。

·

” ’ 。`” ’

,

瓮
一 0

·

’ ` , ” ` ’

鱼 一 0
.

, ; 3 10 4

C
一l

鱼 ~ .0
2 6 6 8 10 -

~ 5 -

c1t业卿

表 1 不同分层法和不同曲率半径情况下的三层壳的应力和挠度

一下一 下一 不石瓦示瓜 石{亏币舀
一

云介
一 ’一

{
。 ~ 饭石万马万玩不

III --- I:::::::::::::::::::::::::

牙牙牙牙牙 C挂》》 亚亚
qqqqqqqqq

.
几几 q ...

11111 222 lll 3
。

9 7 7 444 咭
。

14 7 111

lllll 333 lll 3
。

97 9 000 碍
.

17 5 ,,

lllll 魂魂 lll 3
。

9 7 9 555 呜
.

1 8 , 333

22222 555 222 3
.

9 7 7 999 今
。

1 8 9 999

22222 555 222 4
。

7 4 2 777 今
。

3 7 8 222

22222 555 222 4
.

6 15 999 今
.

11 8 444

22222 ,, 222 4
。

4 8 7峪峪 3
.

8 4 1666

222

}
5

}
zzz 4

。

峪7 2 444 3
。

8 0 8 333

一 : f二

叮
。

0
.

5 2 2 7 0

0
.

5 5 45 5

0
。

5 5 5 17

0
。

5 5 6 1 6

0
。

5 2 5 0 7

0
。

4 9 12 4

0
。

4 6 0 7 7

0
。

4 5 7 4 0

0
.

4 5 7 4 0

.
板的精确解

。
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圆柱厚壳的载动态和稳定间题的精确解

其中 以圣
,
和 口圣

,
分别表示第一与第二层的 仇

:
值

.

几何参数为

l ~ ` 一 ` R。 ,

人~ 凡一 .0 1爪
,

乓 ~ .0 8机

其中 l 为壳长
, :
为中面弧长

.

数值结果见表 1
。

由表 1可见
,

分层法的收敛速度是很快的
.

若取相应于 I :

~ I ,

一 1 ,
1

2

~ 4 时的值为木

问题的解
, 称 ,

的误差最大
,

其值等于 ( 0
.

5 5 6 1 6 一 0
.

5 5 5 17 ) / 0
.

5 5 6 16 ~ 0
.

17 8并
.

若令 l , s ,

几

不变
, R 。

逐渐增大
,

从而蜕化为板
.

在蜕化过程中
,

应力和挠度均逐渐减小
.

这是因为顶面

(受载面积 ) 也在逐渐减小之故
.

当 尽一 l 。,

时
,

和板的精确解相比
,

前 , 位数完全一样
.

一 一
-

一
-

~
- -

-

一
-

- -
一

h

例 2
.

四层壳
,

各层材料及厚度相同
.

当纤维方向平行于
:
轴时 ( 0“

)
,

材料的弹性常数为

E
二

~ 2 5 E e 一 2 5 E
, ,

G
r a ~ 0

.

2 E e , G
二 ,

~ G
二 。 ~ 0

·

SE e ,

产
二 a ~ 产 e ,

一 产 二 ,

一 0
.

2 5
。

几何参数是 l ~ !
~ R 。

一 常数
, h 为总厚度

.

受荷情况同例 1
.

数值结果见表 .2

由表 2 可见
,

文献【6〕和 [ 7 ]的误差随壳厚增加而增大
.

本文解给出了上
、

中 ) 下 3 个面中

心处的挠度
·

“ 厚度增加时
,

它们之间的差距也愈来愈大
·

通过计算发现
,

当

念
一 0

·

9 时
,

此三点的挠度参数分别为 37 ,
.

2 , 1 67
.

8 和 1 11
.

1
。

而文献 [ 6
,

7] 以及大多数板壳理论
,

均假设挠

度沿厚度均布
,

这不仅影响挠度的计算精度
,

且引起其他力学量的误差
,

因为各力学量是通过

方程 ( 1 4 )与挠度相连的
.

表 2 不同厚度下四层壳 (0
。

/ , 0
。

/ , 。
“

/。
。

)中心处挠度参数 矛
*

立
R .

文 解 [ 6 ]

积 ~ K誉。 互 [ 7 ]

}
`:

}
` :

}
` ,

I二兰 } 平
:

} 砰
:

} 竺
-
阵二二一竺 }

_
.̀,二,二,昌.̀,̀舀̀二dJ

.,二,̀.二,̀,̀,̀,自月j0
。

0 1

0
。

0 3

0
。

05

0
、

0 7

0
。

0 9

0
。

10

0
。

20

0
。

30

0
。

4 0 1 4

III ,,, IIIII ---

0
。

20 6 2

l
。

3 9 7 0

2
。

7 4 0 1

4
。

0 0 7 0

5
。

2 9 8 5

5
。

9 80 6

15
。

0 23

29
。

2 86

5 0
。

7 80

0
.

20 6 2

l
。

3 9 8 0

2
。

7 4 3 4

4
。

0 1 2 1

5
。

3 0 1 7

5
。

9 7 9 9

1 4
。

6 6今

2 6
。

9 7 0

呼2
。

7 8 4

0
。

2 0 6 2

l
。

3 9 7 6

2
。

7今0 7

4
。

0 0 4 3

5
。

2 8 , 2

5
。

9 5 7 ,

1咭
。
呼8 9

2̀
。

2 5 7

4 0
。

5 6 8

0
。

2 0 5 2 6

1
.

3 7 2 1

2
。

6 2 2`

3
。

7 0 7 7

4
.

7 3 , 9

5
.

2 5 9 1

1 1
.

8 12

2 1
。

3 7 7

3呜
。

1 8 6

0
.

2 0 , 2 3

l
。

3 7 26 3

2
。

6 35 5

3
。

75 19

4
.

8 2 46

,
。

3 7 25

1 2
。

1 1 0

2 1
。

5 7 3

3 3
。

8 5̀

·
矛 一里些孕。

。 , ,

矶
,
二

:

和 平
,

分别为上
、

中
、

下三面中心处的挠度参数
,
风

, K
:

为剪切修正系数
.

q . `

例 3
.

一微弯的单层壳
,

其几何参数是
、

R o

一 l o 10 h , 甲 ~ 1 0一 g r a d
, : 一 l ~ 1 0人

, I ;

~ l ,

其中甲 见图 2
.

材料的弹性常数同例 1
。

表 3 给出了前 8 个自然频率
.

当壳两端 (
x ~ 。 ,

O 受均布的法向压应力 p
二

作用时
,

前
8 个临界力也列于表 3 中

.

此壳可视为板
,

与文献〔1 l 1( 基于三维弹性力学位移法的板的精确

解 )相比
,

误差极小
。
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表 3 微弯单层壳的频率参数 D 和临界力参数 久*

孚 } 平
0

。

0今7呜2

0
。

0 4 7 4 2

0
。

1 8 8 8 2

0
。

18 8 8 1

0
。

1 18 8 2

0
。

1 18 8 0

0
。

2峪75 5

0
。

2今7 5 3

0
。

2 1 80 2

0
。

2 18 0 4

0
。

3 3 19 9

0
。

3 3 2 0 0

0
。

2 1̀ 9 3

0
。

2 16 9 7

0
。

4 9 5 6 3

0
。

4 9 5 3 0

0
。

3 5 18 8

0
。

3 , 1 5 0

0
.

55 1 8 8

0
。

, , 2 0 1

0
。

5 0 3 13

0
。

5 0 2 9 1

0
。

6 , 0 6 3

0
。

6 , 0 4 3

0
。

3 9今3 8

0
。

3 9 4 0写

0
。

7 6 0 6 3

0
。

7 6 0 0呼

0
。

6 7 3 13

0
。

6 7 2 , 8

0
。

9 4 4 3 8

O
。

, 今 4 3 3

0
。

9 7 3 13

0
。

9 7 27 8

l
。

18 19

l
。

18 14

1
。

3 0 8 1

l
。

3 0 7 7

1
。

3 7 6 9

l
。

3 7 6 5

1
.

4 2 0 6

1
.

4 2 0 5

1
.

45 9 4

1
。

4, 9 6

l
。

5 7 8 1

1
.

5 7 7 7

1
.

5 7 3 1

1
.

5 7 3 7

1
。

6 , 3 1

l
。

6 5 3 0

l
。

8 1 22

l
。

8 1 1 ,

1
.

6 80 9

l
。

6 80 5

1
。

85 2 8

1
。

8 5 2 3

l
。

7 3 4 0

l
。

7 3 3 4

1
.

9 2 9 3

1
.

9 2 8 9

2
.

2 7 1 5

2
。

2 7 2 2

2
。

2 43 4

2
。

2 4 2 7

2
。

2 , 4 3

2
。

25 3 7

2
。

23斗0

2
。

2 3 3 ,

2
。

2 4 0 3

2
。

2 3 9 6

2
。

2 2 7 8

2
。

2 2 7 4

2
。

5今8 1

2
。

, 4 7 9

2
。

, 8 2 ,

2
。

5 8 2略

2
。

6 2 6 2

2
。

6 2 64

2
。

6 4 8 1

2
。

6 4 8 1

2
。

7 3 8 7

2
.

7 3 8 3

2
.

7 4 5 0

2
。

7 4 , 7

3
.

2 6 3 9

3
。

2 6 3 6

3
。

3` 76

3
.

3` 7 8

3
。

2 7 6 4

3
。

2 7 60

3
。

3 8 2 6

3
.

3 8 2 8

3
。

2 9 6 4

3
。

2 9 6 7

3
。

4 0 8 9

3
.

4 0 8 ,

r沪ré、é,洲、é,洲、 J
尹、 J夕、卫了、 ,产气、了、 ,户,̀,̀. .几,̀吸工,̀,二,̀..ù,̀ ,二,ù

J、̀了、沪、̀产LL矛I、厂、r、了、了、了七/、

0
。

l

0
。

3

O
一

2

O
。

3

0
。

l

0
。

3

0
。

l

0
。

3

· “ 一 “
得

, ` 一 “

了冬
, -

罕 P、

一
临界荷载

.

0 ) —
本文解

, ( )z — 文献「1 1] 解
.

五
、

结 论

本文给薄的
、

中等厚度的以及强厚度的叠层圆柱壳提供了统一的解析解
,

物理概念清晰
,

克服了诸家板
、

壳理论中因基本方程之间的互不相容而带来的种种矛盾和限制
.

算例表 明
,

分

层法收敛速度快
,

误差可控
,

精度高
.

而文献 〔61 和 〔7] 的误差
,

必随厚度增加而增大
.

与数值

解相比
,

计算量小
,

主要工作量仅是求六阶矩阵的乘积
.

文中通过转移矩阵构成的递推公式
,

使未知量减少到仅有 3 个
。

而通常的三维弹性力学解却需处理 6武 P 为层数 )个未知量
,

例如

文献〔1 1」即如此
。
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