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摘要 在高频金融数据分析中, 高维波动率矩阵的估计和预测十分具有挑战性, 当金融资产存在自

然的分组结构时, 此问题尤为突出. 为此, 本文提出一种新的 GARCH-Itô 分组因子模型, 将对数价

格序列表示为共同因子、分组因子以及异质项, 并通过将离散的广义自回归条件异方差 (generalized

autoregressive conditional heteroskedasticity, GARCH)结构嵌入特征值过程的波动率中,实现刻画数据

波动率动态的目的. 本文利用伪极大似然法得到模型的参数估计,建立极限理论,模拟研究表明其良好

的有限样本性质. 在实证研究中, 利用上海证券交易所主板及深圳证券交易所创业板的股票高频价格

数据, 对比了不分组的模型及波动率矩阵的非参数多尺度已实现波动率 (multi-scale realized volatility,

MSRV) 估计, 对比结果显示本文模型具有更好的波动率预测效果.
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1 引言

资产配置是指, 投资者根据投资需求在不同类别资产上分配投资资金, 其目的是提高一定风险水

平下的收益. 在进行资产配置时, 投资者通常需要考虑各资产的风险、收益、综合评分和规模等因素

(参见文献 [1]), 从而做出合理的投资决策. 例如, 研究表明, 在股票投资中, 按市值和市净率等因素选

择股票 (参见文献 [2]), 组合低风险低收益和高风险高收益的股票, 可以让投资组合获得相比单一资产

更大的风险回报. 因此, 在资产配置中常按某种因素将备选股票分门别类, 并按类别分散投资. 我们称

这样选择的股票为具有特定分组结构的资产. 金融资产的波动率反映了资产收益的不确定性, 利用权

重与波动率矩阵构成的二次型衡量了一种资产配置的投资风险. 所以, 资产配置问题的核心要素之一
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是估计具有分组结构的资产的波动率矩阵. 随着金融市场的日益繁荣与计算机技术的进步, 市场信息

的获取、金融数据的分析与资产交易的进行都愈发便捷. 投资者在进行资产配置时, 不再集中于少量

的资产上, 所考虑的市场信息也不再局限于低频的信息. 高频数据带来的大量观测可以帮助我们更好

地理解收益的协方差结构并且可以迅速地调整投资组合, 且现代投资组合通常涉及大量资产 (参见文

献 [3, 4]). 因此, 基于海量数据的大规模金融资产的波动率研究, 即高维、高频金融资产波动率矩阵估

计问题, 也逐渐引起了人们的重视 (参见文献 [5]).

在分析具有分组结构的高维资产问题时, 因子模型不失为一种合适的选择. Sharpe [6] 提出了广为

人知的资本资产定价模型 (capital asset pricing model, CAPM),将市场风险作为单一因子,利用大盘期

望收益率与无风险利率之差构造超额收益率, 从而衡量单个股票的期望收益率与超额收益率的关系.

Fama 和 French [7] 提出了三因子模型, 用市场风险、市值风险和账面市值比风险构造三因子, 来解释

个股的超额收益率. Fama 和 French [8] 又进一步地引入盈利水平风险因子和投资水平风险因子, 将三

因子模型推广至五因子模型. 另一方面, 研究者们也从纯数据驱动的角度来寻找因子, 将因子看成是

需要估计的不可观测的变量或者隐变量, 从而提出统计因子模型 (参见文献 [9, 10]). 相比于金融因子

模型,统计因子模型虽然可能存在着金融解释模糊的缺点,但也省去了精心挑选合适因子这一步骤 (参

见文献 [11]). 当资产具有明显的分组结构时, 我们可以依据其分组结构来挑选或估计因子, 从而对资

产进行良好刻画 (参见文献 [12]). 例如, Bekaert 等 [13] 将金融因子分为全球因子与地区因子, 来分析

全球范围内的股票收益; Goyal等 [12] 通过纽约证券交易所 (New York Stock Exchange, NYSE)和纳斯

达克证券交易所 (National Association of Securities Dealers Automated Quotations, NASDAQ) 的例子

说明了交易所因子的必要性. 进一步地, Ando 和 Bai [14] 提出了分组因子模型的一般形式并给出了一

些理论性质.

随着金融数据分析进入高频时代, 新的建模思路与统计工具也相继被提出. 一般地, 我们将以天

或者更长时间段为单位的数据称为低频金融数据,而将以分钟甚至更短时间段为单位的数据称为高频

金融数据. 相比于传统的低频数据, 高频数据提供了更丰富的信息, 为我们展示了资产价格变化的更

为复杂的动态过程. 对高频数据的统计分析和建模有助于我们更好地理解订单流、流动性和价格动

态之间的相互作用 (参见文献 [5]). 在高频金融数据分析中, 资产的价格常被描述为连续时间 Itô 扩

散过程, 而价格的波动常用积分波动率来描述, 即一段时间 (通常是一个交易日) 内波动的累积. 于是,

资产的波动率问题常常归结为积分波动率的估计. 由于市场微观结构噪声的存在 (参见文献 [15]), 积

分波动率的估计并不是一个平凡的问题, 学者们已经提出了一系列的估计量, 如双尺度已实现波动率

(two-time scale realized volatility, TSRV) [15, 16]、MSRV [17]、核已实现波动率 (kernel realized volatility,

KRV) [18]、伪极大似然估计量 (quasi-maximum likelihood estimator, QMLE) [19, 20] 和预平均已实现波

动率 (pre-averaging realized volatility, PRV) [21] 等. 另外, 在实际中, 金融资产的价格有时存在很短时

间内变化较大的特征, 扩散过程无法完全刻画这种性质. 于是, 就有学者提出利用跳扩散来对资产价

格进行建模. 研究表明, 将资产价格的变化分为连续项和跳跃项可以提高波动率预测的精度 (参见文

献 [22–25]). 对于含跳跃项的波动率估计问题, Fan 和 Wang [26] 利用 Wang [27] 提出的小波分析方法

处理了跳跃项, 并改进了 TSRV 和 MSRV 统计量. Zhang 等 [28] 也提出了通过小波分析处理含噪声

的高频数据跳跃项. 国内学者提出了通过非参数方法和 Gauss 混合模型处理高频数据跳跃项 (参见文

献 [29, 30]). 例如, 穆燕和周勇 [31] 提出了带跳高频数据的 4 种高维积分波动率估计方法.

目前,基于小规模资产的高频数据与基于大量资产的低频数据的研究都趋于成熟,越来越多的研究

针对基于大量资产和高频数据的波动率矩阵估计问题展开. 例如, Wang和 Zou [32]、Tao等 [33,34] 通过

假设积分波动率矩阵的稀疏性估计高维高频数据的波动率; Fan等 [35]、Aı̈t-Sahalia和 Xiu [36]、Pelger [37]
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以及 Kim 和 Fan [38] 则通过高频因子模型来估计高维高频数据的协方差矩阵. 其中, Kim 和 Fan [38]

提出的 GARCH-Itô 因子模型是 GARCH-Itô 模型 (参见文献 [39]) 在高维问题上的应用. 相比于传

统的高频波动率估计量, GARCH-Itô 模型将高频的点波动嵌入低频的 GARCH 结构之中, 能够很好

地刻画波动过程的聚集效应, 从而增加了波动率的可预测性. 在前人研究的基础上, 本文提出一种新

的 GARCH-Itô 分组因子模型. 该模型假设资产的对数价格具有分组因子结构, 并用高低频数据结合

的思想对因子过程的波动率进行建模, 以期在横向上区分不同资产波动特征的异同, 在纵向上刻画资

产波动率随时间的变化. 相比于 Kim 和 Fan [38] 的 GARCH-Itô 因子模型, 本文所提出的模型具有以

下优点: 第一, 该模型考虑了资产的真实价格在一些短时间内存在着较大的变动, 在建模时引入了对

跳跃项的处理, 更准确地把握了资产价格的特征; 第二, 该模型引入了分组因子的概念, 将不同波动

率特质的资产进行分组处理, 具有更高的可解释性. 本文的贡献在于, 促进了 GARCH-Itô 模型的理

论与应用发展, 将 Kim 和 Fan [38] 提出的伪极大似然估计拓展至分组因子模型上, 提出了相应的共同

因子与分组因子的个数估计方法及模型求解算法; 同时, 解决了分组因子模型中存在的特定问题, 如

因子个数估计的一致性以及分组因子与共同因子的渐近正交性, 从而保证该模型在实际应用中是可

靠的.

在国内, 实证研究说明我国股市中规模小的公司与规模大的公司的股票有不同的特征, 天然存在

着组结构. 从波动率角度看,小盘股相对大盘股表现得更加活跃,小公司股票具有换手率高、股价波动

率大的特点 (参见文献 [40]). 从收益率角度看, 中国股市存在着 “规模效应”, 规模小的公司的收益率

往往高于规模大的公司 (参见文献 [40–43]). 上述研究结论为本文模型的应用提供了一个良好的切入

点,在实证研究中,我们根据规模因素选取波动率低、收益率低的大规模公司股票以及波动率高、收益

率高的小规模公司股票进行分析.实证结果表明, GARCH-Itô分组因子模型在对资产的波动率矩阵的

刻画上具有良好的表现, 由于分组因子的引入, 模型的解释性与预测性都有所提高.

本文余下内容的结构如下: 第 2 节给出 GARCH-Itô 分组因子模型的定义. 第 3 节提出模型参数

的伪极大似然估计,并给出相应的理论性质. 第 4节利用数值模拟说明该模型的有效性和稳定性. 第 5

节将该模型应用于我国股市的实证研究之中. 第 6 节总结全文. 所有证明在附录中给出.

2 模型建立

在介绍模型之前, 首先给出下文需要用到的符号表示:

记 tr(A) =
∑n

i=1 Aii 为 n × n 矩阵 A 的迹; ∥A∥F =
√

tr(ATA) 为矩阵 A 的 Frobenius 范数;

∥A∥2 =
√
max16i6n |λi| 为矩阵 A 的 2- 范数, 其中 λi 是 ATA 的特征值; 记 ∥A∥max = maxi,j |Aij |;

diag(a)为对角元素由向量 a = (a1, . . . , ap)
T 构成的对角矩阵; ∥a∥2 =

√∑p
i=1 a

2
i 为向量 a的 2-范数;

∥a∥∞ = maxi |ai| 为向量 a 的无穷范数; a⊙ b = (a1b1, . . . , apbp)
T 为向量 a 与 b 的 Hadamard 积. 记

(Ω, (Ft)t∈T ,F ,P) 为一个带域流的概率空间, 其中 (Ft)t∈T 是由 t 时刻之前市场信息诱导生成的 σ 代

数, 本文所考虑的所有随机过程均基于此概率空间定义.

2.1 GARCH-Itô 分组因子模型

假设存在 p个具有分组结构的金融资产 i = 1, . . . , p,并记第 i个资产在 t时刻的对数价格为 Xi(t).

令 X(t) := (X1(t), . . . , Xp(t))
T, 这 p 个金融资产可以分为 K 组, 每组有 pk 个资产, 即 p =

∑K
k=1 pk.
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考虑如下混频分组因子模型:

dX(t) = µdt+
K∑

k=0

B(k)(d)dF (k)(t) + dU(t), t ∈ [d− 1, d), (2.1)

其中, µ为模型的漂移项系数; F (k)(t) := (F
(k)
1 (t), . . . , F

(k)
rk (t))T (k = 0, . . . ,K)表示 K 组因子过程,记

各组因子的个数为 rk (k = 0, . . . ,K), 并令 r̃ =
∑K

k=0 rk; B
(k)(d) := (β

(k)
i,j (d))p×rk (k = 0, . . . ,K) 表示

相应的因子载荷过程; U(t) 表示异质过程; d = 1, . . . , n 表示低频观测时刻, 如每日等.

为了刻画资产的分组结构, 我们将因子过程 F (k)(t) (k = 0, . . . ,K) 分两部分考虑: F (0)(t) 表示对

所有资产均有影响的因子, F (k)(t) (k = 1, . . . ,K) 表示仅对第 k 组资产有影响的因子. 假设因子过程

满足

dF (k)(t) = (V (k)(t))TdW (k)(t), k = 0, . . . ,K, (2.2)

其中, W (k)(t) := (W
(k)
1 (t), . . . ,W

(k)
rk (t)) 是 rk 维标准 Brown 运动, 且对不同的 k 独立; V (k)(t) 是

rk × rk 维波动率矩阵. 同时, 假设异质过程 U(t) 满足

dU(t) = κT(t)dW̃ (t) + dJ(t), (2.3)

其中, W̃ (t)是与W (k)(t)独立的 p维标准 Brown运动, κ(t)为 p× p维波动率矩阵, J(t)为 p维跳跃

过程. 于是, 模型 (2.1)–(2.3) 将金融资产的对数价格分解为 3 部分: 反映市场整体的特征的 “共同因

子”、反映组内特征的 “分组因子” 以及反映资产独有特征的异质项. 相应地, 资产的波动率特征也由

这 3 部分共同刻画: 记资产对数价格 X(t) 在第 d 天连续项积分波动率矩阵为

Ψ(d) := τ (d) +Σ(d),

其中,

τ (d) =

K∑
k=0

τ (k)(d) =

K∑
k=0

B(k)(d)

∫ d

d−1

(V (k)(t))TV (k)(t)dt(B(k)(d))T

为因子过程的积分波动率,

Σ(d) =

∫ d

d−1

κT(t)κ(t)dt

为异质过程的积分波动率.进一步地,不妨记第 i个资产所属分组为 ki, Σ
S(d) = Σij(d)1ki=kj . 则异质

过程积分波动率可以按照组结构分成 ΣS(d) 和 Σ(d)−ΣS(d) 两部分. 图 1 展示了连续项积分波动率

Φ(d) 的具体分解形式.

为保证模型的可识别性, 接下来给出适当的假设. 为此, 对于任意 k = 0, . . . ,K, 记 B(k)(d) 的列

向量为 β
(k)
j (d), j = 1, . . . , rk.

假设 2.1 (1) 对于任意分组 k = 1, . . . ,K 以及任意资产 i = 1, . . . , p, 当 ki ̸= k 时, β
(k)
i,j (d) = 0,

j = 1, . . . , rk; 对于任意分组 k = 1, . . . ,K 以及 j = 1, . . . , r0, 至少存在一个资产 i, 使得 ki = k 且

β
(0)
i,j (d) ̸= 0.

(2) B(k)(d) (k = 0, . . . ,K) 是 Fd−1 可测的, β
(k)
j (d) (k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk) 互相正交, 且

满足

∥β(k)
j (d)∥2 = 1.
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图 1 连续项积分波动率 Φ(d) 的具体分解形式

(3)对于任意 k = 0, . . . ,K, (V (k)(t))TV (k)(t) = diag(λ
(k)
1 (t), . . . , λ

(k)
rk (t)),且 λ

(k)
1 (t) > · · · > λ

(k)
rk (t).

假设 2.1(1) 说明了分组因子对应的因子载荷只在组内资产上非 0, 共同因子对应的因子载荷在每

组上至少有 1 个资产非 0, 即分组因子仅影响同一组内的资产价格而共同因子对每一组资产的价格都

会产生影响. 假设 2.1(2) 和 2.1(3) 则保证了因子本身是可以识别的. 在假设 2.1 的条件下, 因子载荷

与积分波动率矩阵的特征向量具有一一对应关系, 通过下述命题给出:

命题 2.1 在假设 2.1 的条件下, β
(k)
j (d) (k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk) 是 τ (d) 的特征向量, 且对

应的特征值为 Λ
(k)
j (d) :=

∫ d

d−1
λ
(k)
j (t)dt, k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk.

在定义了资产价格的分组因子模型之后, 进一步定义因子波动率的混频结构, 从而提出 GARCH-

Itô 分组因子模型.

定义 2.1 (GARCH-Itô 分组因子模型) 若一组资产的对数价格 X(t) := (X1(t), . . . , Xp(t))
T 满

足 GARCH-Itô分组因子模型, 则对于任意 k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk, 当 t ∈ [d− 1, d)时, λ
(k)
j (t)具有

参数形式 λ
(k)
j (t) := λ

(k)
j (t,θ), 且具有如下结构:

d(β
(k)
j (d))TX(t) = (β

(k)
j (d))Tµdt+

√
λ
(k)
j (t,θ)dW

(k)
j (t) + d(β

(k)
j (d))TU(t),

其中, 

λ
(0)
j (t,θ) = λ

(0)
j ([t],θ) + (t− [t]){pw(0)

j + (γ
(0)
j − 1)λ

(0)
j ([t],θ)}

+

r0∑
l=1

η
(0)
j,l

{∫ t

[t]

√
λ
(0)
l (s,θ)dW

(0)
j (s)

}2

,

λ
(k)
j (t,θ) = λ

(k)
j ([t],θ) + (t− [t]){pkw(k)

j + (γ
(k)
j − 1)λ

(k)
j ([t],θ)}

+

r0∑
l=1

η
(k)
j,l

{∫ t

[t]

√
λ
(0)
l (s,θ)dW

(0)
j (s)

}2

+

r0+rk∑
l=r0+1

η
(k)
j,l

{∫ t

[t]

√
λ
(k)
l (s,θ)dW

(k)
j (s)

}2

, k = 1, . . . ,K,

(2.4)

这里, 当 t 不为整数时, [t] 表示 t 的整数部分, 当 t 为整数时, [t] = t − 1; θ := (w,γ,η) 表示模型的

参数.

注 2.1 (2.4) 中共同因子受其他共同因子往期的影响, 分组因子受同组其他分组因子及共同因

子往期的影响. 而由于不同因子之间协积分波动率为 0, 即在当期上, 共同因子之间、分组因子之间以
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及共同因子和分组因子之间都是不相关的,我们可以将这种不相关性理解为在时间横截面上的不相关

性, 不与 (2.4) 的动态变化规律相冲突.

注 2.2 若记 η
(0)
j := (η

(0)
j,1 , . . . , η

(0)
j,r0

), η
(k)
j,A := (η

(k)
j,1 , . . . , η

(k)
j,r0

), η
(k)
j,B := (η

(k)
j,r0+1, . . . , η

(k)
j,r0+rk

), k = 1,

. . . ,K, 且 η(0) := (η
(0)
1 , . . . ,η

(0)
r0 )T, η

(k)
A := (η

(k)
1,A, . . . ,η

(k)
rk,A

)T, η
(k)
B := (η

(k)
1,B , . . . ,η

(k)
rk,B

)T, 则有

η :=



η(0) 0 0 · · · 0

η
(1)
A η

(1)
B 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

η
(K)
A 0 · · · 0 η

(K)
B


. (2.5)

则可将 (2.4) 改写为矩阵形式

λ(t,θ) = λ([t],θ) + (t− [t]){pw + (γ − Ir∗)λ([t],θ)}+ η

∫ t

[t]

N(s,θ)dW (s)⊙
∫ t

[t]

N(s,θ)dW (s),

其中,

w = (w
(0)
1 , . . . , w(0)

r0 , . . . , w(K)
rK )T, γ = diag(γ

(0)
1 , . . . , γ(0)

r0 , . . . , γ(K)
rK ),

λ(t,θ) = (λ
(0)
1 (t, θ), . . . , λ(0)

r0 (t,θ), . . . , λ(K)
rK (t,θ))T, N(t,θ) = diag(

√
λ(t,θ)),

W (t) = (W (0)(t), . . . ,W (K)(t))T, p = diag(p, . . . , p, p1, . . . , pK).

注 2.3 当 K = 0 即不考虑分组因子时, 且当 J(t) = 0 即不考虑跳跃项时, 模型退化为 Kim 和

Fan [38] 提出的 GARCH-Itô 因子模型.

假设 2.2 (平稳性假设) 假设参数矩阵 η (定义参见 (2.5)) 可逆, 且满足 ∥η∥2 < 1. 对于任意

k = 1, . . . ,K, j = 1, . . . , rk, 0 < γ
(k)
j < 1. 进一步地, 记 η̃ = η−1(eη − Ir̃ − η)(diag(γ)− Ir̃) + eη − Ir̃, 则

∥η̃ + diag(γ)∥2 < 1

且 Ir̃ − η̃ − diag(γ) 可逆.

假设 2.2可以看作文献 [39, 命题 1]中条件的推广. 引入了这一假设之后, 可以对因子积分波动率

矩阵的特征值 Λ
(k)
j (d,θ) 进行进一步的分解. 记 Λ(d,θ) =

∫ d

d−1
λ(t,θ)dt, 有如下命题成立.

命题 2.2 在假设 2.1 和 2.2 的条件下, 对于 d = 1, . . . , n,

Λ(d,θ) = h(d,θ) +D(d) 且 E{Λ(d,θ) | Fd−1} = h(d,θ) a.s.,

其中 h(d,θ) = pη−2(eη − Ir̃ − η)w + η−1η̃λ(d− 1,θ).

注 2.4 假设 2.2保证了序列 h(d,θ)的平稳性. 根据上述命题 2.2,易知 h(d,θ)是 Fd−1 可测的,

且在 Fd−1 的条件下, h(d,θ) 与 Λ(d,θ) 的条件均值相等. 从而, 当我们将观测时刻限制在低频上, 即

t = 1, . . . , n时,模型因子具有向量广义自回归条件异方差 (vector generalized autoregressive conditional

heteroskedasticity, VGARCH) 结构

E{Λ(d,θ) | Fd−1} = η−1(eη − Ir̃)w + γE{Λ(d− 1,θ) | Fd−2}

+ η̃

∫ d−1

d−2

N(s)dW (s)⊙
∫ d−1

d−2

N(s)dW (s) a.s.
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GARCH-Itô 分组因子模型假设了资产价格由一个分组因子模型所驱动, 资产的波动率受到共同

因子、分组因子和异质项的影响. 进一步地, 因子过程对应的瞬时波动率的特征 λ
(k)
j (t,θ) 被假设具有

高低频数据相结合的 GARCH-Itô 参数化结构. 具体而言, 在整数时间点的低频信息上模型因子服从

VGARCH结构,而在整数时间点之间的高频信息上模型是一个连续时间 Itô过程. 通过将高频信息嵌

入低频的 GARCH模型中, GARCH-Itô分组因子模型能够抓住各组资产的波动率聚集效应,从而对波

动率矩阵进行良好的预测. 在我们的模型刻画中, 共同因子和分组因子过程对应的波动率的参数化动

态表示并不相同, 我们假设共同因子对应的波动率只受共同因子的影响, 这与 Kim 和 Fan [38] 的假设

相同; 而分组因子对应的波动率只受共同因子和此组对应的分组因子影响, 不受不同组的分组因子的

影响. 由于漂移项 µ 对估计高频已实现波动率的影响可以忽略不计 (参见文献 [39]), 为便于分析, 后

文中取漂移项 µ = 0.

3 参数估计

本节提出 GARCH-Itô分组因子模型的伪极大似然估计,讨论相应的理论性质,并提出基于本模型

的资产对数价格积分波动率矩阵的估计与预测方法. 假设共有 n 个低频观测时刻, 每两个低频观测时

刻之间存在着 m个高频观测时刻.记 n个低频观测时刻为 t1,0, . . . , tn,0, td,0 与 td+1,0 之间的高频观测

时刻为 td,0 < td,1 < · · · < td,m < td,m+1 = td+1,0. 假设观测是等间隔的, 并令 td,0 = d− 1, d = 1, . . . , n,

且记高频观测间隔 ∆ := td,g − td,g−1 = 1/m. 假设市场微观结构噪声存在, 且与资产潜在对数价格 X

相互独立, 则在 td,g 时刻观测到的资产的真实对数价格 Y (td,g) 满足

Y (td,g) = X(td,g) + ϵ(td,g),

其中, 噪声项 ϵ(td,g) 具有 0 均值, 且对于不同的资产 i 相互独立.

3.1 伪极大似然估计

记 Ψ̂(d) 为资产过程 X(t) 在第 d 天的积分波动率矩阵 Ψ(d) 的估计, Λ̂
(k)
j (d) (k = 0, . . . ,K) 为

Ψ̂(d) 的第 k 组特征值, β̂
(k)
j (j = 1, . . . , rk) 为对应的 rk 个特征向量. 根据 (2.4) 可知, 因子积分波动

率矩阵 τ (d) 的特征值 Λ
(k)
j (d,θ) 有如下迭代关系:

Λ
(0)
j (d,θ) =

pw
(0)
j + (γ

(0)
j + 1)λ

(0)
j (d− 1,θ)

2
+

r0∑
l=1

η
(0)
j,l ρ

(0)
l (d),

Λ
(k)
j (d,θ) =

pkw
(k)
j + (γ

(k)
j + 1)λ

(k)
j (d− 1,θ)

2
+

r0∑
l=1

η
(k)
j,l ρ

(0)
l (d) +

r0+rk∑
l=r0+1

η
(k)
j,l ρ

(k)
l (d), k = 1, . . . ,K,

其中,

ρ
(k)
l (d) :=

∫ d

d−1

{∫ t

t

d(β
(k)
l (d))TX(s)−

∫ t

[t]

d(β
(k)
l (d))TJ(s)

−
∫ t

[t]

(β
(k)
l (d))TκT(s)dW̃ (s)

}2

dt, k = 0, . . . ,K.

由于潜在对数价格 X(t) 是不可观测的, 我们用真实对数价格 Y (td,g) 来作为 td,g 时刻的潜在对数价

格 X(td,g) 的估计, 并估计出资产对数价格第 d 天累计到 td,g 时刻的跳跃 JV (td,g) 以及第 d 天的累
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计跳跃 JV (d). 结合 Euler 法, 将积分离散化, 得到特征值 Λ
(k)
j (d,θ) 的近似:

Λ̃
(0)
j (d,θ) =

pw
(0)
j + (γ

(0)
j + 1)λ̂

(0)
j (d− 1,θ)

2
+

r0∑
l=1

η
(0)
j,l ρ̂

(0)
l (d),

Λ̃
(k)
j (d,θ) =

pkw
(k)
j + (γ

(k)
j + 1)λ̂

(k)
j (d− 1,θ)

2
+

r0∑
l=1

η
(k)
j,l ρ̂

(0)
l (d) +

r0+rk∑
l=r0+1

η
(k)
j,l ρ̂

(k)
l (d), k = 1, . . . ,K,

其中, ρ̂
(k)
l (d) =

∑m
g=1[(β̂

(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)}]2∆, k = 0, . . . ,K, 且

λ̂
(0)
j (d,θ) = pw

(0)
j + γ

(0)
j λ̂

(0)
j (d− 1,θ) +

r0∑
l=1

η
(0)
j,l ((β̂

(0)
l (d))T{Y (d)− Y (d− 1)− JV (d)})2,

λ̂
(k)
j (d,θ) = pkw

(k)
j + γ

(k)
j λ̂

(k)
j (d− 1,θ) +

r0∑
l=1

η
(k)
j,l ((β̂

(0)
l (d))T{Y (d)− Y (d− 1)− JV (d)})2

+

r0+rk∑
l=r0+1

η
(k)
j,l ((β̂

(k)
l (d))T{Y (d)− Y (d− 1)− JV (d)})2, k = 1, . . . ,K.

(3.1)

从而, 我们提出 GARCH-Itô 分组因子模型对应的伪极大似然函数如下:

定义 3.1 伪极大似然函数 L̂n(θ) 满足

L̂n(θ) =

K∑
k=0

rk∑
j=1

L̂
(k)
n,j(θ),

其中,

L̂
(k)
n,j(θ) = − 1

2n

n∑
d=1

(
log Λ̃

(k)
j (d,θ) +

Λ̂
(k)
j (d)

Λ̃
(k)
j (d,θ)

)
, k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk.

记 θ̂ 为极大化伪极大似然函数 L̂n(θ) 得到的参数估计, 即

θ̂ = argmax
θ∈Θ

L̂n(θ). (3.2)

为方便起见, 下文将该估计量称为 GARCH-Itô 估计量, 将基于该估计量实现的积分波动率矩阵

及其特征值的估计 (预测) 都称为基于 GARCH-Itô 方法的估计 (预测).

3.2 极限理论

假设 3.1 对于整数 a > 1,

(1) max16d6nE(∥Ψ̂(d)−Ψ(d)∥aF ) 6 Cpam−a/4, max16d6nE(∥JV (d)−
∫ d

d−1
dJ(t)∥a2) 6 Cpa/2m−a/4,

max16d6n E(∥JV (td,g)−
∫ td,g
d−1

dJ(t)∥a2) 6 Cpa/2m−a/4;

(2) max16d6n E(∥Ψ̂(d)∥aF ) 6 Cpa, max16d6n E(∥Ψ(d)∥aF ) 6 Cpa, max16d6n E(∥ϵ(td,g)∥∞) 6 C,

max16d6n E(∥JV (d)∥a2) 6 Cpa/2, max16d6n E(∥dJ(t)∥a2) 6 Cpa/2;

(3) minj′ ̸=j{Λ(k)
j (d)− Λ

(k)
j′ (d)} > Cpk, k = 0, . . . ,K;

(4) 存在常数 b ∈ (0, 1/2), 使得 pk = Op(p
1/2−b), k = 1, . . . ,K.
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假设 3.1(1) 要求积分波动率的估计和累计跳跃项的估计的收敛速度为 Op(m
−1/4), 我们选取的估

计量 MSRV [17] 和跳跃项估计量 JV (d) [26] 都满足该假设. 假设 3.1(2) 中 dJ(t) 是跳跃项的微分. 假

设 3.1(3) 是近似因子结构的假设, 其中 p0 = p. 我们在后文证明中需要利用文献 [38, 定理 3], 而此定

理的证明需要假设 3.1(3). 假设 3.1(4) 要求每组资产个数的量级是相当的, 且隐含了组数随着资产个

数的增长而增加的条件, 在后文特征向量的渐近正交性证明中需要用到此假设.

假设 3.2 (稀疏性假设) 异质过程的第 d 天积分波动率矩阵 Σ(d) 满足稀疏条件

max
16d6n,16i6p

p∑
j=1

|Σij(d)|δ{Σii(d)Σjj(d)}(1−δ)/2 6 Mσsp,

其中, δ ∈ [0, 1), Mσ 是有界正随机变量, sp 是随 p 变化的稀疏测度且 sp = o(p1/2−b), 不妨假设

sp = O(log p), 且满足对于整数 α > 1,

max
16d6n

E(∥κT(d)κ(d)∥3α2 ) 6 Cs3αp .

假设 3.2 与文献 [38, 第 3.1 小节] 中模型结构相同. 此假设允许异质项对应的不同资产之间存在

相关性, 但只能存在较弱的相关性. 其目的是控制异质项对资产价格刻画的影响, 使得资产价格变化

主要由因子项驱动.

定理 3.1 若假设 2.1、2.2、3.1 和 3.2 成立, 且 n > 2 + 4r̃, b > 0, m → ∞, m−1/2 log p → 0, 则伪

似然估计 θ̂ 收敛到真实参数 θ∗:

∥θ̂ − θ∗∥max = Op(m
−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)

1/2pb/2−1/4).

定理 3.1指出, θ̂ 的收敛速度受到高频观测数 m、资产数 p及异质过程波动矩阵的稀疏测度 sp 所

影响.

注 3.1 当不存在分组时, 通过拟似然估计的参数以 Op(m
−1/4 + (sp/p)

1/2) 的速度收敛到真实

参数.

注 3.2 定理 3.1 是在初值 λ̂
(k)
j (0,θ) 与真实的初值相等的情形下推导的. 在实际应用中, 一般

先给出初值的估计, 再估计模型参数 θ. 此时, 初始值选取的偏差对参数估计会造成一定的影响, 具体

体现在参数的收敛速度需要增加额外的 n−1 项. 该结论已在文献 [39] 中有类似的讨论, 故在此不作详

述, 感兴趣的读者可查阅相关文献.

3.3 算法实现

本小节给出伪极大似然法的具体算法实现.

第 1 步 利用多维情形的 MSRV 算法估计波动率矩阵 Ψ(d). 具体地, 首先通过阈值法估计跳跃

项, 并得到剔除跳跃项的值 Ỹ (td,g) (参见文献 [26]); 接着采用下式得到估计量 Ψ̂MSRV(d):

Ψ̂MSRV(d) =

M∑
g=1

ag[Ỹ , Ỹ ]
(Hg)
d + ς{[Ỹ , Ỹ ]

(H1)
d − [Ỹ , Ỹ ]

(HM )
d },

其中, M 是一个整数, 且与 m1/2 同阶; Hg = g + C, C 是 m1/2 的整数部分;

ag =
12(g + C)(g −M/2− 1/2)

M(M2 − 1)
,
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ς =
(M + C)(C + 1)

(m+ 1)(M − 1)
,

[Ỹ , Ỹ ]
(H)
d =

1

H

m−H∑
g=1

{Ỹ (td,g+H)− Ỹ (td,g)}{Ỹ (td,g+H)− Ỹ (td,g)}T.

第 2 步 计算共同因子特征值与特征向量: 对 Ψ̂MSRV(d) 进行特征分解, 选取前 r0 个特征值作为

共同因子对应的特征值 Λ̂
(0)
j (d), 并得到相应的特征向量 β̂

(0)
j (d). 从而得到共同因子对应的波动率矩

阵 τ (0)(d) 的估计

τ̂ (0)(d) =

r0∑
j=1

Λ̂
(0)
j (d)β̂

(0)
j (d)(β̂

(0)
j (d))T.

第 3步 计算分组因子特征值和特征向量: 将残差阵 ε̂(d) := Ψ̂MSRV(d)−τ̂0(d)按组结构进行分块,

得到 ε̂S(d) = ε̂ij(d)1ki=kj . 并逐块进行特征值分解, 得到各组因子对应的特征值 Λ̂
(k)
j (d), j = 1, . . . , rk,

k = 1, . . . ,K. 将特征向量按组结构补 0, 扩充成 p 维的向量, 作为分组因子对应特征向量的估计

β̂
(k),S
j (d).

第 4 步 利用上述特征值和特征向量, 根据 (3.2) 得到参数的伪极大似然估计.

上述算法实现的前提是确定共同因子的个数 r0 和分组因子的个数 rk, k = 1, . . . ,K. 然而, 在实

际问题中, 因子的个数往往是未知的. 本文基于 Aı̈t-Sahalia 和 Xiu [36] 的研究, 提出因子个数的估计

r̂k = argmin
16j6Rk

n∑
d=1

(p−1
k Λ̂

(k)
j (d) + jgk(m, p))− 1, k = 0, . . . ,K,

其中, gk(m, p) 是与 m 和 p 有关的惩罚函数, 用来防止因子个数的过度选取. 在应用中, 应选取适当

的 gk(m, p), 使得对于 j 6 rk, 保证 p−1
k Λ̂

(k)
j (d) 占据主导地位, 而在 j > rk 时, jgk(m, p) 占据主导, 从

而正确地估计出 rk. Rk 为一个较大的常数, 在本文中取为 10. 定理 3.2 通过对惩罚函数 gk(m, p) 施

加具体限制, 得到此估计量的良好性质.

定理 3.2 当假设 3.2 成立, 且 pk = o(p), m−1/2 log p → 0, g0(m, p) → 0, gk(m, p) → 0,

g0(m, p)(m−1/4(log p)1/2 + pk/p)
−1 → ∞, gk(m, p)(m−1/4(log pk)

1/2 + sp/pk)
−1 → ∞ 时,

P(r̂k = rk) → 1, k = 0, . . . ,K.

具体地, 本文选取

g0(m, p) = 0.02Λ̂
(0)
10 (d)

(
m−1/4(log p)1/2 +

pk
p

)1/2

,

gk(m, p) = 0.02Λ̂
(k)
10 (d)

(
m−1/4(log pk)

1/2 +
sp
pk

)1/2

,

易见 g0(m, p) 和 gk(m, p) 的选取满足定理 3.2 的条件.

在一般的因子分析中, 因子往往被要求具有正交性. 本文提出的模型也遵循这一条件. 从算法实

现的角度来看, 根据模型假设与特征值分解的算法性质, 易知上述算法满足: (1) 同组内的分组因子对

应的特征向量相互正交; (2) 不同组的分组因子对应的特征向量相互正交. 然而, 共同因子与分组因子

对应特征向量之间的正交性并不显然, 下述定理 3.3 给出了相关结论.
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定理 3.3 当假设 3.1 和 3.2 成立, 且 m → ∞, p → ∞, pbm−1/4 → 0 时, β̂
(k),S
j (d) 与 β̂

(0)
j′ (d)

(k = 1, . . . ,K) 存在渐近正交性,

(β̂
(k),S
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d) = Op(p

bm−1/4 + (log p)1/2m−1/4 + p−b + spp
b−1/2), k = 1, . . . ,K.

由定理 3.3 可知, 如果希望得到共同因子与分组因子对应特征向量之间的渐近正交性, 模型需要

更强的假设, 要求高频观测数 m 具有资产个数 p 的多项式阶的增长速度, 这比定理 3.1 (参数估计的

一致性) 和 3.2 (因子个数估计的一致性) 的条件更强. 这相当于要求更大的高频样本量.

3.4 积分波动率矩阵的估计与预测

在得到模型参数的估计 θ̂ 之后, 基于该模型, 我们可以得到各因子特征值的估计 Λ̃
(k)
j (d, θ̂) 以及

积分波动率矩阵的估计 Ψ̂(d) = τ̂ (d) + Σ̂(d). 则异质过程的积分波动率估计 Σ̂(d) 满足

Σ̂ij(d) =


ˆ̂
Σij(d) ∨ 0, i = j,

sij{ ˆ̂Σij(d)}1{| ˆ̂Σij(d)|>ϖij}
, i ̸= j,

其中,

ˆ̂Σ(d) = Ψ̂MSRV(d)−
K∑

k=0

rk∑
j=1

Λ̂
(k)
j (d)β̂

(k),S
j (d)(β̂

(k),S
j (d))T;

β̂
(0),S
j (d) := β̂

(0)
j (d); sij(·) 为阈值函数, 满足 |sij(x)− x| 6 ϖij ,

ϖij = ϖm

√
(
ˆ̂
Σii(d) ∨ 0)(

ˆ̂
Σjj(d) ∨ 0),

ϖm 为与样本量有关的常数, 具体选取方法可参见文献 [44, 定理 3]. 这样, 我们构造的估计量 Σ̂(d) 满

足稀疏性假设 3.2.

进一步地, 我们对因子特征值及积分波动率矩阵进行预测. 根据命题 2.2 可知, 在给定第 d 天的

信息 Fd 的情形下, h(d+1,θ)是第 d+1天的特征值 Λ(d+1,θ)的条件均值,因此, h(d+1,θ)的估计

ĥ(d+ 1, θ̂) = pη̂−2(eη̂ − Ir̃ − η̂)ŵ + η̂−1˜̂ηλ̂(d, θ̂)

可以作为第 d + 1 天因子特征值的良好预测. 其中, λ̂(d − 1, θ̂) 为 λ(d − 1, θ̂) 的近似, 其定义由 (3.1)

给出. 从而, 我们可以利用 ĥ(d+ 1, θ̂) 来预测 d+ 1 天的积分波动率矩阵

Ψ̃(d+ 1) : = τ̃ (d+ 1) + Σ̃(d+ 1)

=

K∑
k=0

rk∑
j=1

ĥ
(k)
j (d+ 1, θ̂)β̂

(k),S
j (d)(β̂

(k),S
j (d))T + Σ̃(d+ 1),

其中, τ̃ (d + 1) 表示第 d + 1 天因子过程积分波动率矩阵的预测, 将 ĥ(d + 1, θ̂) 与第 d 天的特征向量

β̂
(k),S
j (d) 结合即可求得; Σ̃(d + 1) 表示第 d + 1 天异质过程积分波动率矩阵的预测, 这需要我们对异

质项波动率矩阵施加额外的假设. 例如, 若 Σ(d) 为一个鞅过程, 可得到 E{Σ(d+ 1) | Fd} = Σ(d). 此

时可以用第 d 天的估计值 Σ̂(d) 进行预测.
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4 模拟研究

4.1 生成数据

在模拟研究中, 假设共有 p = 200 个资产, 且组数 K = 2, 每一组资产的个数为 p1 = p2 = 100. 假

设低频观测天数 n = 100, 分别考虑高频观测时刻数 m = 200 和 m = 1,500 两种情形. 固定观测时刻

td,g = d − 1 + g/m, d = 1, . . . , n, g = 1, . . . ,m, 利用本文提出的 GARCH-Itô 分组因子模型, 分别在相

应时刻上生成模型的因子过程、异质过程, 从而得到资产潜在对数价格 X(td,g).

对于因子过程,假设共有 r̃ = 6个因子驱动模型,其中共同因子数 r0 = 2,分组因子数 r1 = r2 = 2,

模型真实参数 θ∗ 为 (w(0))∗ = (0.3, 0.2), (w(1))∗ = (0.14, 0.1), (w(2))∗ = (0.1, 0.075), (γ(0))∗ =

(0.2, 0.175), (γ(1))∗ = (0.1, 0.15), (γ(2))∗ = (0.05, 0.11), (η
(0)
1 )∗ = (0.25, 0.2), (η

(0)
2 )∗ = (0.18, 0.15),

(η
(1)
1,A)

∗ = (0.18, 0.06), (η
(1)
1,B)

∗ = (0.18, 0.14), (η
(1)
2,A)

∗ = (0.06, 0.01), (η
(1)
2,B)

∗ = (0.13, 0.1), (η
(2)
1,A)

∗ =

(0.14, 0.02), (η
(2)
1,B)

∗ = (0.12, 0.13), (η
(2)
2,A)

∗ = (0.04, 0), (η
(2)
2,B)

∗ = (0.08, 0.09). λ(t,θ) 的初始值为

λ∗(0,θ) = (300, 200, 80, 60, 30, 10). 根据 (2.4) 迭代生成 λ
(k)
j (td,g,θ

∗). 进一步, 我们通过模拟研究

发现 ηA 对不同组波动率差异的影响最大, ηB 和 w 次之, λ(0,θ)的影响最小,具体结果见附录. 接着,

根据假设 2.1(1), 生成互相正交的 r̃ 个模长为 1 的特征向量 β
(k)
j (d).

对于异质过程的连续项,生成异质项波动率矩阵 Σij = 0.5|i−j|√ΣiiΣjj ,其中 Σii = 1 (i = 1, . . . , p),

再通过 Cholesky 分解得到 κ(t). 对于异质过程的跳跃项, 假设各观测时刻发生的跳跃是相互独立的,

跳跃发生的次数服从 Poisson 分布 P (λ), λ = 1,000. 对于第 i 个资产, 跳跃幅度为 w01w0>0 + wi, 其

中, w0 服从正态分布 N(0, 0.32), wi = 0.8× (| cos(i)|).
假设扰动项 ϵ(td,g)服从正态分布 N(0, 10−7),资产的真实对数价格 Y (td,g) = X(td,g)+ϵ(td,g). 在

此参数设定下, 因子的平均累计贡献率为 62.5%, 这与我们的实证较为一致.

根据上述步骤生成的资产价格数据具有明显的组间差异. 记 Ψ̂
(1)
MSRV(d) 和 Ψ̂

(2)
MSRV(d) 分别为第 d

天第一组和第二组利用 MSRV 方法估计出的积分波动率矩阵, 则两组资产的平均积分波动率比值为

n−1
∑n

d=1 tr{Ψ̂
(1)
MSRV(d)}/tr{Ψ̂

(2)
MSRV(d)} = 1.831. 可以看出, 第一组的波动率显著地大于第二组, 这一

特征与第 4.2 小节将要分析的实际数据相契合.

4.2 模拟结果

选取前 n0 = 90 天为训练集, 后 n − n0 = 10 天为测试集, 在训练集上进行参数估计, 重复实验

50 次.

表 1 是 50 次模拟中共同因子和分组因子个数正确估计比例. 随着日内数据的增加, 因子个数估

计正确比例上升, 且当 m 取 1,500 时, 共同因子和分组因子个数估计全部正确. 这说明此估计因子个

数的方法是有效的.

表 2 和 3 通过偏差的平方 (bias2)、方差 (Var) 和均方误差 (MSE) 分别衡量模型中共同因子与分

组因子相关参数的估计误差. 可以明显看出, 各参数的估计误差都在能够接受的范围之内, 且随着日

表 1 共同因子和分组因子个数正确估计比例

m r̂0 r̂1 r̂2

200 1.00 0.96 0.84

1,500 1.00 1.00 1.00
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表 2 GARCH-Itô 分组因子模型共同因子对应的参数估计误差 (×10−4)

Class m ŵ η̂
(0)
·,1 η̂

(0)
·,2 γ̂

λ
(0)
1 bias2 200 3.287 46.609 77.510 12.276

1,500 3.742 13.164 13.059 0.863

Var 200 16.452 5.936 16.787 50.244

1,500 7.480 6.078 6.896 28.121

MSE 200 19.739 52.544 94.297 62.520

1,500 11.239 19.242 19.954 28.983

λ
(0)
2 bias2 200 0.273 33.162 37.182 3.196

1,500 1.997 5.206 5.094 0.033

Var 200 10.622 2.295 7.482 53.733

1,500 3.814 2.705 3.668 27.679

MSE 200 10.894 35.457 44.664 56.929

1,500 5.811 7.911 8.762 27.712

表 3 GARCH-Itô 分组因子模型分组因子对应的参数估计误差 (×10−4)

Class m ŵ η̂
(·)
·,1 η̂

(·)
·,2 η̂

(·)
·,3 η̂

(·)
·,4 γ̂

λ
(1)
1 bias2 200 5.029 144.147 2.674 140.663 98.792 26.584

1,500 12.325 28.989 0.256 53.340 25.487 11.846

Var 200 6.072 0.878 1.621 6.564 7.288 26.206

1,500 3.111 1.778 1.075 6.952 7.642 14.803

MSE 200 11.101 145.025 4.295 147.227 106.080 52.791

1,500 15.436 30.767 1.331 60.292 33.129 26.649

λ
(1)
2 bias2 200 1.922 7.687 1.379 87.700 49.415 4.566

1,500 2.476 0.712 1.073 11.406 1.061 0.596

Var 200 3.322 0.461 0.780 2.139 4.701 38.500

1,500 1.590 0.571 0.889 3.269 5.713 15.670

MSE 200 5.245 8.148 2.178 89.836 54.116 43.061

1,500 4.066 1.283 1.962 14.675 6.774 16.265

λ
(2)
1 bias2 200 2.947 72.343 0.659 26.605 91.476 87.316

1,500 3.358 10.127 0.153 0.285 11.539 7.309

Var 200 5.315 0.802 0.797 6.286 5.289 33.954

1,500 1.528 1.095 0.904 6.378 15.317 14.925

MSE 200 8.262 73.145 1.456 32.890 96.765 121.270

1,500 4.886 11.222 1.057 6.663 26.856 22.234

λ
(2)
2 bias2 200 2.352 2.124 1.951 17.389 40.700 2.605

1,500 0.861 0.088 0.597 0.288 0.366 1.117

Var 200 3.052 0.286 0.577 2.847 3.363 31.336

1,500 0.779 0.359 0.565 2.002 6.204 30.277

MSE 200 5.404 2.410 2.528 20.237 44.063 33.941

1,500 1.640 0.447 1.162 2.290 6.570 31.394
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内数据的增加, 误差大幅度减小. 这说明模型具有良好的有限样本性质.

进一步地, 我们在测试集上对模型的一步预测效果进行评估. 记模型积分波动率矩阵各特征值在

第 d 天的相对预测误差为

err
(k)
j (d) :=

|ĥ(k)
j (d, θ̂)− Λ

(k)
j (d,θ∗)|

Λ
(k)
j (d,θ∗)

, (4.1)

其中 Λ
(k)
j (d,θ∗) 是因子积分波动率矩阵特征值的真值. 表 4 展示了在不同观测频率下, 在 50 次重复

实验中利用本文的 GARCH-Itô 方法得到的各特征值在测试集 d = n0 + 1, . . . , n 上的平均相对预测误

差. 我们同时引入了基于 MSRV 方法的特征值预测作为对比, 即利用 MSRV 估计出第 d − 1 天的积

分波动率矩阵 Ψ̂MSRV(d − 1) 并进行相应的特征值分解, 得到第 d − 1 天的共同因子与分组因子对应

的特征值 Λ̂
(k)
j (d− 1) 作为第 d 天特征值的预测. 这相当于忽略了数据的 GARCH-Itô 结构, 仅利用分

组信息来预测数据的波动率. 作为高频非参数方法, 可以预见 MSRV 的短期预测能力将高于长期. 因

此, 我们同时考虑短期 MSRV 预测, 即以 “小时” 为单位 (而不是 “天”) 进行向前一步的预测. 假设一

个交易日有 4 个小时, 在短期 MSRV 中, 我们选取短期高频数据量为 m/4. 根据表 4, 我们发现, 随着

日内数据的增加, 利用 GARCH-Itô 方法得到的因子积分波动率对应特征值的平均相对预测误差显著

减小, 并且在所有情形下, GARCH-Itô 方法的结果都远好于 MSRV 方法.

为比较分组结构与不分组结构的预测误差, 我们另外构建一个不分组模型, 即假设所有的因子都

为共同因子, 并选取与分组模型贡献率相同的因子个数 r0 = r̃ = 6. 在这种情形下, 由于分组模型与不

分组模型的因子含义不尽相同,除前两个共同因子之外,无法直接比较其预测效果,但由因子所解释的

资产价格整体的波动率 (即因子特征值的和) 是可以相比的. 因此, 定义由部分因子组成的集合 I0 解
释的波动率在第 d 期的相对预测误差为

errI0(d) :=
|
∑

(k,j)∈I0
{ĥ(k)

j (d, θ̂)− Λ
(k)
j (d,θ∗)}|∑

(k,j)∈I0
Λ
(k)
j (d,θ∗)

, (4.2)

其中, I0 为因子指标集,
∑

(k,j)∈I0
Λ
(k)
j (d,θ∗) 代表由指标集 I0 中的因子所解释的各资产对数价格的

表 4 GARCH-Itô 方法和 MSRV 方法的因子积分波动率对应特征值的平均相对预测误差, 基于 50 次重复实验

的均值 (标准差)

Class m GARCH-Itô MSRV 短期 MSRV

λ
(0)
1 200 0.173 (0.056) 0.279 (0.100) 0.251 (0.044)

1,500 0.129 (0.028) 0.221 (0.077) 0.220 (0.031)

λ
(0)
2 200 0.167 (0.063) 0.250 (0.088) 0.234 (0.069)

1,500 0.140 (0.030) 0.245 (0.080) 0.220 (0.031)

λ
(1)
1 200 0.292 (0.103) 0.336 (0.094) 0.442 (0.137)

1,500 0.197 (0.041) 0.329 (0.085) 0.249 (0.035)

λ
(1)
2 200 0.258 (0.096) 0.288 (0.073) 0.421 (0.130)

1,500 0.170 (0.039) 0.287 (0.070) 0.236 (0.030)

λ
(2)
1 200 0.283 (0.086) 0.362 (0.113) 0.350 (0.119)

1,500 0.229 (0.056) 0.369 (0.123) 0.336 (0.057)

λ
(2)
2 200 0.257 (0.072) 0.331 (0.104) 0.262 (0.100)

1,500 0.194 (0.055) 0.293 (0.099) 0.426 (0.078)

1346



中国科学 : 数学 第 52 卷 第 11 期

表 5 3 种方法的因子积分波动率的平均相对预测误差, 基于 50 次重复实验的均值 (标准差)

m 分组 不分组 不分组且忽略跳跃项

200 0.227 (0.087) 0.378 (0.109) 2.232 (0.620)

1,500 0.173 (0.037) 0.310 (0.057) 0.802 (0.380)

积分波动率之和. 在这里, 由于分组与不分组模型的前两个因子是相同的, 我们主要考虑分组因子组

成的集合的预测效果. 因此, 取 I0 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} 表示分组因子的指标集. 对于不分组模

型, 用指标集 I1 = {(0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6)} 代替 I0, 表示后 4 个共同因子的指标集.

同时, 选取不分组且忽略跳跃项的方法 (即 Kim 和 Fan [38] 提出的方法) 作为对照组. 表 5 展示

了 3 种方法在日内高频观测数分别为 m = 200 和 m = 1,500 时的因子积分波动率平均相对预测误差.

随着日内数据的增加, 预测误差降低, 且本文提出的方法明显优于其他 2 种方法. 这说明, 当数据存在

分组结构时, 分组模型能够明显地提高波动率的预测精度. 同时, 跳跃项对模型的影响不容忽视, 因此

在下文的实证分析中首先剔除数据的跳跃项.

5 实证分析

本节选取波动率较低的大规模公司股票与波动率较高的小规模公司股票,构造具有分组结构的资

产组合, 利用 GARCH-Itô 分组因子模型, 对其波动率矩阵进行分析预测. 本节的数据来源于 Wind 数

据库. 我们从上证主板与深证创业板各选取 50 支股票, 取其每分钟的对数收盘价, 从而对于每一个交

易日, 得到 m = 237 个高频观测. 数据的时间跨度为 2019 年 1 月 2 日至 2019 年 12 月 31 日, 共计

n = 244 个交易日. 这 50 支上证主板股和 50 支深证创业板股的平均股本分别为 93.5 亿和 8.3 亿, 体

现了 “大规模公司 - 小规模公司” 的分组结构. 同时, 这两组股票对数价格的平均积分波动率比值为

0.425, 反映了小规模公司股票往往具有相对较高的波动率的特点, 进一步说明分组分析的必要性.

在拟合 GARCH-Itô 分组因子模型之前, 需要确定共同因子与分组因子的个数. 选取与模拟中相

同的方法,共同因子和分组因子个数的估计为 r̂0 = 2和 r̂1 = r̂2 = 3. 此时这 8个因子在 244个交易日

的平均累计贡献率达到 66.8%. 图 2 展示了特征值相对大小的碎石图. 选取前 9 个月 181 个交易日为

训练集, 后 3 个月 63 个交易日为测试集, 在训练集上最大化伪极大似然函数 L̂n(θ), 得到参数的估计

值 θ̂. 与模拟研究类似, 我们评估模型的一步预测效果, 同时与 MSRV 方法进行比较. 不同之处在于,

此时特征值的真值未知, 我们用 MSRV 方法估计的波动率矩阵 Ψ̂MSRV(d) 的对应特征值 Λ̂
(k)
j (d) 代替

(4.1) 中的 Λ
(k)
j (d,θ∗). 图 3 展示了在测试集上应用本文提出的 GARCH-Itô 方法和 MSRV 方法得到

的共同因子和分组因子的各特征值的相对预测误差. 根据图 3, 我们发现, 相比 MSRV方法, 对于所有

的特征值,本文提出的 GARCH-Itô方法都有更低的平均相对预测误差. 这说明在实际数据中, 资产对

数价格的因子过程在一定程度上存在着 GARCH 结构, 即波动率聚集的特性.

为了说明分组分析的必要性, 我们将分组模型与不分组的模型进行比较. 为使两模型具有可比

性, 在不分组模型中, 考虑因子数 r = 5 和 r = 6, 对应着因子平均累计贡献率分别为 65.9% 和

70.9%. 根据 (4.2), 我们可以比较因子组成的集合 I0 所解释的波动率在测试集上的平均预测误差.

其中, 我们利用 Φ̂MSRV(d) 分解得到的特征值 Λ̂
(k)
j (d) 代替未知真实值 Λ

(k)
j (d, θ∗). 首先比较所有因

子的总体预测效果, 即将 I0 取为因子全集. 另外, 分组因子模型的两个共同因子实际上与不分组因

子模型的前两个因子相同, 这是由模型的定义和算法决定的; 而对于两类模型中不同的因子, 即分组

模型中指标属于 I0 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)} 的分组因子, 与不分组模型中指标属于
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Ĩ0 = {(0, 3), (0, 4), (0, 5)} (r = 5) 或 Ĩ0 = {(0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6)} (r = 6) 的因子, 两者的预测效果不

同. 故我们比较了 I0 和 Ĩ0 下因子的预测效果. 进一步, 选取只考虑高频数据的 MSRV 方法和小时预

测的短期 MSRV 方法作为对照组. 表 6 展示了这 4 种方法在全体因子上和提出共同因子上的因子积

分波动率的平均相对预测误差. 本文提出的方法的预测误差低于其余 3 种方法, 且本文提出的方法的

优势在剔除共同因子影响后更加明显, 这更能说明我们的分组是有效的.

10842 6

0.002

0.000

0.004

图 2 (网络版彩图) 特征值的相对大小的碎石图

GARCH-Itô

MSRV

(0, 1) (0, 2) (1, 1) (1, 2) (1, 3) (2, 1) (2, 2) (2, 3)

0.5

0.0

1.0

1.5

图 3 GARCH-Itô 方法和 MSRV 方法在共同因子和分组因子上积分波动率对应特征值的相对预测误差
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表 6 4 种方法的因子积分波动率的平均相对预测误差

分组 不分组 (r = 5) 不分组 (r = 6) MSRV 短期 MSRV

全体因子 0.186 0.191 0.187 0.236 0.218

剔除共同因子 0.138 0.194 0.220 0.173 0.259

6 总结

在分析高维、高频金融资产数据时,因子模型能够有效地降低数据的维数,提取蕴含数据特征的潜

在因子; 而 GARCH-Itô 模型则通过将高频数据嵌入低频 GARCH 模型中, 来刻画波动率的聚集效应,

从而提高模型的解释力与预测效果.当资产具有明显的分组结构时,各组资产的特征不尽相同,此时利

用分组建模的思想,更能发挥出因子模型与 GARCH-Itô模型的优势. 鉴于此, 本文提出了一种新的分

组数据的高维、高频数据波动率矩阵的分析方法: GARCH-Itô分组因子模型. 该模型在引入了共同因

子的同时也引入了分组因子,从而刻画分组效应.我们提出了模型参数的伪极大似然估计,并证明了估

计量的极限性质. 在模拟研究中, 我们发现该模型具有良好的有限样本性质. 在实证研究中, 我们将公

司规模作为分组的依据, 选取了大规模公司和小规模公司的股票资产作为分析对象,建立 GARCH-Itô

分组因子模型. 通过与积分波动率矩阵的 MSRV高频估计量以及不分组模型的比较,我们发现分组模

型具有更好的波动率预测能力. 在实际数据中, 金融资产间特征的差异可以体现在方方面面, 从而能

够产生多种不同的分组方式, 此时如何确定最为合适的分组, 或比较不同分组的优劣, 都将是我们未

来研究的方向.

致谢 特别感谢审稿人对本文提出的宝贵意见.
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附录 A 定理的证明

在给出证明前, 首先给出需要用到的符号表示:

记 Vec(A) = (A11, . . . , A1n, A2,1, . . . , Amn)
T 为矩阵 A = (Aij)m×n 的按行拉直向量; 记 ∥a∥p

= (
∑n

i=1 |ai|p)1/p 为向量 a 的 p- 范数, 其中 p > 1.

附录 A.1 命题 2.2 的证明

我们有

τ (d) = B(0)(d)

∫ d

d−1

(V (0)(t))TV (0)(t)dt(B(0)(d))T +
K∑

k=1

B(k)(d)

∫ d

d−1

(V (k)(t))TV (k)(t)dt(B(k)(d))T

=

r0∑
j=1

∫ d

d−1

λ
(0)
j (t)dtβ

(0)
j (d)(β

(0)
j (d))T +

K∑
k=1

rk∑
j=1

∫ d

d−1

λ
(k)
j (t)dtβ

(k)
j (d)(β

(k)
j (d))T.

由假设 2.1(3) 可知, 对于任意 k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk, (β
(k)
j (d))Tβ

(k)
j (d) = 1; 而对于任意 j′ ̸= j 或

k′ ̸= k, (β
(k)
j (d))Tβ

(k′)
j′ (d) = 0. 由此可知, 对于任意 k = 0, . . . ,K, j = 1, . . . , rk,

τ (d)β
(k)
j (d) =

∫ d

d−1

λ
(k)
j (t)dtβ

(k)
j (d).

这说明, β
(0)
1 (d), . . . ,β

(0)
r0 (d),β

(1)
1 (d), . . . ,β

(K)
rK (d)是 τ (d)的特征向量,且对应的特征值为

∫ d

d−1
λ
(0)
1 (t)dt,

. . . ,
∫ d

d−1
λ
(0)
r0 (t)dt,

∫ d

d−1
λ
(1)
1 (t)dt, . . . ,

∫ d

d−1
λ
(K)
rK (t)dt.

附录 A.2 定理 3.1 的证明

引理 A.1 若 a、̃a、b 和 b̃ 是 p 维向量, 且 4 阶矩存在, 则

E(aTb× ãTb̃) 6 E(∥a∥42)1/4E(∥b∥42)1/4E(∥ã∥42)1/4E(∥b̃∥42)1/4.

证明 由 Hölder 不等式可知

E(aTb× ãTb̃) 6 E({aTb}2)1/2E({ãTb̃}2)1/2 6 E(∥a∥22∥b∥22)1/2E(∥ã∥22∥b̃∥22)1/2

6 E(∥a∥42)1/4E(∥b∥42)1/4E(∥ã∥42)1/4E(∥b̃∥42)1/4.

证毕.

引理 A.2 在假设 2.1、3.1 和 3.2 的条件下,

E(|ρ̂(0)l (d)− ρ
(0)
l (d)|) 6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s., l = 1, . . . , r0,
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E(|ρ̂(k)l (d)− ρ
(k)
l (d)|) 6 C{m−1/4(log p)1/2p1/2−b + p1/2−2b

+ (sp)
1/2p1/4−b/2} a.s., l = 1, . . . , rk, k = 1, . . . ,K.

证明 记 JJ(td,g) = J(td,g)− J(d− 1).

令 ρ̂
(k)
l (d)− ρ

(k)
l (d) = (a1) + (b1) + (c1), 其中

(a1) = ∆

m∑
g=1

((β̂
(k),S
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)})2

− ((β
(k)
l (d))T{X(td,g)−X(d− 1)− JJ(td,g)})2,

(b1) = ∆

m∑
g=1

((β
(k)
l (d))T{X(td,g)−X(d− 1)− JJ(td,g)})2

−∆
m∑

g=1

((β
(k)
l (d))T{X(td,g)−X(d− 1)− JJ(td,g)− κT(td,g)W̃ (td,g) + κT(d− 1)W̃ (d− 1)})2,

(c1) = ∆
m∑

g=1

((β
(k)
l (d))T{X(td,g)−X(d− 1)− JJ(td,g)− κT(td,g)W̃ (td,g) + κT(d− 1)W̃ (d− 1)})2

−
∫ d

d−1

((β
(k)
l (d))T{X(t)−X(d− 1)− J(t) + J(d− 1)− κT(t)W̃ (t) + κT(d− 1)W̃ (d− 1)})2dt.

对于 (a1), 容易得出 (a1) = (d1) + (e1), 其中

(d1) = ∆
m∑

g=1

{(β̂(k),S
l (d))T − (β

(k)
l (d))T}{Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)}

× {(β̂(k),S
l (d))T + (β

(k)
l (d))T}{Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)},

(e1) = ∆
m∑

g=1

((β
(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)−X(td,g) +X(d− 1)− JV (td,g) + JJ(td,g)})

× ((β
(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1) +X(td,g)−X(d− 1)− JV (td,g)− JJ(td,g)}).

我们有 ∥(β̂(k),S
l (d))T∥22 = 1, ∥(β(k)

l (d))T∥22 = 1, 所以 E(∥(β̂(k),S
l (d))T + (β

(k)
l (d))T∥a2) 6 C. 当 k = 0

时, 根据假设 3.1以及文献 [38, 定理 3.1]有 E(∥(β̂(k),S
l (d))T − (β

(k)
l (d))T∥a2) 6 C{m−a/4 + (sp/p)

a};当
k = 1, . . . ,K 时, 由于 pk = O(p1/2−b), 根据文献 [36, 定理 4] 有

E(∥(β̂(k),S
l (d))T − (β

(k)
l (d))T∥a2) 6

∥ϵ̂S(d)− (
∑K

k=1 τ
(k)(d) +ΣS(d))∥a2 + ∥Σ(d)−ΣS(d)∥a2
(λ

(k)
j (d)− λ

(k)
j+1(d))

a

6 C{m−a/4(log p)a/2 + p−ab + (sp)
apa(b−1/2)},

且 E(∥Y (k)(td,g)− Y (k)(d− 1)− JV (k)(td,g)∥2a2 ) = Op(p
a
k), 其中上标 (k) 表示第 k 组. 由引理 A.1 知,

当 k = 0 时,

E(|(d1)|) 6 C∆
m∑

g=1

E(∥β̂(k),S
l (d)− β

(k)
l (d)∥42)1/4E(∥Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)∥42)1/2

6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)}
a.s.;
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当 k = 1, . . . ,K 时,

E(|(d1)|) 6 C∆

m∑
g=1

E(∥β̂(k),S
l (d)− β

(k)
l (d)∥42)1/4E(∥Y (td,g)− Y (d− 1)− JV (td,g)∥42)1/2

6 Cpk{m−1/4(log p)1/2 + p−b + spp
b−1/2} a.s.

容易推导出 (e1) = (e11)− (e12), 其中,

(e11) = ∆
m∑

g=1

((β
(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)−X(td,g) +X(d− 1)})

× ((β
(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1) +X(td,g)−X(d− 1)− JV (td,g)− JJ(td,g)}),

(e12) = ∆
m∑

g=1

((β
(k)
l (d))T{JV (td,g)− JJ(td,g)})

× ((β
(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1) +X(td,g)−X(d− 1)− JV (td,g)− JJ(td,g)}).

对于 (e11), 由假设 3.1(2) 及文献 [38, 引理 6.1] 中 ϵ 的性质有

E(|(β(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)−X(td,g) +X(d− 1)}|2 | β(k)

l (d)) 6 C,

则当 k = 0 时, 利用引理 A.1 得

E(|(e11)|) 6 ∆

m∑
g=1

E(∥(β(k)
l (d))T∥42)1/4E(∥Y (td,g)− Y (d− 1) +X(td,g)

−X(d− 1)− JV (td,g)− JJ(td,g)∥42)1/4

× E(|(β(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)−X(td,g) +X(d− 1)}|2)1/2

6 Cp1/2E(|(β(k)
l (d))T{Y (td,g)− Y (d− 1)−X(td,g) +X(d− 1)}|2)1/2

6 Cp1/2 a.s.

同理, 当 k = 1, . . . ,K 时, E(|(e11)|) 6 Cp
1/2
k a.s. 类似地, 对于 (e12), 由假设 3.1(1) 知 E(∥JV (k)(td,g)

−JJ (k)(td,g)∥a2) 6 Cp
a/2
k m−a/4, 所以利用引理 A.1 得

E(|(e12)|) 6 Cpkm
−1/4 a.s.,

即 E(|(e1)|) 6 C(pkm
−1/4 + p

1/2
k ) a.s. 容易推导出 (b1) = (f1) + (g1), 其中

(f1) = 2∆

m∑
g=1

((β
(k)
l (d))T{κT(td,g)W̃ (td,g)− κT(d− 1)W̃ (d− 1)})((β(k)

l (d))T{X(td,g)

−X(d− 1)− JJ(td,g)}),

(g1) = ∆

m∑
g=1

((β
(k)
l (d))T{κT(td,g)W̃ (td,g)− κT(d− 1)W̃ (d− 1)})2.

利用假设 3.2 和引理 A.1 得

E(|(g1)|) 6 ∆

m∑
g=1

E(∥β(k)
l (d)∥42)1/2E(∥κT(td,g)W̃ (td,g)− κT(d− 1)W̃ (d− 1)∥42)1/2 6 Csp.
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从而有

E(|(f1)|) 6 C∆
m∑

g=1

E(|(β(k)
l (d))T{κT(td,g)W̃ (td,g)− κT(d− 1)W̃ (d− 1)}|2)1/2

× E(∥β(k)
l (d)∥42)1/4E(∥X(td,g)−X(d− 1)− JJ(td,g)∥42)1/4

6 Cs1/2p p
1/2
k a.s.

对于 (c1),

E(|(c1)|) =
m∑

g=1

∫ td,g

td,g−1

E(|(β(k)
l (d))T{X(td,g)−X(t)− J(td,g) + J(t)− κT(td,g)W̃ (td,g) + κT(t)W̃ (t)}

× (β
(k)
l (d))T{X(td,g) +X(t)− J(td,g)− J(t)− κT(td,g)W̃ (td,g)− κT(t)W̃ (t)

− 2X(d− 1) + 2J(d− 1) + 2κT(d− 1)W̃ (d− 1)}|)dt.

当 td,g−1 < t < td,g 时, 由假设 3.1(2) 知

E(∥X(k)(td,g)−X(k)(t)− J (k)(td,g) + J (k)(t)− (κT(td,g)W̃ (td,g))
(k) + (κT(t)W̃ (t))(k)∥42)

6 CE

({∫ td,g

t

∥Φ(k)(u)∥2du
}2)

+E

({∥∥∥∥∫ td,g

t

dJ (k)(u)

∥∥∥∥2
2

}2)
+E

({∫ td,g

t

∥(κT(u)κ(u))(k)∥2du
}2)

6 Cm−2(p2k + s2p).

由引理 A.1 知

E(|(c1)|) 6 Cp
1/2
k m−1/2(p2k + s2p)

1/4 6 Cp
1/2
k m−1/2(p

1/2
k + s1/2p ).

所以

E(|ρ̂(0)l (d)− ρ
(0)
l (d)|) 6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s., l = 1, . . . , r0,

E(|ρ̂(k)l (d)− ρ
(k)
l (d)|) 6 Cpk

{
m−1/4(log p)1/2 + p−b +

(
sp
pk

)1/2}
6 C{m−1/4(log p)1/2p1/2−b + p1/2−2b

+ (sp)
1/2p1/4−b/2} a.s., k = 1, . . . ,K, l = 1, . . . , rk.

综上, 引理 A.2 得证.

进一步地, 在定义 A.1 下有引理 A.3.

定义 A.1 记

L
(k)
n,j(θ) := − 1

2n

n∑
d=1

(
log Λ

(k)
j (d,θ) +

Λ
(k)
j (d,θ∗)

Λ
(k)
j (d,θ)

)
.

记 Ln(θ) =
∑K

k=0

∑rk
j=1 L

(k)
n,j(θ).

引理 A.3 在假设 2.1、2.2 和 3.1 的条件下,

E(|L̂(0)
n,j(θ)− L

(0)
n,j(θ)|) = O

(
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2)
, j = 1, . . . , r0,

E(|L̂(k)
n,j(θ)− L

(k)
n,j(θ)|) = O(m−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)

1/2pb/2−1/4), j = 1, . . . , rk, k = 1, . . . ,K.
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证明 首先, 由于

L̂
(k)
n,j(θ)− L

(k)
n,j(θ) = − 1

2n

n∑
d=1

{
log

(
Λ̃
(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

)
+

Λ̂
(k)
j (d)

Λ̃
(k)
j (d,θ)

−
Λ
(k)
j (d,θ∗)

Λ
(k)
j (d,θ)

}

= − 1

2n

n∑
d=1

log
Λ̃
(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

− 1

2n

n∑
d=1

Λ̂
(k)
j (d)− Λ

(k)
j (d,θ∗)

Λ̃
(k)
j (d,θ)

+
1

2n

n∑
d=1

Λ
(k)
j (d,θ∗){Λ̃(k)

j (d,θ)− Λ
(k)
j (d,θ)}

Λ̃
(k)
j (d,θ)Λ

(k)
j (d,θ)

,

所以

|L̂(k)
n,j(θ)− L

(k)
n,j(θ)|

6 1

2n

n∑
d=1

∣∣∣∣ log Λ̃
(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣+ 1

2n

n∑
d=1

∣∣∣∣ Λ̂(k)
j (d)− Λ

(k)
j (d,θ∗)

Λ̃
(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣+ 1

2n

n∑
d=1

Λ
(k)
j (d,θ∗)

∣∣∣∣ Λ̃(k)
j (d,θ)− Λ

(k)
j (d,θ)

Λ̃
(k)
j (d,θ)Λ

(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣.
记

(a2) =
1

2n

n∑
d=1

∣∣∣∣ log Λ̃
(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣,
(b2) =

1

2n

n∑
d=1

∣∣∣∣ Λ̂(k)
j (d)− Λ

(k)
j (d,θ∗)

Λ̃
(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣,
(c2) =

1

2n

n∑
d=1

Λ
(k)
j (d,θ∗)

∣∣∣∣ Λ̃(k)
j (d,θ)− Λ

(k)
j (d,θ)

Λ̃
(k)
j (d,θ)Λ

(k)
j (d,θ)

∣∣∣∣.
对于 (a2), 由于 log(1 + x) 6 x, ∀x > −1, 所以 log{ Λ̃

(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

} 6 Λ̃
(k)
j (d,θ)−Λ

(k)
j (d,θ)

Λ
(k)
j (d,θ)

.

不妨先考虑共同因子部分 Λ
(0)
j (d,θ), j = 1, . . . , r0. 容易推导出 Λ̃

(0)
j (d,θ) − Λ

(0)
j (d,θ) = (a21)

+ (a22), 其中

(a21) =

r0∑
l=1

η
(0)
j,l

d−1∑
t=1

(γ
(0)
j )d−t−1

{
((β̂

(0),S
l (d))T{Y (t)− Y (t− 1)− JV (t)})2

−
{∫ t

t−1

√
λ
(0)
l (s,θ)dW

(0)
l (s)

}2}
,

(a22) =

r0∑
l=1

η
(0)
j,l {ρ̂

(0)
l (d)− ρ

(0)
l (d)}.

由引理 A.2 及假设 2.2 可知

E(|(a22)|) 6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s.

由假设 2.2, 类似引理 A.2 的证明有

E(|(a21)|) 6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s.
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所以

E(|Λ̃(0)
j (d,θ)− Λ

(0)
j (d,θ)|) 6 Cp

(
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2)
a.s.

对于分组因子部分 Λ
(k)
j (d,θ), j = 1, . . . , rk, k = 1, . . . ,K,

E(|Λ̃(k)
j (d,θ)−Λ

(k)
j (d,θ)|) 6 C{m−1/4(log p)1/2p1/2−b+p1/2−2b+(sp)

1/2p1/4−b/2} a.s., k = 1, . . . ,K.

又由于平稳性假设 2.2 及 Λ
(k)
j (d,θ) 和 Λ̃

(k)
j (d,θ) 的迭代公式, 可知

Λ
(k)
j (d,θ)

pk
= Op(1),

Λ̃
(k)
j (d,θ)

pk
= Op(1), j = 1, . . . , rk, k = 0, . . . ,K,

所以当 k = 0 时,

E(|(a2)|) 6 1

2n

n∑
d=1

E

( |Λ̃(k)
j (d,θ)− Λ

(k)
j (d,θ)|

Λ
(k)
j (d,θ)

)
6 C

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s.;

当 k = 1, . . . ,K 时,

E(|(a2)|) 6 C{m−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)
1/2pb/2−1/4} a.s.

同理, 对于 (c2), 当 k = 0 时, E(|(c2)|) 6 C{m−1/4 + (sp/p)
1/2} a.s. 当 k = 1, . . . ,K 时, E(|(c2)|)

6 C{m−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)
1/2pb/2−1/4} a.s. 对于 (b2), 根据假设 3.1 及文献 [38, 定理 3.1] 知, 当

k = 0 时有

E(|(b2)|) 6 1

2n

n∑
d=1

E

( |Λ̂(k)
j (d)− Λ

(k)
j (d,θ∗)|

Λ̃
(k)
j (d,θ)

)
6 C

(
m−1/4 +

sp
p

)
a.s.

当 k = 1, . . . ,K 时, 由于 m−1/2 log p → 0, sp = o(pk), 所以有

|Λ(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)|

=

∣∣∣∣(β(k)
j (d))T

(( K∑
k=1

τ (k)(d) +Σ(d)

)
− ϵ̂S(d)

)
β
(k)
j (d)

∣∣∣∣
+ |(β(k)

j (d))Tϵ̂S(d)β
(k)
j (d)− (β̂

(k),S
j (d))Tϵ̂S(d)β̂

(k),S
j (d)|

6 C

∥∥∥∥( K∑
k=1

τ (k)(d) +Σ(d)

)
− ϵ̂S(d)

∥∥∥∥
2

+ C∥ϵ̂S(d)∥2
∥(
∑K

k=1 τ
(k)(d) +Σ(d))− ϵ̂S(d)∥22

p2k

6 C(m−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + sp) + C

(
m−1/2p1/2−b(log p) + p1/2−3b +

s2p
pk

)
6 C(m−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + sp).

故 E(|(b2)|) 6 C(m−1/4(log p)1/2 + p−b + spp
b−1/2) a.s.

综上, 引理 A.3 得证.
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定义 A.2 记 Φ̂
(k)
n,j(θ) 和 Φ

(k)
n,j(θ) 分别为 L̂

(k)
n,j(θ) 和 L

(k)
n,j(θ) 关于 θ 的导数, 即

Φ̂
(k)
n,j(θ) :=

∂L̂
(k)
n,j(θ)

∂Vec(θ)
, Φ

(k)
n,j(θ) :=

∂L
(k)
n,j(θ)

∂Vec(θ)
.

记 Φ̂n(θ) =
∑K

k=0

∑rk
j=1 Φ̂

(k)
n,j(θ), Φn(θ) =

∑K
k=0

∑rk
j=1 Φ

(k)
n,j(θ). 记

∇Φ̂n(θ) =
∂Φ̂n(θ)

∂Vec(θ)
, ∇Φn(θ) =

∂Φn(θ)

∂Vec(θ)
.

引理 A.4 (1) 当 n > 2 + 4r̃ 时, ∇Φ̂n(θ̃) →p ∇Φn(θ
∗).

(2) 对于任意 q > 1, d = 1, . . . , n, j = 1, . . . , rk, k = 1, . . . ,K, i, l, h = 1, . . . , r̃,∥∥∥∥ sup
θ∈Θ

1

Λ̃
(k)
j (d,θ)

∂Λ̃
(k)
j (d,θ)

∂Vec(θi)

∥∥∥∥
q

6 C,

∥∥∥∥ sup
θ∈Θ

1

Λ̃
(k)
j (d,θ)

∂(Λ̃
(k)
j (d,θ))2

∂Vec(θi)∂Vec(θl)

∥∥∥∥
q

6 C,

∥∥∥∥ sup
θ∈Θ

1

Λ̃
(k)
j (d,θ)

∂(Λ̃
(k)
k,j(d,θ))

3

∂Vec(θi)∂Vec(θl)∂Vec(θh)

∥∥∥∥
q

6 C.

(3) 当 n > 2 + 2r̃ 时, −∇Φn(θ
∗) 几乎处处是一个半正定矩阵.

证明 类似于文献 [38, 命题 6.1 和 定理 3.2], 引理 A.4(1) 由引理 A.3 可证; 引理 A.4(2) 的证明

类似于文献 [39, 引理 2]; 引理 A.4(3) 的证明类似于文献 [38, 引理 6.5(1)].

定理 3.1 的证明 由于

∥Φ̂n(θ
∗)∥∞ 6 1

2n

n∑
d=1

K∑
k=0

rk∑
j=1

∥∥∥∥ 1

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∂Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∂Vec(θ)
−

Λ̂
(k)
j (d)

(Λ̃
(k)
j (d,θ∗))2

∂Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∂Vec(θ)

∥∥∥∥
∞

6 1

2n

n∑
d=1

K∑
k=0

rk∑
j=1

∥∥∥∥ 1

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∂Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∂Vec(θ)

∥∥∥∥
∞

∣∣∣∣ Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∣∣∣∣,
又因为

|Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)| 6 |Λ̃(k)

j (d,θ∗)− Λ
(k)
j (d,θ∗)|+ |Λ(k)

j (d,θ∗)− Λ̂
(k)
j (d)|,

由引理 A.3 的证明可知, 当 k = 0 时,

E(|Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ

(k)
j (d,θ∗)|) 6 Cp

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2}
a.s.;

当 k = 1, . . . ,K 时,

E(|Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ

(k)
j (d,θ∗)|) 6 C{m−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + (sp)

1/2p1/4−b/2} a.s.

类似于引理 A.3 的证明, 当 k = 0 时,

E(|Λ(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)|) 6 Cp

(
m−1/4 +

sp
p

)
;
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当 k = 1, . . . ,K 时,

E(|Λ(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)|) 6 C(m−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + sp).

又由于 (sp)p
b−1/2 = op(1), 所以, 当 k = 0 时,

|Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)| = Op

(
p

{
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2})
;

当 k = 1, . . . ,K 时,

|Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)| = Op(m

−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + (sp)
1/2p1/4−b/2).

类似引理 A.3 的证明, 由于
Λ

(k)
j (d,θ)

pk
= Op(1),

Λ̃
(k)
j (d,θ)

pk
= Op(1), j = 1, . . . , rk, k = 0, . . . ,K, 所以当

k = 0 时, ∣∣∣∣ Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∣∣∣∣ = |Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)|

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

= Op

(
m−1/4 +

(
sp
p

)1/2)
;

当 k = 1, . . . ,K 时,∣∣∣∣ Λ̃(k)
j (d,θ∗)− Λ̂

(k)
j (d)

Λ̃
(k)
j (d,θ∗)

∣∣∣∣ = Op(m
−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)

1/2pb/2−1/4).

由引理 A.4(2) 得

∥Φ̂n(θ
∗)∥∞ = Op(m

−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)
1/2pb/2−1/4).

又因为

Φ̂n(θ̂)− Φ̂n(θ
∗) = −Φ̂n(θ

∗) = ∇Φ̂n(θ̃){Vec(θ̂)−Vec(θ∗)},

由引理 A.4(1)(3) 知, ∥Vec(θ̂)−Vec(θ∗)∥∞ 与 ∥Φ̂n(θ
∗)∥∞ 同阶, 故

∥θ̂ − θ∗∥max = Op(m
−1/4(log p)1/2 + p−b + (sp)

1/2pb/2−1/4).

定理 3.1 得证.

附录 A.3 定理 3.2 的证明

不妨记 fd(j) = p−1Λ̂
(0)
j (d) + jg0(m, p), 则由文献 [36, 定理 2] 知, 当 1 6 j 6 r0 时, 存在 K > 0,

使得 fd(j)− fd(r0 + 1) > K; 当 r0 + 1 < j 6 R0 时, P(fd(j) < fd(r0 + 1)) → 0.

记 f(j) =
∑n

d=1 fd(j), 则当 1 6 j 6 r0 时, 存在 K > 0, 使得

f(j)− f(r0 + 1) =

n∑
d=1

(fd(j)− fd(r0 + 1)) > K;

当 r0 + 1 < j 6 R0 时,

P(f(j)− f(r0 + 1) < 0) = P

( n∑
d=1

(fd(j)− fd(r0 + 1)) < 0

)
.
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又由于
n∪

d=1

{fd(j) : fd(j)− fd(r0 + 1)<0} ⊇ {f(j) : f(j)− f(r0 + 1)<0} ⊇
n∩

d=1

{fd(j) : fd(j)− fd(r0 + 1)<0},

所以 P(f(j)−f(r0+1) < 0) 6 P(fd(j)−fd(r0+1) < 0) → 0.综上, P(r̂0 = r0) = P(f(j) > f(r0+1)) → 1,

1 6 j 6 R0.

附录 A.4 定理 3.3 的证明

由文献 [36, 定理 4] 知, 当 1
m log p → 0 时,∥∥∥∥ε̂S(d)− ( K∑

k=1

τ (k)(d) +ΣS(d)

)∥∥∥∥
2

= Op(m
−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b).

又由假设 3.1(1) 和 3.2 知∥∥∥∥ε̂(d)− ( K∑
k=1

τ (k)(d) +ΣS(d)

)∥∥∥∥
2

6
∥∥∥∥ε̂(d)− ( K∑

k=1

τ (k)(d) +Σ(d)

)∥∥∥∥
2

+ ∥Σ(d)−ΣS(d)∥2

= Op(p
1/2m−1/4 + sp),

故

∥ε̂S(d)− ε̂(d)∥2 6
∥∥∥∥ε̂(d)− ( K∑

k=1

τ (k)(d) +ΣS(d)

)∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥ε̂S(d)− ( K∑
k=1

τ (k)(d) +ΣS(d)

)∥∥∥∥
2

= Op(p
1/2m−1/4 +m−1/4p1/2−b(log p)1/2 + p1/2−2b + sp).

不妨记 β̂
(k)
j (d) (j = 1, . . . , rk) 是 Φ̂MSRV(d) 上对应位置的特征向量, 根据 Davis-Kahan sin θ 理论, 有

∥β̂(k),S
j (d)− β̂

(k)
j (d)∥2 6 ∥ε̂S(d)− ε̂(d)∥2

λ
(k)
j (d)− λ

(k)
j+1(d)

= Op(p
bm−1/4 + (log p)1/2m−1/4 + p−b + spp

b−1/2), k = 1, . . . ,K.

又由特征分解性质, 故 (β̂
(k)
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d) = 0, k ̸= 0, j = 1, . . . , rk, j

′ = 1, . . . , r0,

(β̂
(k),S
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d) = (β̂

(k),S
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d)− (β̂

(k)
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d)

= (β̂
(k),S
j (d)− β̂

(k)
j (d))Tβ̂

(0)
j′ (d)

6 ∥β̂(k),S
j (d)− β̂

(k)
j (d)∥2∥β̂(0)

j′ (d)∥2

= Op(p
bm−1/4 + (log p)1/2m−1/4 + p−b + spp

b−1/2), k = 1, . . . ,K.

故当 m → ∞, p → ∞, pbm−1/4 → 0 时, (β̂
(k),S
j (d)) 与 β̂

(0)
j′ (d) 渐近正交.

附录 B 模拟补充

以模拟中生成第一组资产价格的参数值 (λ(1)(0,θ))∗、(w(1))∗、(γ(1))∗、(η(1)
A )∗ 和 (η

(1)
B )∗ 为基准

参考值,第二组在保证剩余参数值与第一组相同的条件下,分别考虑 λ(2)(0,θ)、w(2)、γ(2)、η(2)
A 和 η

(2)
B

的取值为第一组二分之一的情形. 表 B1 通过两组的平均资产日积分波动率比值说明各参数对波动率

的影响.
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表 B1 各参数选择下对应的两组平均资产日积分波动率比值

参数 比值

λ(2)(0,θ) = 1/2(λ(1)(0, θ))∗,w(2) = (w(1))∗,γ(2) = (γ(1))∗,η
(2)
A = (η

(1)
A )∗,η

(2)
B = (η

(1)
B )∗ 1.013

λ(2)(0,θ) = (λ(1)(0, θ))∗,w(2) = 1/2(w(1))∗,γ(2) = (γ(1))∗,η
(2)
A = (η

(1)
A )∗,η

(2)
B = (η

(1)
B )∗ 1.225

λ(2)(0,θ) = (λ(1)(0, θ))∗,w(2) = (w(1))∗,γ(2) = 1/2(γ(1))∗,η
(2)
A = (η

(1)
A )∗,η

(2)
B = (η

(1)
B )∗ 1.102

λ(2)(0,θ) = (λ(1)(0, θ))∗,w(2) = (w(1))∗,γ(2) = (γ(1))∗,η
(2)
A = 1/2(η

(1)
A )∗,η

(2)
B = (η

(1)
B )∗ 1.456

λ(2)(0,θ) = (λ(1)(0, θ))∗,w(2) = (w(1))∗,γ(2) = (γ(1))∗,η
(2)
A = (η

(1)
A )∗,η

(2)
B = 1/2(η

(1)
B )∗ 1.236

High-dimensional volatility matrix estimation with
high-frequency financial data: The GARCH-Itô grouped factor
model

Weiqing Gao, Ben Wu & Bo Zhang

Abstract In the research area of the high-frequency financial data analysis, estimation and prediction of the
high-dimensional volatility matrix are challenging problems, especially when the assets of interest have a naturally
given group structure. In order to address this issue, we propose a novel GARCH-Itô grouped factor model, in
which we present the log price series of grouped assets with common factors, group-specific factors, and an asset-
specific error term. We then embed the discrete GARCH structure into the volatility of the eigenvalue processes
to capture the volatility dynamics of the observed price data. We propose a quasi maximum likelihood method for
parameter estimation, establish its asymptotic properties and illustrate its good finite-sample performance with
simulation. In real data analysis, we compare our method with the ungrouped factor model and the nonparametric
high-frequency volatility estimator MSRV using the data from the SSE Main Board and the SZSE ChiNext market,
where the proposed method outperforms its competitors in terms of prediction of the volatility matrix.
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