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联图的NormalizedLaplace特征多项式

廖丽雯,陈海燕*
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摘要:利用代数方法得到了两个正则图联图的NormalizedLaplace特征多项式的一个表达式,在此基础上得到了正则

图联图的NormalizedLaplace特征值与其因子图对应特征值之间的关系式.计算了一些特殊图的度基尔霍夫指标.
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  设G 是一个n 个顶点的简单图,它的顶点集为

{1,2,…,n},则G 的邻接矩阵是一个(0,1)矩阵,记

为A=(aij)n×n,其中

aij=
1,如果i与j相邻;

0,否则.{
L=(lij)n×n=D-

1
2(D-A)D-

1
2 =I-D-

1
2AD-

1
2 称为

图G 的NormalizedLaplace矩阵,这里D=diag(d1,

d2,…,dn)表示图G 的度对角矩阵.即

lij =

1,如果i=j;

-1
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,如果i与j相邻;

0,否则.
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图G 的NormalizedLaplace矩阵和图G 上的随

机游动有紧密的联系,它的许多性质已被人们所熟

知,如

1)L 是半正定矩阵;

2)0是L 的特征值,且它的所有特征值位于闭区

间[0,2].
其他更多性质可参见文献[1].
设图G 邻接矩阵特征值与 NormalizedLaplace

特征值分别为λ1≥λ2≥…≥λn,0≤λ'2≤…≤λ'n.如果

G 为r-正则图,则由定义直接可得:

λ'i=
r-λi

r
,i=1,…,n. (1)

但如果G 不是正则图,λi 和λ'i之间就没有必然的

联系.本文我们主要考虑两个图联图的 Normalized

Laplace特征值与其因子图NormalizedLaplace特征

值的关系.首先我们给出联图的定义.
定义1[2] 设 H 与G 是两个简单连通图,则它

们的联图记为 H∇G,是指顶点集为V(H)∪V(G),
边集为E(H)∪E(G)∪{uv|u∈V(H),v∈V(G)}
的图.

下面我们用χ(G;x)表示图G 的NormalizedLa-
place特征多项式,则

χ(G;x)=|(xI-L)|=|(x-1)I+

 D-
1
2AD-

1
2|=|D

1
2[(x-1)I+

 D-1A]D-
1
2|=|D

1
2‖(x-1)I+

 D-1A‖D-
1
2|=|(x-1)I+D-1A|.

在第二部分,首先用代数方法得到了两个正则图

联图的NormalizedLaplace多项式的一个表达式,然

后在此基础上得到了两个正则图联图的 Normalized
Laplace特征值和其两个因子图 NormalizedLaplace
特征值之间的关系式.第三部分作为应用,得到了一

些特殊图的度基尔霍夫指标的表达式.

1 正则图联图的 NormalizedLaplace
多项式

  为了讨论正则图联图的NormalizedLaplace特征

多项式,需要下面的已知结论:
引理1[3] 设 A,B 是两个n 阶对称矩阵,若

AB=BA,则存在可逆矩阵P,使得
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A=Pdiag(λ1,λ2,…,λn)P-1,
B=Pdiag(β1,β2,…,βn)P-1,

这里λi,βi分别表示A,B 的特征值,即
A+B=Pdiag(λ1+β1,λ2+β2,…,λn+βn)P-1.
定理1 设G1,G2 是两个正则图,顶点数分别为

n1,n2,正则度分别为r1,r2.则联图G1∇G2 的Nor-
malizedLaplace特征多项式为:

χ(G1∇G2;x)=

 
x((r1+n2)(r2+n1)(x-1)+r1r2-n1n2)

(r1+n2)(r2+n1)

 ∏
n1

i=2
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r1+n2

æ

è
ç

ö

ø
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n2

j=2
x-1+ μj

r2+n1

æ

è
ç

ö

ø
÷ .

这里r1≥λ2≥…≥λn1,r2≥μ2≥…≥μn2分别是G1

和G2 邻接矩阵的特征值.
证明 用A1,A2 分别表示G1,G2 的邻接矩阵,

则由联图的定义可得G1∇G2的邻接矩阵和度对角矩

阵可分别表示为:

A=
A1 Jn1×n2

Jn2×n1 A2
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÷
÷ ,
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所以
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从而可得

χ(G1∇G2;x)=|(x-1)In1+n2 +D-1A|=

(x-1)In1 +
1

r1+n2
A1

1
r1+n2

Jn1×n2

1
r2+n1

Jn2×n1
(x-1)In2 +

1
r2+n1

A2

.

由于G1 是r1正则图,所以Jn2×n1A1=r1Jn2×n1.
把上面的行列式第一行左乘矩阵

-
r1+n2

(r2+n1)((r1+n2)(x-1)+r1)Jn2×n1
,

加到第二行可得

  
(x-1)In1 +

1
r1+n2

A1
1

r1+n2
Jn1×n2

0n2×n1 C
=

 (x-1)In1 +
1

r1+n2
A1 C ,

这里

C=(x-1)In2 +
1

r2+n1
A2-

 
n1Jn2×n2

(r2+n1)((r1+n2)(x-1)+r1)
.

设A1的特征值为r1≥λ2≥…≥λn1
,则显然有

(x-1)In1 +
1

r1+n2
A1 =

 x-1+
r1

r1+n2

æ

è
ç

ö

ø
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n1

i=2

(x-1+
λi

r1+n2
).

又G2 是r2 正则图,A2Jn2×n2=Jn2×n2A2=r2Jn2×n2
,

若设r2≥μ2≥…≥μn2
为A2 的特征值,Jn2×n2

的特征

值为n2,0,…,0,则由引理1可得:

(x-1)In2 +
1

r2+n1
A2-

 
n1Jn2×n2

(r2+n1)((r1+n2)(x-1)+r1) =

 ((x-1)+
r2

r2+n1
-

 
n1n2

(r2+n1)((r1+n2)(x-1)+r1))
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r2+n1
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由上得G1∇G2 的NormalizedLaplace特征多项

式为:

χ(G1∇G2;x)= x-1+
r1

r1+n2

æ

è
ç

ö

ø
÷ (x-1+

 
r2

r2+n1-
n1n2

(r2+n1)((r1+n2)(x-1)+r1))

 ∏
n1

i=2

(x-1+
λi

r1+n2
)∏

n2

j=2

(x-1+ μj

r2+n1
)=

 
x((r1+n2)(r2+n1)(x-1)+r1r2-n1n2)

(r1+n2)(r2+n1)

 ∏
n1

i=2

(x-1+
λi

r1+n2
)∏

n2

j=2

(x-1+ μj

r2+n1
).

由上面的定理,我们很容易由G1,G2 的邻接矩

阵特 征 值 得 到 G1∇G2 的 NormalizedLaplace 特

征值:

0,
r1n1+r2n2+2n1n2

(r1+n2)(r2+n1)
,r1+n2-λi

r1+n2
,

 
r2+n1-μj

r2+n1
,

 i=2,3,4,…,n1,j=2,3,4,…,n2. (2)
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再由正则图的邻接矩阵特征值和其 Normalized
Laplace特征值之间的关系(1),我们马上可以得到下

面的定理.
定理2 设G1,G2 是两个正则图,顶点数分别为

n1,n2,正则度分别为r1,r2.若G1 的NormalizedLa-
place特征值为0≤λ'2≤…≤λ'n1;G2 的 Normalized
Laplace特征值 为0≤μ'2≤…≤μ'n2

,则联图G1∇G2

的NormalizedLaplace特征值为:

0,
r1n1+r2n2+2n1n2

(r1+n2)(r2+n1)
,n2+r1λ'i
r1+n2

,n1+r2μ'j
r2+n1

,

 i=2,3,4,…,n1,j=2,3,4,…,n2.
这里G1,G2 是正则图,并不能保证G1∇G2 是

正则图,除非r1+n2=r2+n1,所以定理2的结果并

不能通过式(1)由G1∇G2邻接特征值与G1 和G2 邻

接特征值的关系得到.

由上面的定理可以看出,n2+r1λ'i
r1+n2

=1当且仅

当λ'i=1,
n1+r2μ'j
r2+n1

=1当且仅当μ'j=1,所以我们

马上得到下面的推论.
推论1 设G1,G2 是两个正则图.若1作为它们

NormalizedLaplace特征值的重数分别为m1,m2,则

1作为G1∇G2 的NormalizedLaplace特征值的重数

为m1+m2.

在定理1中,若特别取其中一个图为空图􀭿Km 或

完全图Km,由于􀭿Km 的正则度和所有特征值都为0,
而Km 是m-1正则,特征值为m-1,-1,-1,…,

-1,所以可以得到下面更具体的结果.
推论2 设图G 是n 个顶点的r正则图,则

χ(􀭿Km∇G;x)=x(x-1)m-1

 x-
r+2m
r+m

æ

è
ç
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ø
÷∏

n

i=2
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r+m
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è
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ø
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这里r≥λ2≥…≥λn 是G 的邻接矩阵特征值.所以

􀭿Km∇G 的NormalizedLaplace特征值为:

0,1,…,1,r+2m
r+m

,r+m-λi

r+m
,i=2,3,4,…,n.

推论3 设图G 是n 个顶点的r正则图,则

χ(Km∇G;x)=
x((r+m)(m+n-1)(x-1)+r(m-1)-mn)

(r+m)(m+n-1)

 x-
m+n

m+n-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

m-1

∏
n

i=2
x-1+

λi

r+m
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è
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这里r≥λ2≥…≥λn 是G 的邻接矩阵特征值.所以

Km∇G 的NormalizedLaplace特征值为:

0, m+n
m+n-1

,…, m+n
m+n-1

,

 m2-m+2mn+rn
(r+m)(m+n-1)

,r+m-λi

r+m
,

 i=2,3,4,…,n.

2 应 用

设G是一个简单连通图,若G的每条边看作电阻

值为1的电阻,则G 就可以看作是一个电网络.Klein
和Randic在文献[4]中把图G 上两点i,j之间的电阻

距离定义为它们之间的等效电阻值,记为rij,而G中

所有点对之间的电阻距离之和,即Kf(G)=∑
i<j

rij 称

为图G 的基尔霍夫指标.而最近,Chen等在文献[5]

中定义了度基尔霍夫指标:Kf*(G)=∑
i<j

didjrij 并

发现Kf*(G)和图的 NormalizedLaplace特征值有

如下的关系式.
引理2[5] 设图G=(V(G),E(G)),其中|V(G)|

=v,|E(G)|=e,则有

kf*(G)=
1
2∑i,jdidjrij =2e∑

n

i=2

1
σi
,

其中 σ2 ≥σ3 ≥ … ≥σn 是 G 的 非 零 Normalized
Laplace特征值.

由上面的引理和式(2),马上可得到两个正则图

联图的度基尔霍夫指标的一个表达式.
定理3 设G1,G2 是两个正则图,顶点数分别为

n1,n2,正则度分别为r1,r2.则

Kf*(G1∇G2)=(r1+n2)(r2+n1)+
 (n1r1+n2r2+2n1n2)

 ∑
n1

i=2

r1+n2

r1+n2-λi
+∑

n2

j=2

r2+n1

r2+n1-μj

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

这里r1≥λ2≥…≥λn1
,r2≥μ2≥…≥μn2

分别是G1

和G2 邻接矩阵的特征值.
特别地,若G 是一个正则图,则它的锥图(K1

∇G)和双锥图(􀭿K2∇G)的 度基尔霍夫指标有如下

结果.
定理4 设G 是n 个顶点r-正则的图,则

Kf*(K1∇G)=n(r+1)+

 ∑
n

i=2

n(r+1)(r+2)
r+1-λi

,

Kf*(􀭿K2∇G)=2n(r+3)+

 ∑
n

i=2

n(r+4)(r+2)
r+2-λi

.
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这里r≥λ2≥…≥λn 是G 的邻接矩阵特征值.
最后我们给出几类常见正则图联图的度基尔霍

夫指标.
例1 图􀭿Km∇Kn 的度基尔霍夫指标.

因为􀭿Km 的正则度和所有特征值都为0,而 Km

是m-1正则,特征值为m-1,-1,-1,…,-1的

图,所以由定理3马上可得:

Kf*(􀭿Km∇Kn)=nm(n+2m-2)+

 n(n-1)(n+m-1)(n+2m-1)
n+m .

例2 图􀭿Km∇Cn 的度基尔霍夫指标.
Cn 的邻接矩阵特征值为[6]:

2cos2πin
,i=0,1,2,…,n-1,

所以由定理3可得

Kf*(􀭿Km∇Cn)=mn(1+2m)+

 ∑
n-1

i=1

2n(m+1)(m+2)
m+2-2cos(2πi/n)

.

特别对于轮图,有

Kf*(􀭿K1∇Cn)=3n+∑
n-1

i=1

12n
3-2cos(2πi/n)

.

例3 图Km∇Cn 的度基尔霍夫指标

Kf*(Km∇Cn)=(2+m)(m+n-1)+

 (m2-m+2mn+2n)(
(m-1)(m+n-1)

n+m +

 ∑
n-1

i=1

(m+2)
m+2-2cos(2πi/n)

.

例4 图Km∇O3(O3 是Peterson图)的度基尔

霍夫指标.
Petersen图的邻接矩阵特征值为[2]:

3,1,1,1,1,1,-2,-2,-2,-2.
所以

Kf*(Km∇O3)=(m+3)(m+9)+(m2+

 19m+30)(
(m-1)(m+9)

m+10 +
5(m+3)
m+2 +

 4
(m+3)
m+5 ) .
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NormalizedLaplacePolynomialsofJoinGraphs
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Abstract:LetG1andG2betworegulargraphs.Inthispaper,byusingalgebraicmethod,wefirstobtainanexpressionoftheNor-
malizedLaplacepolynomialforthejoingraphofG1andG2.Thenbasedonthisexpression,weobtaintherelationbetweenthenor-
malizedLaplaceeigenvaluesofthejoingraphandthoseofG1andG2.Finally,asapplications,wecomputethedegreeKirchhoffin-
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