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1 ��

������ n, ���� E ����	 f : E → E � n �����
	�
�:

fn(z) = f(fn−1(z)), f0(z) = z, ∀ z ∈ E.

�� fn = g,�� f ���	 g ��� n ����. �� 1815�, Babbage[1,2] �����

�	����. �� [3–6] �����
����������. ���������
�

��������
� [7, 8] 	���� [9, 10] ���. ����������������

��������.��������������� [3]; �� 1/z �
�� 2�����

��� [11];�������������� [12];����
����	 C��
����

�� [13], 	�����������
�����	 C ��
� n (� 2) ���� (��

�� [14]); �������
, �� Choczewski 	 Kuczma ������ [14], �����

�������
������������������	
��. ���������

�������������. ��������, ������������. ���


��, ���������		��, ���	��� [15].

������
��	������ [16−18], ��
�����
������	�

����. ��, �����������
	
�
����. 	
���������



�
��: 	
����������

�����
��, �������	������	����	��
��
 [19−22]. �

Jacobsen� [23] �
�	
����
��
��
, Higdon[24] ������ Dirichlet �

��	
���	������.�����	���	
���������
.� Avital

� [25] ����	
��������,��
 [26, 27] ���
�����
	��
��

���������	���.

�����	
�����������. ��	
������	, ���	
��

�����������������
����
�	. ���� Ng 	
 [28] 	���

��	������������, ���	
���������������
, ��



����	������
��. ����,	�		����� z 	 1/z �	���

���. ���� z �����


��� [3] ����	

	��; ���� 1/z �

����


����� [11] ������.

���	, I 
� 2 × 2 �
�
.

2 �������

��	
��������
��	���
���, ��	�

��������


��	, �
�������

fn(z) = �(z), �(z) :=
az + b

cz + d
, ad − bc �= 0, (1)

��
��

Xn = A, A =

⎡
⎣a b

c d

⎤
⎦ , (2)

����
�	.

� LF (C) 
��������	
�������. ��� �(z) �� z = ∞ 	 z =

−d/c ���
�. �
����
������ C∗ := C ∪ {∞}, ��� � ∈ LF (C) � C∗
����	. ��� [4] �
� 11.1.1 ��, g ��������	 (��	��	) ���

� g ��	 (��	��	). ��, � f(z) � �(z) ��������, � f ∈ LF (C).

�����

��	�, ��	
������
�����
. � GL2(C) ���

�����	��

���. 
� h : GL2(C) → LF (C),

h

⎛
⎝

⎡
⎣a b

c d

⎤
⎦
⎞
⎠ =

az + b

cz + d
. (3)

�	 h ��	, ����	, �������	� μ ∈ C, �� h(μA) = h(A). 
� GL2(C)

���
�	: A ∼ B ���� A = μB. ���
������ G̃L2(C):=GL2(C)/ ∼, �

�	 h �
��	�

h̃ : G̃L2(C) → LF (C). (4)

�� h̃ ��	.

��	�� μ ∈ C, ����
�
 A� n ����
 μA� n ������	,
�

������ (2).
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���� A �: �� � 39 � � 1 �

�� 2.1 ���
�	��� μ ∈ C, X � A ��� n ������ μ1/n X � μA

��� n ��.

���
������� (1) ��
�� (2) �	����	.

�� 2.2 � h̃ �� (4) 

��
��	, A ��
	
���� � ����
, �

���� (1) ���	�

f(z) = h̃(X),

�� X ��
�� (2) ���	.

�� �
� h̃ ��
�
 I ������ z,� h̃(I) = z. �� X � f ����
,

�����	

f(z) = h̃(X(h̃−1(z))), �(z) = h̃(A(h̃−1(z))).

��	�� (1), ��

h̃(Xn(h̃−1(z))) = fn(z) = �(z) = h̃(A(h̃−1(z))).

�� h̃ ��	, �
�� Xn = A ���� G̃L2(C) ��
����� (1), ����� (1)

���	�

f(z) = h̃(X(h̃−1(z))) = h̃(X · I) = h̃(X).


�.

3 ����������

���
�� Ng 	
�� [28] 	�����	�
�� (2).

�� 3.1 ���
�� Xn = A,

(a) ����	�	 X1 � X2 �
, � X1 = P−1X2P , �� P ����
, � P � A

���, � PA = AP .

(b)� X �	�����	,���� A�����	��
 P ,��
 P−1XP ��

	���	.

(c) � S ��� Sn = B ���	, � B � A �
, ����� Xn = A ���	� S

�
.

�� (a) � X1 = P−1X2P �� Xn
1 = P−1Xn

2 P . � Xn
1 = Xn

2 = A, � A = P−1AP .

(b) ���
 (P−1XP )n = P−1XnP = P−1AP = A.

(c) �� Sn � A �
, ���	��
 Q (��
� A ���), �� Q−1SnQ = A,

�� (Q−1SQ)n = A, ��	 X := Q−1SQ �� S �
. 
�.


� 3.1 	�� [28] ��
� 5 	���	�� (2) � 4 �
�.

�� 3.2 �� (2) ���� 4 
�	:

� 1 
: � Q, �� Q−1AQ = J , �� J � Jordan���;

� 2 
: ���� S, �� Sn = J , �
�� S, ��
� 3.1 � (c) �����
	

T = QSQ−1;

� 3 
: ����� A �����
 P ;

� 4 
: ���� 2 
����� T , �������	 X = P−1TP = P−1QSQ−1P .
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�
��: 	
����������

� A 
�	
���� �(z) ����
, ����	�� μ, �� det(μA) = 1 ��

μA ��� 3 � Jordan�����:

J1 =

⎡
⎣1 0

1 1

⎤
⎦ , J2 =

⎡
⎣1 0

0 1

⎤
⎦ , J3 =

⎡
⎣λ 0

0 1/λ

⎤
⎦ , λ �= 0,±1.

��
� 2.1	 2.2,����� A��� 3� Jordan�������	. ��� j = 1, 2, 3,

��� Aj 
��
� Jj ����
 A ���. ���, ���
� λ ∈ C, � ωk(λ) � λ

�� k � n ���, �

ωk(λ) = n
√
|λ| exp

(
i
arg(λ) + 2kπ

n

)
, k = 1, 2, . . . , n.

ωk(1) ��� ωk.

��
� 3.2, ������ (2) ���	.

�� 3.3 � Q ��� Q−1AQ � Jordan�������
, ��� (2) ��� 3 �

�	: (i) � A ∈ A1 �, � n �	

X = ωkQ

⎡
⎣ 1 0

1
n 1

⎤
⎦Q−1, k = 1, 2, . . . , n; (5)

(ii) � A ∈ A2 �, �����	

X = C−1Q

⎡
⎣ωj 0

0 ωk

⎤
⎦Q−1C, j, k = 1, 2, . . . , n, (6)

�� C ��
����
;

(iii) � A ∈ A3 �, � n2 �	

X = Q

⎡
⎣ωj(λ) 0

0 1/ωk(λ)

⎤
⎦Q−1, j, k = 1, 2, . . . , n, (7)

�� λ ��
 A � Jordan���� 1 � Jordan�����.

�� �	 (i): Q−1AQ = J1. ���
 J1, ����	���
 p1(x) = (x − 1)2, �

� q1(x) = (xn − 1)2 � X ���	���
. 	�� (2)��, X �
���	� (x−ωj)2

�
���
. � J1 �	
������
��	, �

S1 :=

⎡
⎣ωk 0

s ωk

⎤
⎦ .

	 Sn
1 = J1, 	� s = ωk/n. ��� J1 �����
���	
:

C1 =

⎡
⎣c1 0

c2 c1

⎤
⎦ ,



 c1 	 c2 ���� C1 ����
��
��, ����� A = QJ1Q
−1 ����
�

�	
 P1 = QC1Q
−1. 
�� P1 ���
 T1 = QS1Q

−1 ��, �� C1S1 = S1C1. ��


� 3.2 �� 4 
, �

X = P−1
1 (QS1Q

−1)P1 = P−1
1 P1(QS1Q

−1) = QS1Q
−1.
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���� (2) � n �	.

�	 (ii): Q−1AQ = J2. J2 �	���
� p2(x) = x − 1, ���
 q2(x) = xn − 1 	

� X . q2(x) ����		�
∏

k(x − ωk), ��, X �
�

S2 =

⎡
⎣ρ 0

0 σ

⎤
⎦ .

	 Sn
2 = J2, 	� ρ = ωj 	 σ = ωk. ��
������
 C �� J2 ��, �� A =

QJ2Q
−1 = J2 ��. � P = C, �

X = P−1QS2Q
−1P = C−1QS2Q

−1C.

���� (2) �����	.

�	 (iii): Q−1AQ = J3. J3 �	���
� p3(x) = (x − λ)(x − 1/λ), ���


q3(x) = (xn − λ)(xn − 1/λ) 	� X . q3(x) ����		�∏
j

(x − ωj(λ))
∏
k

(x − 1/ωk(λ)),

� X �
�

S3 =

⎡
⎣ρ 0

0 σ

⎤
⎦ .

	 Sn
3 = J3, 	� ρ = ωj(λ) 	 σ = 1/ωk(λ). � |λ| �= 1, � ρ �= σ. ��� J3 ����
�

��	
:

C3 =

⎡
⎣c1 0

0 c2

⎤
⎦ ,



 c1 	 c2 ���� C3 ����
��
��. ����� A = QJ3Q
−1 �����


	� P3 = QC3Q
−1. 
�� P3 �� T3 = QS3Q

−1 ���, �� C3S3 = S3C3, �

X = P−1
3 (QS3Q

−1)P3 = QS3Q
−1.

���� (2) � n2 �	. 
�.

�� 3.1 � Q ��� Q−1AQ � Jordan�������
, ��� (1) ��� 3 �

�	: (i) � A ∈ A1 �, ��������

f(z) = h̃

(
Q

⎡
⎣ 1 0

1
n 1

⎤
⎦ Q−1

)
; (8)

(ii) � A ∈ A2 �, ����������

f(z) = h̃

(
C−1Q

⎡
⎣1 0

0 ωk

⎤
⎦ Q−1C

)
, k = 1, 2, . . . , n, (9)

�� C ��
���
;

(iii) � A ∈ A3 �, � n ��������

f(z) = h̃

(
Q

⎡
⎣ωm(λ2) 0

0 1

⎤
⎦ Q−1

)
, m = 1, 2, . . . , n, (10)
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�
��: 	
����������

�� λ ��
 A � Jordan���� 1 � Jordan�����.

�� ��	����, � A ��
	
���� �(z) ����
��

A ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3.

	
� 2.2 	 3.3, ������
 (8) 	 (9).

��
�: � A ∈ A3, ��� (1) � n ��������. ��
� 2.2 	 3.3, ��

f(z) = h̃−1(QSQ−1) = h̃−1

(
Q

⎡
⎣ωj(λ) 0

0 1/ωk(λ)

⎤
⎦Q−1

)

= h̃−1

(
1

ωk(λ)
Q

⎡
⎣ωj(λ)ωk(λ) 0

0 1

⎤
⎦Q−1

)
= h−1

(
Q

⎡
⎣ωj(λ)ωk(λ) 0

0 1

⎤
⎦Q−1

)
,

��

ωj(λ)ωk(λ) = n
√

|λ2| exp
(

i
2 arg(λ) + 2(j + k)π

n

)



� n�����,���� (1)� n����	. � m = j +k� ωj(λ)ωk(λ) = ωm(λ2),

����
 (10). 
�.

4 ��

��, �� 3 ��������
���.

� 4.1 �
 �(z) = z/(z + 1). 
� A = J1, ��� Q = I. � (8) 
��� (1) ��

������

f(z) = h̃

⎛
⎝

⎡
⎣1 0

1/n 1

⎤
⎦
⎞
⎠ =

z
z
n + 1

.

� 4.2 �
 �(z) = z. 
��� (1) ���� Babbage��. �� [3, pp. 291–292]


��	�������������:

f(x) = L−1

(
c − c2

4L(x) cos2(kπ/n)

)
, k = 1, . . . , n − 1, k �= n

2
,

f(x) = L−1 (ωkL(x)) , k = 1, . . . , n,

��� n ����,

f(x) = L−1

(
c

L(x)

)
,



 L(x) = c1x + c0 ����
������, c ����
��	��. ���
� 3.1

���
 (9), ���	������

f(z) = h̃

⎛
⎝C−1

⎡
⎣1 0

0 ωk

⎤
⎦ C

⎞
⎠ , k = 1, 2, . . . , n,



 C ����
�����
. ��	�


��� [3, pp. 291–292]����.

� 4.3 �
�� �(z) = 1/z. ��
� 3.1, ���	� n ������

f(z) =
i cot (2k+1)π

2n z + 1

z + i cot (2k+1)π
2n

, k = 1, 2, . . . , n. (11)
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���, 	
���� 1/z ��	�


Ã =

⎡
⎣0 1

1 0

⎤
⎦ .

� μ = i, �� det(μÃ) = 1. �

A := μÃ =

⎡
⎣0 i

i 0

⎤
⎦ .

��
� 2.2, �	 fn(z) = 1/z �
�	 Xn = A. �

Q =
1√
2

⎡
⎣1 1

1 −1

⎤
⎦ ,

�

Q−1AQ =

⎡
⎣ i 0

0 −i

⎤
⎦ ,

�� A ∈ A3 � λ = i. � Q 	 λ ���
 (10), ������ (11). �
��� [11, 
�

6.3]������� f−1 = 1/f ,������� (1)� n = 2��	. ��������	

	� {−i, 0, i}��	�	
	
f(z) =

±iz + 1
z ± i

.

��, �� (11) ����� [11] ����, ���������� fn+1 = 1/f �	�	�

������	
	.

�� ���������� Che Tat Ng �����������. ��������

������������.

����
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