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摘要 本文考虑完全图 Gn = ([n], En) 上的尾达渗流, 边通过时间 {Xe, e ∈ En} 独立同分布. Wn 表

示经自回避路从顶点 1 到顶点 n 的最长时间, 本文给出 Wn 的方差的次线性上界估计, 即 Var(Wn)

6 Cn/ log n,其中 C 与 n无关.另外,本文给出集中不等式 P(|Wn−E(Wn)| > t
√
n/ log n) 6 C1e

−C2t.
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1 引言

近二十多年来, 尾达渗流引起数学家和物理学家的极大兴趣, 被广泛研究 (参见文献 [1–4]), 并给

出物理解释 (参见文献 [5, 6]). 相对于尾达渗流, 1965 年 Hammersley 和 Welsh [7] 提出了首达渗流, 参

见综述 [8]. 为了研究首达时间的波动, 本文对首达渗流的方差进行研究. 对格点图 Zd 上的首达渗流,

物理学家通过模拟、仿真和标度理论, 预测首达时间的方差与距离的 k (k < 1) 次方同阶, k 与维数 d

有关. 而在数学上, Kesten [9] 利用 Efron-Stein 不等式和鞅分解, 在一定条件下, 得到了首达渗流的方

差上界的线性估计; Benjamini等 [10] 对边上的通过时间为两点分布的情形,利用 Talagrand不等式 [11]

和平均化技巧,改进了 Kesten的结果,得到了首达渗流的方差次线性估计; Benäım和 Rossignol [12] 利

用 Falik-Samorodnitsky 不等式和 log-Sobolev 不等式把 Benjamini 等的结果推广到边上的通过时间为

类 Gamma分布的情形; Damron等 [13] 利用 Bernoulli编码把 Benaim和 Rossignol的结果推广到一般

分布. Eckhoff 等 [14–16] 对完全图上的首达渗流进行了研究. Wu 和 Zhu [17] 研究了完全图上的尾达渗

流, 证明了模型相应的时间常数存在. 同样, 我们有理由猜测完全图上的尾达渗流的方差与它规模的

α (α < 1) 次方同阶. 本文考虑尾达渗流方差的上界估计. 我们借鉴首达渗流的方差估计的方法, 给出

完全图上的尾达渗流方差的次线性上界估计. 另外, 我们给出尾达渗流的集中不等式.
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模型的描述: 完全图 Gn = ([n], En), 顶点集 [n] = {1, 2, . . . , n}, 边集 En = {⟨i, j⟩ : 1 6 i < j 6 n}.
对每条边 e ∈ En, 赋予非负随机通过时间 Xe, {Xe, e ∈ En} 独立同分布. 设 γ 为从顶点 1到顶点 n 的

自回避路, 定义

T (γ) =
∑
e∈γ

Xe,

T (γ) 表示通过自回避路 γ 所用的时间, γ 的长度 |γ| 6 n− 1. 记 Π1,n 为所有从顶点 1 到顶点 n 的自

回避路构成的集合. 令

Wn = sup
γ∈Π1,n

T (γ), (1.1)

Wn 表示经自回避路从顶点 1 到顶点 n 的最长时间. 记 Ω = [0,∞)En , ωe 表示边 e 的通过时间, 所有

边的通过时间构成的组态 ω = (ωe)e∈En ∈ Ω, ∀ω ∈ Ω, (1.1) 可写为

Wn(ω) = sup
γ∈Π1,n

∑
e∈γ

ωe. (1.2)

Wu 和 Zhu [17] 证明了上述模型的时间常数存在, 即下面的定理:

定理 1.1 边通过时间 Xe 的分布函数为 F (x), 记 µ := sup{x : F (x) < 1}, 则

Wn

n
→ µ a.s., (1.3)

其中 µ 称为时间常数.

考虑 Wn 的波动, 给出其方差的上界. 本文的主要结果如下:

定理 1.2 在定理 1.1 的记号下, 若 µ 有限, 则存在常数 C, 使得

Var(Wn) 6
Cn

log n
, (1.4)

其中常数 C 与 n 无关.

注 1.1 当 µ = +∞ 时, 利用文献 [17] 可证 E(Wn)/n → +∞, 因此, 我们仅仅考虑 µ 有限的

情形.

考虑 Wn 的偏差, 给出下列集中不等式:

定理 1.3 在定理 1.2 的条件下, 存在常数 C1 和 C2, 使得

P

(
|Wn − E(Wn)| > t

√
n

log n

)
6 C1e

−C2t, (1.5)

其中常数 C1 和 C2 与 n 无关.

本文结构如下: 第 2 节利用鞅分解和 Falik-Samorodnitsky 不等式, 给出定理 1.2 的证明; 第 3 节

通过刻画 eλWn/2 的方差有界与集中性的关系, 给出定理 1.3 的证明; 第 4 节首先对给定边 e, 给出其

为关键边的概率上界, 然后用两点分布的线性组合逼近 Xe, 给出引理的证明.

2 定理 1.2 的证明

本节先利用鞅分解, 给出 Var(Wn) 的恒等式, 然后借鉴文献 [18] 中的方法, 通过比较 Var(Wn) 与∑N
k=1 Ent(V

2
k ), 得到 Var(Wn) 的上界估计.
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完全图 Gn 的边按照某种顺序排列 e1, e2, . . . , eN , N = n(n− 1)/2, 令 Fk = σ(Xe1 , Xe2 , . . . , Xek),

F0 为平凡的 σ- 域, 即 F0 = {Φ,Ω}, 则 {Fk, 0 6 k 6 N} 为非降的子 σ- 域族. 定义鞅差

Vk = E(Wn | Fk)− E(Wn | Fk−1), k = 1, 2, . . . , N,

则有 E(Vk) = 0. 由鞅分解 Wn − E(Wn) =
∑N

k=1 Vk, 利用 L2- 鞅的正交性可得

Var(Wn) =

N∑
k=0

Var(Vk). (2.1)

为了得到 Var(Wn) 的上界, 我们引用文献 [18, 定理 2.2], 可以得到下面的引理:

引理 2.1 由 Falik-Samorodnitsky 不等式可得

Var(Wn) log

[
Var(Wn)∑N
k=1(E|Vk|)2

]
6

N∑
k=1

Ent(V 2
k ). (2.2)

我们给出
∑N

k=1(E|Vk|)2 和
∑N

k=1 Ent(V
2
k ) 的上界, 通过下面的引理描述:

引理 2.2 在上述模型中, 若 µ 有限, 则有

N∑
k=1

(E|Vk|)2 6 8µ2, (2.3)

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6 µ2n. (2.4)

定理 1.2 的证明 给定常数 δ (0.5 < δ < 1), 使得 δ log n > 2 log 8µ2. 我们分两种情形证明.

(1) 当 Var(Wn) 6 nδ 时, 显然有 Var(Wn) 6 n/ log n;

(2) 当 Var(Wn) > nδ 时, 由引理 2.1 和 2.2, 有

Var(Wn) log
nδ

8µ2
6 Var(Wn) log

[
Var(Wn)∑N
k=1(E|Vk|)2

]
6

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6 µ2n.

因此,

Var(Wn) 6
µ2n

log nδ

8µ2

.

取 C = max{1, 2µ2/δ}, 我们得到

Var(Wn) 6
Cn

log n
.

证毕.

3 定理 1.3 的证明

我们先介绍 eλWn/2 的方差的有界性与集中性的关系,参见文献 [19,推论 3.2]或 [12,引理 4.1];然

后利用定理 1.2 的证明方法, 给出定理 1.3 的证明. 首先叙述文献 [12, 引理 4.1]:
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引理 3.1 设随机变量为 X, 存在常数 K > 0, 若对任意 |λ| 6 1
2
√
K
, 有

Var(eλX/2) 6 Kλ2E(eλX) < +∞,

则

P(|X − E(X)| > t
√
K) 6 8e−t, t > 0. (3.1)

定理 3.1 在上述模型中, µ 有限, K = 4µ2eµn/ log n, 对任意 |λ| 6 1
2
√
K
, 有

Var(eλWn/2) 6 Kλ2E(eλWn). (3.2)

由引理 3.1 和定理 3.1 可得

P

(
|Wn − E(Wn)| > t

√
n

logn

)
6 8e−C2t,

其中 C2 = 1
2µeµ/2 . 从而证明了定理 1.3.

为了证明定理 3.1, 定义鞅差

Uk = E(eλWn/2 | Fk)− E(eλWn/2 | Fk−1), k = 1, 2, . . . , N,

那么 E(Uk) = 0. 由鞅分解 eλWn/2 − E(eλWn/2) =
∑N

k=1 Uk, 利用 L2- 鞅的正交性可得

Var(eλWn/2) =
N∑

k=0

Var(Uk). (3.3)

由 Falik-Samorodnitsky 不等式可得

Var(eλWn/2) log

[
Var(eλWn/2)∑N
k=1(E|Uk|)2

]
6

N∑
k=1

Ent(U2
k ).

我们给出
∑N

k=1(E|Uk|)2 和
∑N

k=1 Ent(U
2
k ) 的上界, 即下面的引理:

引理 3.2 在上述模型中, 若 µ 有限, 则

N∑
k=1

(E|Uk|)2 6 2µ2λ2n1/2E(eλWn), (3.4)

N∑
k=1

Ent(U2
k ) 6 nµ2λ2eµE(eλWn). (3.5)

定理 3.1 的证明 类似定理 1.2 的证明, 我们分两种情形证明:

(1) 当 Var(eλWn/2) 6 2µ2λ2n0.8E(eλWn) 时, 显然有 Var(eλWn/2) 6 Kλ2E(eλWn);

(2) 当 Var(eλWn/2) > 2µ2λ2n0.8E(eλWn) 时, 由 Falik-Samorodnitsky 不等式和引理 3.2, 有

Var(eλWn/2) log n0.3 6 Var(eλWn/2) log

[
Var(eλWn/2)∑N
k=1(E|Uk|)2

]

6
N∑

k=1

Ent(U2
k )
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6 nµ2λ2eµE(eλWn).

因此,

Var(eλWn/2) 6 Kλ2E(eλWn).

证毕.

4 引理的证明

为了证明引理 2.2 和 3.2, 首先引入一些记号, 记 Γ̊(ω) = {γ ∈ Π1,n : Wn(ω) = T (γ)(ω)}, 令

Geo(1, n)(ω) := {e | ∀ γ ∈ Γ̊(ω),有 e ∈ γ}.

Geo(1, n) 为随机集合, Geo(1, n) 所包含元素的个数 |Geo(1, n)| 6 n− 1. 若 e ∈ Geo(1, n)(ω), 称 e 为 ω

的关键边, 下面估计 e 为关键边的可能性.

引理 4.1 完全图 Gn = ([n], En), n > 2, {Xe, e ∈ En} 独立同分布, ∀ e ∈ En, 则有

P(e ∈ Geo(1, n)) 6 2

n− 1
. (4.1)

证明 记边 eij := ⟨i, j⟩, 1 6 i, j 6 n, 根据边的端点的不同, 分三种情形讨论:

(1) 边的端点是 1 和 n. 若边 e1n 为关键边, 事件 {e1n ∈ Geo(1, n)} 被事件 {max{Xe, e ̸= e1n}
< Xe1n} 包含, 则 P(e1n ∈ Geo(1, n)) 6 P(max{Xe, e ̸= e1n} < Xe1n), 由对称性 P(Xe < Xe1n) 6 1/2,

利用独立性, 可得

P(max{Xe, e ̸= e1n} < Xe1n) = P(Xe < Xe1n)
n(n−1)/2−1 6

(
1

2

)n(n−1)/2−1

6 1

n− 1
.

因此,

P(e1n ∈ Geo(1, n)) 6 1

n− 1
.

(2)边的一个端点是 1,另一个端点不是 n. 由关键边的定义和对称性,事件族 {{e1m ∈ Geo(1, n)}, 1
< m < n} 两两互斥, 且可能性相等, 那么,

(n− 2)P(e1m ∈ Geo(1, n)) =
n−1∑
i=2

P(e1i ∈ Geo(1, n)) = P

( n−1∪
i=2

{e1i ∈ Geo(1, n)}
)

6 1.

因此,

P(e1m ∈ Geo(1, n)) 6 1

n− 1
.

当边的一个端点是 n, 另一个端点不是 1, 同理可证 P(emn ∈ Geo(1, n)) 6 1/(n− 1), 1 < m < n.

(3) 当边的两个端点都不是 1 和 n, 对边 eij 和 ekl, ⟨i, j⟩ ̸= ⟨k, l⟩, 1 < i, j, k, l < n, 由对称性, 可得

P(eij ∈ Geo(1, n)) = P(ekl ∈ Geo(1, n)), 则有∑
1<i<j<n

P(eij ∈ Geo(1, n)) = E

( ∑
1<i<j<n

I{eij∈Geo(1,n)}

)
6 E|Geo(1, n)| − 2 6 n− 3.
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于是,

P(eij ∈ Geo(1, n)) 6 2

n− 2
.

因此,

P(e ∈ Geo(1, n)) 6 2

n− 1
.

证毕.

考虑仅改变一条边的赋值时, 对 Wn 的影响. 若把边 e 的通过时间改为 r, 其他边通过时间不变,

记为 (ωc
e, r), 即对于边 g, e ∈ En, 定义 (ωc

e, r)g = wg, g ̸= e, (ωc
e, r)e = r, 那么, (ωc

e, r) ∈ Ω, (ωc
e, r) 与 ω

仅仅在边 e 上通过时间不同. ∀ e ∈ En, 定义随机变量

De(ω) := inf{r |存在 γ ∈ Γ̊(ωc
e, r), r 6 µ,使得 e ∈ γ}.

性质 4.1 ∀ e ∈ En, De 有下列性质:

(1) De 6 µ;

(2) ∀ s 6 t 6 µ,Wn((ω
c
e, t)−Wn(ω

c
e, s) = min{t− s, (t−De)

+};
(3) 若 s > De, 则 e ∈ Geo(1, n)(ωc

e, s).

证明 利用随机变量 De 的定义, 可得性质 4.1.

引理 2.2 (2.3) 的证明 记组态 ω 为 (ω<k, ωek , ω>k), 其中 ω<k = (ωej : j < k), ω>k = (ωej : j

> k), F (x) = ν(−∞, x], 由 E|Vk| 的定义, 可得

E|Vk| = E|E(Wn | Fk)− E(Wn | Fk−1)|

6 E[Eν | E(Wn | Fk)− E(Wn | Fk−1)|]

=

∫∫ ∣∣∣∣ ∫ Wn(ω<k, t, ω>k)P(dω>k)−
∫

Wn(ω<k, s, ω>k)ν(ds)P(dω>k)

∣∣∣∣ν(dt)P(dω<k)

6 2E

∫∫
t>s

|Wn(ω<k, t, ω>k)−Wn(ω<k, s, ω>k)|ν(ds)ν(dt).

由性质 4.1(2) 和 t 6 µ, 可得

E|Vk| 6 2E

∫∫
t>s

min{t− s, (t−Dek)
+}ν(ds)ν(dt)

6 2µE

∫
t>Dek

ν(dt)

6 2µP(ek ∈ Geo(1, n)).

由引理 4.1, 得到 E|Vk| 6 4µ/(n− 1). 另外,

N∑
k=1

(E|Vk|) 6 2µ
N∑

k=1

P(ek ∈ Geo(1, n)) 6 2µ(n− 1).

因此,

N∑
k=1

(E|Vk|)2 6 8µ2.

证毕.
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参见文献 [13]中的方法,我们得到两点分布的线性组合逼近 Xe的分布;然后利用两点 log-Sobolev

不等式、引理 4.1 和性质 4.1, 给出引理 2.2 (2.4) 的证明.

引入一些符号.对边 e ∈ En, ∀ j ∈ N, πe,j 为 {0, 1}上的均匀两点分布.构造概率空间 (Ωe, Fe, πe),

其中 Ωe = {0, 1}N, Fe 为 Ωe 上的乘积 σ- 域, πe =
∏∞

j=1 πe,j 为 (Ωe,Fe) 的乘积测度, 其对应分布为

均匀分布. 令 I := inf{x | F (x) > 0}, 记

a0,j = I, ai,j = min

{
x

∣∣∣∣F (x) > i

2j

}
, j > 1, 1 6 i 6 2j − 1.

给定 ωe = (ωe,1, ωe,2, . . . , ωe,m, . . .) ∈ Ωe, 令 i(ωe, j) =
∑j

l=1 2
j−lωe,l, 定义 Tj(ωe) := ai(ωe,j),j , 则

{Tj(ωe)} 关于 j 为非降的. 由 µ 有限, 可证 limj→∞ Tj 存在且有限, 记 limj→∞ Tj = Te. 易证 Te 的分

布函数为 F (x), 则 Te 与 Xe 同分布.

构造乘积概率空间 (ΩB ,F , π), 其中 ΩB=
∏

e∈En
Ωe, F 为 ΩB 上的乘积 σ- 域, π=

∏
e∈En

πe. 令

T (ωB) := (Te1(ωe1), Te2(ωe2), . . . , TeN (ωeN )),

即 T =
∏

e∈En
Te. 函数 f : ΩB → R 在位置 ωe,j 上的差分为

∆e,jf(ωB) = f(ωe,j,+
B )− f(ωe,j,−

B ),

其中 ωB = (ωe1 , ωe2 , . . . , ωeN ) ∈ ΩB ; ω
e,j,+
B 表示在 ωe,j 位置取值为 1, 其他位置的取值与 ωB 相同;

ωe,j,−
B 表示在 ωe,j 位置取值为 0, 其他位置的取值与 ωB 相同. 令 Yn = Wn ◦ T , 则 Yn : ΩB → R+.

Gk = σ({ωer,j : r 6 k, j ∈ N}), G0 为平凡的 σ- 域, 则 {Gk, 0 6 k 6 N} 为非降的子 σ- 域族. 由定义知,

E[Wn | Fk](T (ωB)) = Eπ[Yn | Gk](ωB) π-a.s.

定义鞅差 Zk = Eπ[Yn | Gk]− Eπ[Yn | Gk−1], 于是,

V 2
k (T (ωB)) = Z2

k(ωB) π-a.s.,

那么 Ent(V 2
k ) = Entπ(Z

2
k).

为了估计
∑N

k=1 Ent(V
2
k ) 的大小, 我们给出下面的引理:

引理 4.2 我们有下面不等式:

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6

1

2

∑
e∈En

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jYn)
2. (4.2)

证明 由 π =
∏

e∈En
πe, πe =

∏∞
j=1 πe,j , 利用相对熵的次可加性可得

Entπ(Z
2
k) 6

∑
e∈En

EπEntπe(Z
2
k)

6
∑
e∈En

Eπ

∞∑
j=1

Entπe,j (Z
2
k).

由文献 [20] 的两点 log-Sobolev 不等式, 可得

Entπe,j (Z
2
k) 6

1

2
Entπe,j (∆e,jZk)

2.
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从而,

N∑
k=1

Ent(Z2
k) 6

1

2

∑
e∈En

∞∑
j=1

N∑
k=1

Eπ(∆e,jZk)
2.

对固定的边 ei、正整数 j 和 k, 有

∆ei,jZk =


0, k < i,

Eπ[∆ei,jYn | Gk], k = i,

Eπ[∆ei,jYn | Gk]− Eπ[∆ei,jYn | Gk−1], k > i,

(4.3)

可得 Eπ(∆ei,jZk) = 0. 利用鞅差的正交性, 得到

N∑
k=1

Eπ(∆ei,jZk)
2 = Eπ(∆ei,jYn)

2.

因此,

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6

1

2

∑
e∈En

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jYn)
2.

证毕.

引理 2.2 (2.4) 的证明 令 πec :=
∏

g ̸=e πg, ωe,>j = (ωe,j+1, ωe,j+2, . . .), σ = (σ1, σ2, . . . , σj−1)

∈ {0, 1}j−1, πe,>j =
∏∞

m=j πe,m,

(ωec , σ, ωe,j , ωe,>j)g,k =



ωg,k, g ̸= e,

ωe,k, g = e, k > j,

ωe,j , g = e, k = j,

σk, g = e, k < j.

从而,

Eπ[(∆e,jYn)
2] = Eπec

Eπe,1 · · ·Eπe,j−1Eπe,>j
(∆e,jYn)

2

= Eπ

[
1

2j−1

∑
σ∈{0,1}j−1

Eπe,>j
(∆e,jYn(ωec , σ, ωe,j , ωe,>j))

2

]

= Eπ

[
1

2j−1

∑
σ∈{0,1}j−1

Eπe,>j
(Yn(ωec , σ, 1, ωe,>j)− Yn(ωec , σ, 0, ωe,>j))

2

]
.

由性质 4.1, 有

Eπe,>j
(Yn(ωec , σ, 1, ωe,>j)− Yn(ωec , σ, 0, ωe,>j))

2

= Eπe,>j
[min{(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))

2, (Te(σ, 1, ωe,>j)−De)
+2}]

6 Eπe,>j
[(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))

21{Te(σ,1,ωe,>j)>De}].
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由 Te 定义知, 事件 {Te(σ, 1, ωe,>j) > De} ⊆ {Te(⃗1j , 1, ωe,>j) > De}, 其中 1⃗j 表示每个分量都是 1

的 j 维向量. 另外, 若存在序数 0 = a0 6 a1 6 · · · 6 am, 则不等式
∑m

i=1(ai − ai−1)
2 6 a2m 成立, 以及

Te 6 µ a.s., 可得∑
σ∈{0,1}j−1

Eπe,>j
(Yn(ωec , σ, 1, ωe,>j)− Yn(ωec , σ, 0, ωe,>j))

2

6 Eπe,>j

[ ∑
σ∈{0,1}j−1

(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))
21{Te (⃗1j ,1,ωe,>j)>De}

]
6 µ2Eπe,>j

[1{Te (⃗1j ,1,ωe,>j)>De}]

6 µ2Eπe,>j
(1{e∈Geo(1,n)}).

我们得到

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jYn)
2 6 µ2

2
Eπ

[ ∞∑
j=1

1

2j−1
Eπe,>j

(1{e∈Geo(1,n)})

]
6 µ2E(1{e∈Geo(1,n)}).

从而,

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6

∑
e∈En

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jYn)
2

6 µ2
∑
e∈En

E(1{e∈Geo(1,n)})

= µ2E

( ∑
e∈En

1{e∈Geo(1,n)}

)
6 µ2(n− 1).

因此,

N∑
k=1

Ent(V 2
k ) 6 µ2n.

证毕.

引理 3.2 的证明 我们先证 (3.4). 由 E|Uk| 的定义, 可得

E|Uk| = E|E(eλWn/2 | Fk)− E(eλWn/2 | Fk−1)|

6 E[Eν |E(eλWn/2 | Fk)− E(eλWn/2 | Fk−1)|]

=

∫ ∫ ∣∣∣∣ ∫ eλWn/2(ω<k, t, ω>k)P(dω>k)

−
∫

eλWn/2(ω<k, s, ω>k)ν(ds)P(dω>k)

∣∣∣∣ν(dt)P(dω<k)

6 2E

∫∫
t>s

|eλWn(ω<k,t,ω>k)/2 − eλWn(ω<k,s,ω>k)/2|ν(ds)ν(dt).

由性质 4.1(2)、Cauchy-Schwarz 不等式、引理 4.1 以及 µ 有限, 得到

E|Uk| 6 E

∫∫
t>s

λeλWn(ω<k,t,ω>k)/2[Wn(ω<k, t, ω>k)−Wn(ω<k, s, ω>k)]ν(ds)ν(dt)
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6 E

∫∫
t>s

λeλWn(ω<k,t,ω>k)/2 min{t− s, (t−Dek)
+}ν(ds)ν(dt)

6 µλE(eλWn/21{ek∈Geo(1,n)})

6 µλ
√

E(eλWn)P(1{ek∈Geo(1,n)})

6 µλ

√
3E(eλWn)

n
.

另外,

N∑
k=1

(E|Uk|) 6 µλ
N∑

k=1

E(eλWn/21{ek∈Geo(1,n)})

= µλE

(
eλWn/2

N∑
k=1

1{ek∈Geo(1,n)}

)
6 µλnE(eλWn/2)

6 µλn
√
E(eλWn).

因此,

N∑
k=1

(E|Uk|)2 6 2µ2λ2n1/2E(eλWn).

下面证明 (3.5). 我们引入前面出现的符号. 令 Mn = eλWn/2 ◦ T , 则有

E[eλWn/2 | Fk](T (ωB)) = Eπ[Mn | Gk](ωB) π-a.s.

定义鞅差

Zk = Eπ[Mn | Gk]− Eπ[Mn | Gk−1],

那么,

U2
k (T (ωB)) = Z2

k(ωB) π-a.s.

因此,

Ent(U2
k ) = Entπ(Z

2
k).

类似引理 4.2, 可得

N∑
k=1

Entπ(Z
2
k) 6

1

2

∑
e∈En

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jMn)
2, (4.4)

Eπ[(∆e,jMn)
2] = Eπ

[
1

2j−1

∑
σ∈{0,1}j−1

Eπe,>j
(Mn(ωec , σ, 1, ωe,>j)−Mn(ωec , σ, 0, ωe,>j))

2

]
,

(Yn(ωec , σ, 1, ωe,>j)− Yn(ωec , σ, 0, ωe,>j))
2

6 λ2[eλWn(ωec ,σ,1,ωe,>j) min{(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))
2, (Te(σ, 1, ωe,>j)−De)

+2}]

6 λ2eµ[eλWn(ωB)(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))
21{Te(σ,1,ωe,>j)>De}],
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∞∑
j=1

Eπ[(∆e,jMn)
2]

6 λ2eµEπ

[
eλWn(ωB)

∞∑
j=1

1

2j−1

∑
σ∈{0,1}j−1

(Te(σ, 1, ωe,>j)− Te(σ, 0, ωe,>j))
21{Te(σ,1,ωe,>j)>De}

]

6 µ2λ2eµEπ

{ ∞∑
j=1

1

2j−1
Eπe,>j

[eλWn(ωB)1{Te (⃗1j ,ωe,>j)>De}]

}
= 2µ2λ2eµEπ{Eπe [e

λWn1{Te (⃗1j ,ωe,>j)>De}]}

6 2µ2λ2eµEπ[e
λWn1{Te(ωe)>De}]

= 2µ2λ2eµE(eλWn1{e∈Geo(1,n)}).

从而,

N∑
k=1

Ent(U2
k ) 6

1

2

∑
e∈En

∞∑
j=1

Eπ(∆e,jMn)
2

6 µ2λ2eµE

(
eλWn

∑
e∈En

1{e∈Geo(1,n)}

)
6 nµ2λ2eµE(eλWn).

证毕.
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Upper bound estimate of variance in last passage percolation on
complete graph

Feng Wang & Xianyuan Wu

Abstract This paper focuses on the variance in last passage percolation on the complete graph. Let Gn =
([n], En) be the complete graph and the independent and identically distributed sequence {Xe, e ∈ En} be the
passage times of edges, and denote by Wn the largest passage time among all self-avoiding paths from 1 to n. We
prove that the variance of Wn is sublinear, obeying the upper bound Cn/ logn, where C is independent of n. In
addition, we prove the exponential concentration inequality P(|Wn − E(Wn)| > t

√
n/ logn) 6 C1e

−C2t.

Keywords complete graph, last passage percolation, time constant, martingale decomposition, concentra-

tion inequality
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